


(T¸i b¶n lÇn thø m−êi hai) 

H·y b¶o qu¶n, gi÷ g×n s¸ch gi¸o khoa ®Ó dµnh tÆng cho c¸c em häc sinh líp sau ! 

Nhµ xuÊt b¶n gi¸o dôc ViÖt Nam 
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KÝ hiÖu dïng trong s¸ch : 

Hn  C©u hái hoÆc ho¹t ®éng thø n trong 

bμi häc. 

KÕt thóc chøng minh mét ®Þnh lÝ, 
hÖ qu¶, vÝ dô. 
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B¶n quyÒn thuéc Nhµ xuÊt b¶n Gi¸o dôc ViÖt Nam  Bé Gi¸o dôc vµ §µo t¹o 

012020/CXBIPH/760869/GD          M· sè : NH201T0 
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tÝnh ®¬n ®iÖu cña hμm sè 

Trong bµi nµy ta sÏ øng dông ®¹o hµm ®Ó xÐt tÝnh ®¬n ®iÖu (tøc lµ tÝnh ®ång 

biÕn vµ tÝnh nghÞch biÕn) cña hµm sè. 

Tr−íc hÕt ta nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa hµm sè ®ång biÕn vµ hµm sè nghÞch biÕn 

trong s¸ch gi¸o khoa §¹i sè 10 n©ng cao. 

Gi¶ sö K lµ mét kho¶ng, mét ®o¹n hoÆc mét nöa kho¶ng vµ f  lµ hµm sè x¸c 

®Þnh trªn K. 

Hµm sè  f  ®−îc gäi lµ ®ång biÕn trªn K nÕu  

                  1 2, x x   K,  1 2x x   1 2( ) ( )f x f x  ; 

Hµm sè  f  ®−îc gäi lµ nghÞch biÕn trªn K nÕu  

                  1 2,x x   K,  1 2x x   1 2( ) ( ).f x f x  

Nãi mét c¸ch kh¸c, nÕu hµm sè f  x¸c ®Þnh trªn K  th× 

Hµm sè f  ®ång biÕn trªn K khi vµ chØ khi víi x tuú ý thuéc K, ta cã 

  
( ) ( )f x x f x

x

  


 > 0 víi mäi 0 x  mµ .x x K    

Hµm sè f  nghÞch biÕn trªn K khi vµ chØ khi víi x tuú ý thuéc K, ta cã 

  
( ) ( )f x x f x

x

  


 < 0 víi mäi 0x   mµ    .x x K  

Tõ ®ã, ng−êi ta chøng minh ®−îc ®iÒu sau ®©y : 

Gi¶ sö hµm sè f  cã ®¹o hµm trªn kho¶ng I. 

a) NÕu hµm sè f  ®ång biÕn trªn kho¶ng I th× '( ) 0f x   víi mäi 

.x I  

b) NÕu hµm sè f  nghÞch biÕn trªn kho¶ng I th× '( ) 0f x   víi 

mäi .x I  

§¶o l¹i, cã thÓ chøng minh ®−îc : 
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§Þnh lÝ  

Gi¶ sö hµm sè f  cã ®¹o hµm trªn kho¶ng I. 

a) NÕu '( ) 0f x   víi mäi x I  th× hµm sè f ®ång biÕn trªn 

kho¶ng I. 

b) NÕu '( ) 0f x   víi mäi x I  th× hµm sè f nghÞch biÕn trªn 

kho¶ng I.  

c) NÕu '( ) 0f x   víi mäi x I  th× hµm sè f kh«ng ®æi trªn 

kho¶ng I. 

§Þnh lÝ trªn cho ta mét ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó hµm sè ®¬n ®iÖu trªn mét kho¶ng. 

Chó ý 

Kho¶ng I  trong ®Þnh lÝ trªn cã thÓ ®−îc thay bëi mét ®o¹n hoÆc 

mét nöa kho¶ng. Khi ®ã ph¶i bæ sung gi¶ thiÕt "Hµm sè liªn tôc 

trªn ®o¹n hoÆc nöa kho¶ng ®ã". Ch¼ng h¹n : 

NÕu hµm sè f liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b] vµ cã ®¹o hµm f '(x) > 0 trªn 

kho¶ng (a ; b) th× hµm sè f  ®ång biÕn trªn ®o¹n [a ; b]. 

Ng−êi ta th−êng diÔn ®¹t kh¼ng ®Þnh nµy qua b¶ng biÕn thiªn nh− sau :  

x  a   b  

'( )f x   +  

  ( )f b  
( )f x  

( )f a    

VÝ dô 1. Chøng minh r»ng hµm sè 2( ) 1f x x   nghÞch biÕn trªn ®o¹n [0 ; 1]. 

Gi¶i 

DÔ thÊy hµm sè ®· cho liªn tôc trªn ®o¹n [0 ; 1]. Ngoµi ra, 
2

'( ) 0
1

x
f x

x


 


 

víi mäi x  (0 ; 1). Do ®ã hµm sè nghÞch biÕn trªn ®o¹n [0 ; 1].      

 ViÖc t×m c¸c kho¶ng ®ång biÕn vµ nghÞch biÕn cña mét hµm sè cßn ®−îc nãi 

gän lµ xÐt chiÒu biÕn thiªn cña hµm sè ®ã. 

Qua ®Þnh lÝ ®· nªu, ta thÊy viÖc xÐt chiÒu biÕn thiªn cña mét hµm sè cã ®¹o 

hµm cã thÓ chuyÓn vÒ viÖc xÐt dÊu ®¹o hµm cña nã. 
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VÝ dô 2. XÐt chiÒu biÕn thiªn cña hµm sè 

    
4 .y x
x

   

Gi¶i 

Hµm sè ®· cho x¸c ®Þnh trªn tËp hîp  \ {0}. 

Ta cã  'y  = 
2

4
1

x
  = 

2

2

4 .x

x


 

y' = 0  x =  2. 

ChiÒu biÕn thiªn cña hµm sè ®−îc nªu trong b¶ng sau : 

x     2   0  2    

'y   +   0     0 +  

  4         
y  

       4   

VËy hµm sè ®ång biÕn trªn mçi kho¶ng ( ; 2)   vµ (2 ; + ),  nghÞch biÕn 

trªn mçi kho¶ng ( 2 ; 0)  vµ (0 ; 2 ) . 

H1    XÐt chiÒu biÕn thiªn cña hμm sè 

   3 21 3
2 3.

3 2
y x x x     

VÝ dô 3. XÐt chiÒu biÕn thiªn cña hµm sè 

    3 24
2 3.

3
   y x x x  

Gi¶i 

Hµm sè ®· cho x¸c ®Þnh trªn . 

Ta cã  'y  = 24 4 1 x x  = 2(2 1)x  . 

' 0y   víi 
1

2
x   vµ ' 0y   víi mäi 

1
.

2
x   
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B¶ng biÕn thiªn : 

x    
1

2
    

y'  + 0 +  

y 
  

17

6
    

Theo chó ý sau ®Þnh lÝ, hµm sè ®· cho ®ång biÕn trªn mçi nöa kho¶ng 

1
;

2

   
 vµ 

1
;

2

   
. Tõ ®ã suy ra hµm sè ®ång biÕn trªn . 

NhËn xÐt. Qua vÝ dô 3, ta thÊy cã thÓ më réng ®Þnh lÝ ®· nªu nh− sau : 

Gi¶ sö hµm sè f cã ®¹o hµm trªn kho¶ng I. NÕu '( ) 0f x   víi mäi x  I (hoÆc 

'( ) 0f x   víi mäi )x I  vµ '( ) 0f x   chØ t¹i mét sè h÷u h¹n ®iÓm cña I th× 

hµm sè f ®ång biÕn (hoÆc nghÞch biÕn) trªn I.  

H2  XÐt chiÒu biÕn thiªn cña hμm sè 

   5 4 310 7
.2 5

3 3
y x x x     

C©u hái vμ bμi tËp 

1.  XÐt chiÒu biÕn thiªn cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = 3 22 3 1x x   ;     b) y = 3 22 1x x x    ; 

c) y = 
3

x
x

  ;      d) y = 
2

x
x

  ; 

e) y = 4 22 5x x   ;     f) y = 24 .x  

2. Chøng minh r»ng 

a) Hµm sè 
2

2

x
y

x





 ®ång biÕn trªn mçi kho¶ng x¸c ®Þnh cña nã ; 

b) Hµm sè 
2 2 3

1

x x
y

x

  



 nghÞch biÕn trªn mçi kho¶ng x¸c ®Þnh cña nã. 
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3. Chøng minh r»ng c¸c hµm sè sau ®©y ®ång biÕn trªn  : 

a) 3 2( ) 6 17 4f x x x x     ;  b) 3( ) cos 4.f x x x x     

4. Víi gi¸ trÞ nµo cña a  hµm sè y = 3ax x  nghÞch biÕn trªn ? 

5. T×m c¸c gi¸ trÞ cña tham sè a ®Ó hµm sè 

   3 21
( ) 4 3

3
f x x ax x     

®ång biÕn trªn . 

LuyÖn tËp 

6. XÐt chiÒu biÕn thiªn cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = 3 21
2 4 5

3
x x x    ;   b) y = 3 24 2

6 9
3 3

x x x     ; 

c) y = 
2 8 9

5

x x

x

 


 ;     d) y = 22x x  ; 

e) y = 2 2 3x x   ;     f) y = 
1

2 .
1

x
x




 

7. Chøng minh r»ng hµm sè 

   ( ) cos2 2 3f x x x    

nghÞch biÕn trªn . 

8. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau : 

a) sin x x  víi mäi x > 0, 

    sin x x  víi mäi x < 0 ; 

H−íng dÉn. Chøng minh hµm sè ( ) sinf x x x   ®ång biÕn trªn nöa kho¶ng 

0 ; .
2

 
 

 

b) 
2

cos 1
2

x
x    víi mäi x  0 ; 
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c) 
3

sin
6

x
x x   víi mäi x > 0, 

    
3

sin
6

x
x x   víi mäi x < 0. 

9. Chøng minh r»ng 

  sin tan 2 x x x  víi mäi 0 ; .
2

   
 

x  

H−íng dÉn 

Chøng minh hµm sè ( ) sin tan 2  f x x x x  ®ång biÕn trªn nöa kho¶ng 

0 ; .
2

 
 

 

10. Sè d©n cña mét thÞ trÊn sau t  n¨m kÓ tõ n¨m 1970 ®−îc −íc tÝnh bëi 

c«ng thøc   

    
26 10

,( )
5





t

f t
t

 

( ( )f t  ®−îc tÝnh b»ng ngh×n ng−êi). 

a) TÝnh sè d©n cña thÞ trÊn vµo n¨m 1980 vµ n¨m 1995. 

b) Xem f lµ mét hµm sè x¸c ®Þnh trªn nöa kho¶ng [0 ; +). T×m 'f  vµ xÐt 

chiÒu biÕn thiªn cña hµm sè f  trªn nöa kho¶ng [0 ; ).   

c) §¹o hµm cña hµm sè f biÓu thÞ tèc ®é t¨ng d©n sè cña thÞ trÊn (tÝnh b»ng 

ngh×n ng−êi/ n¨m). 

 TÝnh tèc ®é t¨ng d©n sè vµo n¨m 1990 vµ n¨m 2008 cña thÞ trÊn. 

 Vµo n¨m nµo th× tèc ®é t¨ng d©n sè lµ 0,125 ngh×n ng−êi / n¨m ? 
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Cùc trÞ cña hμm sè 

Bµi nµy giíi thiÖu kh¸i niÖm cùc ®¹i, cùc tiÓu cña hµm sè vµ xÐt quan hÖ 

gi÷a cùc ®¹i, cùc tiÓu víi dÊu cña ®¹o hµm cÊp mét vµ ®¹o hµm cÊp hai cña 

hµm sè. 

1.  Kh¸i niÖm cùc trÞ cña hµm sè 

®Þnh nghÜa 

Gi¶ sö hµm sè f x¸c ®Þnh trªn tËp hîp d (D  ) vµ 0x   d. 

a) 0x  ®−îc gäi lµ mét ®iÓm cùc ®¹i cña hµm sè f nÕu tån t¹i mét 

kho¶ng (a ; b) chøa ®iÓm 0x  sao cho ( ; )a b   d vµ  

  0( ) ( )f x f x  víi mäi 0( ; ) \ { }x a b x . 

Khi ®ã 0( )f x  ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ cùc ®¹i cña hµm sè f. 

b) 0x  ®−îc gäi lµ mét ®iÓm cùc tiÓu cña hµm sè f nÕu tån t¹i 

mét kho¶ng (a ; b) chøa ®iÓm 0x  sao cho ( ; )a b   d vµ 

    0( ) ( )f x f x  víi mäi 0( ; ) \ { }.x a b x  

Khi ®ã 0( )f x  ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ cùc tiÓu cña hµm sè f. 

§iÓm cùc ®¹i vµ ®iÓm cùc tiÓu ®−îc gäi chung lµ ®iÓm cùc trÞ. 
Gi¸ trÞ cùc ®¹i vµ gi¸ trÞ cùc tiÓu ®−îc gäi chung lµ cùc trÞ. 

NÕu 0x  lµ mét ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè f th× ng−êi ta nãi r»ng hµm sè f  ®¹t 

cùc trÞ t¹i ®iÓm 0.x  

 

 

 

 

 

 

 
H×nh 1.1 

22§
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chó ý 

1) Gi¸ trÞ cùc ®¹i (cùc tiÓu) 0( )f x  cña hµm sè f nãi chung kh«ng 

ph¶i lµ gi¸ trÞ lín nhÊt (nhá nhÊt) cña hµm sè f trªn tËp hîp d ; 

0( )f x  chØ lµ gi¸ trÞ lín nhÊt (nhá nhÊt) cña hµm sè f trªn mét 

kho¶ng ( ; )a b  nµo ®ã chøa ®iÓm 0.x  

2) Hµm sè f cã thÓ ®¹t cùc ®¹i hoÆc cùc tiÓu t¹i nhiÒu ®iÓm trªn tËp 

hîp d. Trªn ®å thÞ cña hµm sè ( )y f x  trong h×nh 1.1, ta thÊy 

hµm sè cã hai ®iÓm cùc tiÓu vµ hai ®iÓm cùc ®¹i. Hµm sè còng cã 

thÓ kh«ng cã cùc trÞ trªn mét tËp hîp sè thùc cho tr−íc. 

3) §«i khi ng−êi ta còng nãi ®Õn ®iÓm cùc trÞ cña ®å thÞ. 

NÕu x0 lµ mét ®iÓm cùc trÞ  cña  hµm  sè f  th× ®iÓm (x0 ; f(x0)) ®−îc 

gäi lµ ®iÓm cùc trÞ cña ®å thÞ hµm sè f. 

2.  §iÒu kiÖn cÇn ®Ó hµm sè ®¹t cùc trÞ  

Quan s¸t ®å thÞ cña hµm sè ( )y f x  (h.1.1), ta thÊy nÕu hµm sè f ®¹t cùc trÞ 

t¹i ®iÓm 0x  vµ nÕu ®å thÞ cña hµm sè cã tiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm 0 0( ; ( ))x f x  th× 

tiÕp tuyÕn ®ã song song víi trôc hoµnh, tøc lµ 0'( ) 0.f x   

§ã lµ néi dung cña ®Þnh lÝ mµ ta thõa nhËn sau ®©y. 

§Þnh lÝ 1 

Gi¶ sö hµm sè f ®¹t cùc trÞ t¹i ®iÓm 0x . Khi ®ã, nÕu f cã ®¹o 

hµm t¹i 0x  th× 0'( ) 0.f x   

§iÒu ng−îc l¹i cã thÓ kh«ng ®óng. §¹o hµm f ' cã thÓ b»ng 0 t¹i ®iÓm 0x  

nh−ng hµm sè f  kh«ng ®¹t cùc trÞ t¹i ®iÓm 0.x  

Ch¼ng h¹n, xÐt hµm sè 3( ) ,f x x  ta cã 2'( ) 3f x x  vµ '(0) 0f  . Tuy nhiªn, 

hµm sè f  kh«ng ®¹t cùc trÞ t¹i ®iÓm x = 0. ThËt vËy, v× '( ) 0f x   víi mäi x  0 

nªn hµm sè f  ®ång biÕn trªn  (h.1.2). 
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H×nh 1.2       H×nh 1.3 

chó ý 

Hµm sè cã thÓ ®¹t cùc trÞ t¹i mét ®iÓm mµ t¹i ®ã hµm sè kh«ng cã 

®¹o hµm. Ch¼ng h¹n, hµm sè ( )y f x  = x  x¸c ®Þnh trªn . V× 

(0)f  = 0 vµ ( ) 0f x   víi mäi 0x   nªn hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i 

®iÓm 0.x   

DÔ thÊy hµm sè y x  kh«ng cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm 0x   (h.1.3). 

Nh− vËy, mét hµm sè chØ cã thÓ ®¹t cùc trÞ t¹i mét ®iÓm mµ t¹i ®ã 

®¹o hµm cña hµm sè b»ng 0, hoÆc t¹i ®ã hµm sè kh«ng cã ®¹o hµm. 

3.  §iÒu kiÖn ®ñ ®Ó hµm sè ®¹t cùc trÞ 

§Þnh lÝ sau cho ta mét ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó hµm sè ®¹t cùc trÞ. 

§Þnh lÝ 2 

Gi¶ sö hµm sè f liªn tôc trªn kho¶ng ( ; )a b  chøa ®iÓm 0x  vµ 

cã ®¹o hµm trªn c¸c kho¶ng 0( ; )a x  vµ 0( ; ).x b  Khi ®ã 

a) NÕu '( ) 0f x   víi mäi 0( ; )x a x  vµ '( ) 0f x   víi mäi 

0( ; )x x b  th× hµm sè f ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm 0.x  

b) NÕu '( ) 0f x   víi mäi 0( ; )x a x  vµ '( ) 0f x   víi mäi 

0( ; )x x b  th× hµm sè f  ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 0.x  
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Nãi mét c¸ch kh¸c, 

a) NÕu '( )f x  ®æi dÊu tõ ©m sang d−¬ng khi x qua ®iÓm 0x  (theo chiÒu t¨ng) 

th× hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm 0.x  

b) NÕu '( )f x  ®æi dÊu tõ d−¬ng sang ©m khi x qua ®iÓm 0x  (theo chiÒu t¨ng) 

th× hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 0.x  

Chøng minh 

a) V× hµm sè f liªn tôc trªn nöa kho¶ng 0( ; ]a x  vµ '( ) 0f x   víi mäi 

0( ; )x a x  nªn hµm sè f nghÞch biÕn trªn 0( ; ]a x . Do ®ã 

   0( ) ( )f x f x  víi mäi 0( ; ).x a x  

T−¬ng tù, v× hµm sè f liªn tôc trªn nöa kho¶ng 0[ ; )x b  vµ '( ) 0f x   víi mäi 

0( ; )x x b  nªn hµm sè ®ång biÕn trªn 0[ ; )x b . Do ®ã 

   0( ) ( )f x f x  víi mäi 0( ; ).x x b  

VËy 0( ) ( )f x f x  víi mäi 0( ; ) \ { }x a b x , tøc lµ hµm sè f ®¹t cùc tiÓu t¹i 

®iÓm 0.x  

b) PhÇn b) ®−îc chøng minh t−¬ng tù.        

§Þnh lÝ 2 ®−îc viÕt gän l¹i trong hai b¶ng biÕn thiªn sau : 

x a  0x   b  

'( )f x     +  

     

( )f x  
  0( )f x  

(cùc tiÓu) 
  

      

x a  0x   b  

'( )f x   +    

  
0( )f x    

( )f x  
  (cùc ®¹i)   

Tõ ®Þnh lÝ 2 ta cã quy t¾c t×m cùc trÞ sau ®©y. 
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Quy t¾c 1 

1. T×m '( ).f x  

2. T×m c¸c ®iÓm ix  (i = 1, 2,...) t¹i ®ã ®¹o hµm cña hµm sè b»ng 0 

hoÆc hµm sè liªn tôc nh−ng kh«ng cã ®¹o hµm. 

3. XÐt dÊu '( ).f x  NÕu '( )f x  ®æi dÊu khi x qua ®iÓm ix  th× hµm sè 

®¹t cùc trÞ t¹i ix . 

VÝ dô 1. T×m cùc trÞ cña hµm sè 

    3 21 4 .( ) 3
3 3

f x x x x     

Gi¶i 

Hµm sè ®· cho x¸c ®Þnh trªn . 

Ta cã   '( )f x  = 2 2 3x x  . 

Tõ ®ã  '( )f x  = 0  1x    hoÆc 3.x   

Sau ®©y lµ b¶ng biÕn thiªn : 

x     1   3    

'( )f x   + 0  0 +  

  3     

( )f x  
    

2
7

3
    

VËy hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 1,x    gi¸ trÞ cùc ®¹i cña hµm sè lµ 

( 1) 3f   . Hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm 3,x   gi¸ trÞ cùc tiÓu cña hµm sè lµ 

2
.(3) 7

3
f    

H1  T×m cùc trÞ cña hμm sè 

   ( )f x  = 
4

3.x
x

   

VÝ dô 2. ¸p dông quy t¾c 1 t×m cùc trÞ cña hµm sè 

     ( )f x  = x . 
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Gi¶i 

Hµm sè ®· cho x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn . 

Ta cã    f(x) = 
víi 0

víi 0.

x x

x x

 
 

 

Do ®ã   f '(x) = 
1 víi 0

1 víi 0.

x

x

 
 

 

(Hµm sè  f  kh«ng cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm 0x  ). 

Sau ®©y lµ b¶ng biÕn thiªn : 

x    0    

'( )f x      +  

     
( )f x  

  0  

VËy hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i x = 0 vµ gi¸ trÞ cùc tiÓu cña hµm sè lµ f (0) = 0.   

Cã thÓ sö dông ®¹o hµm cÊp hai ®Ó t×m cùc trÞ cña hµm sè. Ng−êi ta ®· chøng 

minh ®Þnh lÝ sau ®©y. 

§Þnh lÝ 3 

Gi¶ sö hµm sè f cã ®¹o hµm cÊp mét trªn kho¶ng ( ; )a b  

chøa ®iÓm 0x , 0'( ) 0f x   vµ f  cã ®¹o hµm cÊp hai kh¸c 0 t¹i 

®iÓm 0.x  

a) NÕu 0''( ) 0f x   th× hµm sè f  ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 0.x  

b) NÕu 0''( ) 0f x   th× hµm sè f  ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm 0.x  

Tõ ®Þnh lÝ 3, ta cã mét quy t¾c kh¸c ®Ó t×m cùc trÞ cña hµm sè (nÕu hµm sè cã 

®¹o hµm cÊp hai). 
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Quy t¾c 2 

1. T×m '( ).f x  

2. T×m c¸c nghiÖm ix  (i = 1, 2,...) cña ph−¬ng tr×nh '( ) 0.f x   

3. T×m ''( )f x  vµ tÝnh ''( ).if x  

NÕu ''( ) 0if x   th× hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm .ix  

NÕu ''( ) 0if x   th× hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm .ix  

VÝ dô 3. ¸p dông quy t¾c 2 t×m cùc trÞ cña hµm sè 

   3 21 4
.( ) 3

3 3
f x x x x     

Gi¶i 

Hµm sè ®· cho x¸c ®Þnh trªn . 

Ta cã '( )f x  = 2 2 3x x   ; 

 '( )f x  = 0  1x    hoÆc 3x   ; 

 ''( )f x  = 2 2.x   

V× ''( 1)f   = 4 0   nªn hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 1x   , .( 1) 3f     

V× ''(3)f  =  4 > 0 nªn hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm 3x  , 
2 .(3) 7
3

f    

Ta nhËn ®−îc c¸c kÕt qu¶ ®· biÕt trong vÝ dô 1. 

H2  T×m cùc trÞ cña hμm sè 

   ( ) 2 sin 2 3.f x x   

C©u hái vμ bμi tËp 

11. T×m cùc trÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) ( )f x  = 3 21
2 3 1

3
x x x    ;  b) ( )f x  = 3 21

2 10
3

x x x    ; 

c) ( )f x  = 
1

x
x

  ;    d) ( )f x  = ( 2)x x   ; 
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e) ( )f x  = 
5 3

2
5 3

x x
   ;   f) ( )f x  = 

2 3 3 .
1

x x

x

 


 

12. T×m cùc trÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = 24x x  ;    b) y = 28 x  ; 

c) y = sin 2 2x x   ;    d) y = 3 2cos cos2 .x x   

13. T×m c¸c hÖ sè a, b, c, d cña hµm sè 

   ( )f x  = 3 2ax bx cx d    

sao cho hµm sè f ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm x = 0, f (0) = 0 vµ ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 

x = 1, f (1) = 1. 

14. X¸c ®Þnh c¸c hÖ sè a, b, c sao cho hµm sè 

   ( )f x  = 3 2x ax bx c    

®¹t cùc trÞ b»ng 0 t¹i ®iÓm 2x    vµ ®å thÞ cña hµm sè ®i qua ®iÓm (1 ; 0).A  

15. Chøng minh r»ng víi mäi gi¸ trÞ cña m, hµm sè 

   y = 
2 3( 1) 1x m m x m

x m

   


 

lu«n cã cùc ®¹i vµ cùc tiÓu. 

 

Gi¸ trÞ lín nhÊt 
vμ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hμm sè 

NhiÒu bµi to¸n dÉn ®Õn viÖc t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè 

trªn mét tËp hîp sè thùc cho tr−íc. Trong bµi nµy ta sÏ øng dông tÝnh ®¬n 

®iÖu vµ cùc trÞ cña hµm sè ®Ó t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 

hµm sè. 

33§
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®Þnh nghÜa 

Gi¶ sö hµm sè f x¸c ®Þnh trªn tËp hîp d (d  ). 

a) NÕu tån t¹i mét ®iÓm 0x  d sao cho 

  0( ) ( )f x f x  víi mäi x  d 

th× sè 0( )M f x  ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè f  trªn 

d, kÝ hiÖu lµ max ( ).
x

M f x



D

 

b) NÕu tån t¹i mét ®iÓm 0x  d sao cho 

   0( ) ( )f x f x  víi mäi x  d 

th× sè 0( )m f x  ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè f  trªn 

d, kÝ hiÖu lµ min ( ).
x

m f x



D

 

Nh− vËy, muèn chøng tá r»ng sè M (hoÆc m) lµ gi¸ trÞ lín nhÊt (hoÆc gi¸ trÞ 

nhá nhÊt) cña hµm sè f  trªn tËp hîp d cÇn chØ râ : 

a) ( )f x M  (hoÆc ( ) )f x m  víi mäi x  d. 

b) Tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm 0x  d sao cho 0( )f x M  (hoÆc 0( ) ).f x m  

Ta quy −íc r»ng khi nãi gi¸ trÞ lín nhÊt hay nhá nhÊt cña hµm sè f (mµ kh«ng 

nãi "trªn tËp d") th× ta hiÓu ®ã lµ gi¸ trÞ lín nhÊt hay nhá nhÊt cña f  trªn tËp 

x¸c ®Þnh cña nã. 

VÝ dô 1. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè 

     2( ) 4 .f x x   

Gi¶i 

TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè lµ [ 2 ; 2].  HiÓn nhiªn 0 ( ) 2f x   víi mäi 

[ 2 ; 2]x    ; 

   ( ) 0f x    2x    vµ ( ) 2f x    0.x   
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Do ®ã 

   2

[ 2 ; 2]
min 4 0

x
x

 
   ; 2

[ 2 ; 2]
max 4 2.

x
x

 
     

Ph−¬ng ph¸p th−êng ®−îc sö dông ®Ó t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt 

cña hµm sè trªn mét tËp hîp lµ lËp b¶ng biÕn thiªn cña hµm sè trªn tËp 

hîp ®ã. 

VÝ dô 2. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè 

  ( )f x  = 3 3 3x x   trªn ®o¹n 
3

3 ; .
2

   
 

Gi¶i. Ta cã 

  '( )f x  = 23( 1)x   ; 

  '( )f x  = 0  1.x    

Sau ®©y lµ b¶ng biÕn thiªn cña f  trªn ®o¹n 
3

3 ;
2

   
 : 

x 3  1  1  
3

2
 

'( )f x    + 0  0 +   

   5      

     ( )f x  

15  
 

 1  
  

        

 

Tõ b¶ng biÕn thiªn, ta ®−îc 

3
3 ;

2

max ( ) ( 1) 5

x

f x f
    

    ;  
3

3 ;
2

min ( ) ( 3) 15.

x

f x f
    

     

H  T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vμ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hμm sè 

  
1

( )
1

f x x
x

 


 trªn kho¶ng (1 ; ).   

15

8
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VÝ dô 3. Mét hép kh«ng n¾p ®−îc 

lµm tõ mét m¶nh c¸c t«ng theo mÉu 

h×nh 1.4. Hép cã ®¸y lµ mét h×nh 

vu«ng c¹nh x (cm), chiÒu cao lµ h (cm) 

vµ cã thÓ tÝch lµ 500 cm
3
. 

a) H·y biÓu diÔn h theo x. 

b) T×m diÖn tÝch ( )S x  cña m¶nh c¸c t«ng 

theo x. 

c) T×m gi¸ trÞ cña x sao cho ( )S x  

nhá nhÊt. 

Gi¶i 

a) ThÓ tÝch cña hép lµ 

  2 500V x h   (cm
3
). Do ®ã 

2

500
,h

x
  0.x   

b) DiÖn tÝch cña m¶nh c¸c t«ng dïng lµm hép lµ 

   ( )S x  = 2 4 .x hx  

Tõ a) ta cã 

   ( )S x  = 2 2000
,x

x
  0.x   

c) Ta t×m 0x   sao cho t¹i ®ã ( )S x  ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt trªn kho¶ng 

(0 ; ).   Ta cã 

   ' ( )S x  = 
2

2000
2x

x
  = 

3

2

2( 1000)x

x


 ; 

   ' ( )S x  = 0  x = 10. 

B¶ng biÕn thiªn cña S trªn kho¶ng (0 ; +) : 

x 0  10  + 

' ( )S x    0 +  

( )S x  
 

 
 

300 
  

H×nh 1.4 
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Dùa vµo b¶ng biÕn thiªn ta thÊy trªn kho¶ng ; ,(0 )   hµm sè S ®¹t gi¸ trÞ 

nhá nhÊt t¹i ®iÓm x = 10. VËy muèn tèn Ýt nguyªn liÖu nhÊt, ta lÊy ®é dµi c¹nh 

®¸y h×nh hép lµ x = 10 (cm).          

NhËn xÐt 

Ng−êi ta ®· chøng minh ®−îc r»ng hµm sè liªn tôc trªn mét ®o¹n th× ®¹t ®−îc 

gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt trªn ®o¹n ®ã. 

Trong nhiÒu tr−êng hîp, cã thÓ t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm 

sè trªn mét ®o¹n mµ kh«ng cÇn lËp b¶ng biÕn thiªn cña nã. 

Gi¶ sö hµm sè f  liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b] vµ cã ®¹o hµm trªn kho¶ng (a ; b), 

cã thÓ trõ mét sè h÷u h¹n ®iÓm. NÕu '( ) 0f x   chØ t¹i mét sè h÷u h¹n ®iÓm 

thuéc (a ; b) th× ta cã quy t¾c t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña hµm f  trªn  

®o¹n [a ; b] nh− sau : 

Quy t¾c 

1. T×m c¸c ®iÓm 1x , 2x , ..., mx  thuéc (a ; b) t¹i ®ã hµm sè f cã ®¹o 

hµm b»ng 0 hoÆc kh«ng cã ®¹o hµm. 

2. TÝnh 1( )f x , 2( )f x , ..., ( )mf x , ( )f a  vµ ( )f b . 

3. So s¸nh c¸c gi¸ trÞ t×m ®−îc. 

Sè lín nhÊt trong c¸c gi¸ trÞ ®ã lµ gi¸ trÞ lín nhÊt cña f  trªn ®o¹n 

[a ; b], sè nhá nhÊt trong c¸c gi¸ trÞ ®ã lµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña f  trªn 

®o¹n [a ; b]. 

VÝ dô 4. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè 3( ) 3 3f x x x    

trªn  ®o¹n [0 ; 2]. 

Gi¶i. Ta cã 2'( ) 3 3f x x   ; 

  
2'( ) 0 13 3 0

1
0 2 0 20 2

f x xx
x

x xx

              
 ; 

  (1) 1; (0) 3 ; (2) 5f f f   . 

Do ®ã 
 0;2

max ( ) 5
x

f x


  vµ 
 0;2

min ( ) 1
x

f x


 . 
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C©u hái vμ bμi tËp 

16.  T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè 

  ( )f x  = 4 4sin cos .x x  

17. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña c¸c hµm sè sau : 

a) ( )f x  = 2 2 5x x   trªn ®o¹n [ 2 ; 3]  ; 

b) ( )f x  = 
3

22 3 4
3

x
x x    trªn ®o¹n [ 4 ; 0]  ; 

c) ( )f x  = 
1

x
x

  trªn kho¶ng (0 ; )   ; 

d) ( )f x  = 2 2 4x x    trªn ®o¹n [2 ; 4] ; 

e) ( )f x  = 
22 5 4

2

x x

x

 


 trªn ®o¹n [0 ; 1]  ; 

f) ( )f x  = 
1

x
x

  trªn nöa kho¶ng (0 ; 2].  

18. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = 22sin 2sin 1x x   ;    b) y = 2cos 2 sin cos 4.x x x   

19. Cho mét tam gi¸c ®Òu ABC c¹nh a. Ng−êi ta dùng mét h×nh ch÷ nhËt MNPQ 

cã c¹nh MN n»m trªn c¹nh BC, hai ®Ønh P vµ Q theo thø tù n»m trªn hai c¹nh 

AC vµ AB cña tam gi¸c. X¸c ®Þnh vÞ trÝ cña ®iÓm M sao cho h×nh ch÷ nhËt cã 

diÖn tÝch lín nhÊt vµ t×m gi¸ trÞ lín nhÊt ®ã. 

20. Khi nu«i c¸ thÝ nghiÖm trong hå, mét nhµ sinh vËt häc thÊy r»ng : NÕu trªn 

mçi ®¬n vÞ diÖn tÝch cña mÆt hå cã n con c¸ th× trung b×nh mçi con c¸ sau mét 

vô c©n nÆng 

   ( ) 480 20P n n   (gam). 

Hái ph¶i th¶ bao nhiªu c¸ trªn mét ®¬n vÞ diÖn tÝch cña mÆt hå ®Ó sau mét vô 

thu ho¹ch ®−îc nhiÒu c¸ nhÊt ? 
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LuyÖn tËp 

21. T×m cùc trÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) ( )f x  = 
2 1

x

x 
 ;  b) ( )f x  = 

3

1

x

x 
 ; 

c) ( )f x  = 25 x  ;  d) ( )f x  = 2 1.x x   

22.  T×m gi¸ trÞ cña m ®Ó hµm sè 

   ( )f x  = 
2 1

1

x mx

x

 


 

cã cùc ®¹i vµ cùc tiÓu. 

23. §é gi¶m huyÕt ¸p cña mét bÖnh nh©n ®−îc cho bëi c«ng thøc 

   2( ) 0,025 (30 ),G x x x   

trong ®ã x  lµ liÒu l−îng thuèc ®−îc tiªm cho bÖnh nh©n (x ®−îc tÝnh b»ng 

miligam). TÝnh liÒu l−îng thuèc cÇn tiªm cho bÖnh nh©n ®Ó huyÕt ¸p gi¶m 

nhiÒu nhÊt vµ tÝnh ®é gi¶m ®ã. 

24. Cho parabol (P) : 2y x  vµ ®iÓm ( 3 ; 0).A   X¸c ®Þnh ®iÓm M thuéc parabol 

(P) sao cho kho¶ng c¸ch AM lµ ng¾n nhÊt vµ t×m kho¶ng c¸ch ng¾n nhÊt ®ã. 

25. Mét con c¸ håi b¬i ng−îc dßng ®Ó v−ît mét kho¶ng c¸ch lµ 300km. VËn tèc 

dßng n−íc lµ 6km/h. NÕu vËn tèc b¬i cña c¸ khi n−íc ®øng yªn lµ v (km/h) th× 

n¨ng l−îng tiªu hao cña c¸ trong t giê ®−îc cho bëi c«ng thøc 

    3( ) ,E v cv t  

trong ®ã c lµ mét h»ng sè, E ®−îc tÝnh b»ng jun. T×m vËn tèc b¬i cña c¸ khi 

n−íc ®øng yªn ®Ó n¨ng l−îng tiªu hao lµ Ýt nhÊt. 

26. Sau khi ph¸t hiÖn mét bÖnh dÞch, c¸c chuyªn gia y tÕ −íc tÝnh sè ng−êi nhiÔm 

bÖnh kÓ tõ ngµy xuÊt hiÖn bÖnh nh©n ®Çu tiªn ®Õn ngµy thø t lµ 

   ( )f t  = 2 345 ,t t  t = 0, 1, 2,..., 25. 

NÕu coi f  lµ hµm sè x¸c ®Þnh trªn ®o¹n [0 ; 25] th× '( )f t  ®−îc xem lµ tèc ®é 

truyÒn bÖnh (ng−êi / ngµy) t¹i thêi ®iÓm t. 
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a) TÝnh tèc ®é truyÒn bÖnh vµo ngµy thø 5. 

b) X¸c ®Þnh ngµy mµ tèc ®é truyÒn bÖnh lµ lín nhÊt vµ tÝnh tèc ®é ®ã. 

c) X¸c ®Þnh c¸c ngµy mµ tèc ®é truyÒn bÖnh lín h¬n 600. 

d) XÐt chiÒu biÕn thiªn cña hµm sè f  trªn ®o¹n [0 ; 25].  

27. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña c¸c hµm sè sau : 

 a) ( ) 3 2f x x   trªn ®o¹n  3 ; 1  ;  

 b) 2( ) 4f x x x   ; 

 c) 4 2( ) sin cos 2f x x x   ; 

 d) ( ) sin 2f x x x   trªn ®o¹n ;
2

    
. 

28. Trong c¸c h×nh ch÷ nhËt cã chu vi lµ 40 cm, h·y x¸c ®Þnh h×nh ch÷ nhËt cã 

diÖn tÝch lín nhÊt. 

®å thÞ cña hμm sè 
vμ phÐp tÞnh tiÕn hÖ to¹ ®é 

Ta nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa ®å thÞ cña hµm sè trong s¸ch gi¸o khoa §¹i sè 10 

n©ng cao. 

§å thÞ cña hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh trªn tËp d lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c ®iÓm 

(x ; f(x)), x  d cña mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

Ng−êi ta cßn gäi ®å thÞ cña hµm sè y = f(x) lµ ®−êng cong cã ph−¬ng tr×nh lµ         

y = f(x) (gäi t¾t lµ ®−êng cong y = f(x)). 

Trong nhiÒu tr−êng hîp viÖc thay hÖ to¹ ®é ®· cã bëi mét hÖ to¹ ®é míi gióp 

ta nghiªn cøu ®−êng cong thuËn tiÖn h¬n. Bµi nµy giíi thiÖu phÐp tÞnh tiÕn hÖ 
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to¹ ®é, nhê ®ã cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc trôc ®èi xøng vµ t©m ®èi xøng cña mét sè 

®−êng cong. 

1.  PhÐp tÞnh tiÕn hÖ to¹ ®é vµ c«ng thøc chuyÓn hÖ to¹ ®é  

Gi¶ sö I lµ mét ®iÓm cña mÆt ph¼ng 

vµ 0 0( ; )x y  lµ to¹ ®é cña ®iÓm I 

®èi víi hÖ to¹ ®é Oxy. Gäi IXY lµ 

hÖ to¹ ®é míi cã gèc lµ ®iÓm I vµ 

hai trôc IX, IY theo thø tù cã cïng 

c¸c vect¬ ®¬n vÞ ,i j
 

 víi hai trôc 

Ox, Oy (h.1.5).  

Gi¶ sö M lµ mét ®iÓm bÊt k× cña 

mÆt ph¼ng. Gäi (x ; y) lµ to¹ ®é cña 

®iÓm M ®èi víi hÖ to¹ ®é Oxy vµ 

(X ; Y) lµ to¹ ®é cña ®iÓm M ®èi víi 

hÖ to¹ ®é IXY. Khi ®ã 

   OM


 = OI IM
 

 

hay 

      xi y j
 

 = 0 0( ) ( )x i y j X i Y j  
   

 

     = 0 0( ) ( ) .X x i Y y j  
 

 

Do ®ã 

    
0

0.

x X x

y Y y

 
  

 

C¸c hÖ thøc trªn gäi lµ c«ng thøc chuyÓn hÖ to¹ ®é trong phÐp tÞnh tiÕn theo 

vect¬ .OI


 

2.  Ph−¬ng tr×nh cña ®−êng cong  ®èi víi hÖ to¹ ®é míi 

Gi¶ sö (G) lµ ®å thÞ cña hµm sè ( )y f x  ®èi víi hÖ to¹ ®é Oxy  ®· cho. Khi 

®ã ph−¬ng tr×nh cña ®−êng cong (G) ®èi víi hÖ to¹ ®é Oxy  lµ ( ).y f x  Ta sÏ 

viÕt ph−¬ng tr×nh cña (G) ®èi víi hÖ to¹ ®é míi IXY. 

H×nh 1.5 
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Gi¶ sö M lµ mét ®iÓm bÊt k× cña mÆt ph¼ng, (x ; y) vµ (X ; Y) lµ to¹ ®é cña 

®iÓm M, theo thø tù, ®èi víi hÖ to¹ ®é Oxy vµ IXY. Khi ®ã, 

   M  (G)   ( ).y f x  

¸p dông c«ng thøc chuyÓn hÖ to¹ ®é trong phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ ,

OI  ta cã 

 M  (G)  0 0( )  Y y f X x   0 0( ) .  Y f X x y  

VËy ph−¬ng tr×nh cña ®−êng cong (G) ®èi víi hÖ to¹ ®é IXY lµ 

0 0( ) .  Y f X x y  

VÝ dô. Cho ®−êng cong (C ) cã ph−¬ng tr×nh lµ 

    31
( 2) 1

2
  y x  

vµ ®iÓm I (2 ; –1). 

a) ViÕt c«ng thøc chuyÓn hÖ to¹ ®é trong phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 

OI  vµ viÕt 

ph−¬ng tr×nh cña ®−êng cong (C ) ®èi víi hÖ to¹ ®é IXY. 

b) Tõ ®ã suy ra r»ng I lµ t©m ®èi xøng cña ®−êng cong (C ). 

Gi¶i. a) C«ng thøc chuyÓn hÖ to¹ ®é trong phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 

OI  lµ 

                          
2

1.

x X

y Y

 
  

 

Ph−¬ng tr×nh cña ®−êng cong (C ) ®èi víi hÖ to¹ ®é IXY lµ 

                           31
1 1

2
  Y X  hay 31

.
2

Y X  

b) V×  31

2
Y X  lµ mét hµm sè lÎ nªn ®å thÞ (C ) cña nã nhËn gèc to¹ ®é I 

lµm t©m ®èi xøng.            

H  a) T×m to¹ ®é ®Ønh I cña parabol (P ) cã ph−¬ng tr×nh lμ 

                             22 4y x x  . 

b) ViÕt c«ng thøc chuyÓn hÖ to¹ ®é trong phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ OI


 vμ viÕt 

ph−¬ng tr×nh cña parabol (P ) ®èi víi hÖ to¹ ®é IXY.  
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C©u hái vμ bμi tËp 

29. X¸c ®Þnh ®Ønh I cña mçi parabol (P) sau ®©y. ViÕt c«ng thøc chuyÓn hÖ to¹ ®é 

trong phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 

OI  vµ viÕt ph−¬ng tr×nh cña parabol (P) ®èi 

víi  hÖ to¹ ®é IXY. 

a) 22 3 1  y x x  ;   b) 21
3

2
  y x x  ; 

c) 24 y x x  ;    d) 22 5. y x  

30. Cho hµm sè 3 2( ) 3 1.  f x x x  

a) X¸c ®Þnh ®iÓm I thuéc ®å thÞ (C ) cña hµm sè ®· cho biÕt r»ng hoµnh ®é cña 

®iÓm I lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ''( ) 0f x . 

b) ViÕt c«ng thøc chuyÓn hÖ to¹ ®é trong phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 

OI  vµ viÕt 

ph−¬ng tr×nh cña ®−êng cong (C ) ®èi víi hÖ to¹ ®é IXY. Tõ ®ã suy ra r»ng I lµ 

t©m ®èi xøng cña ®−êng cong (C ). 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®−êng cong (C )  t¹i ®iÓm I ®èi víi hÖ to¹ 

®é Oxy. Chøng minh r»ng trªn kho¶ng ( ;1)  ®−êng cong (C ) n»m phÝa 

d−íi tiÕp tuyÕn t¹i I cña (C ) vµ trªn kho¶ng (1 ; )   ®−êng cong (C ) n»m 

phÝa trªn tiÕp tuyÕn ®ã. 

H−íng dÉn. Trªn kho¶ng ( ;1),  ®−êng cong (C ) n»m phÝa d−íi tiÕp tuyÕn 

 y ax b  nÕu ( )  f x ax b  víi mäi 1x . 

31. Cho ®−êng cong (C ) cã ph−¬ng tr×nh lµ 
1

2
2

 


y
x

 vµ ®iÓm I(–2 ; 2). ViÕt 

c«ng thøc chuyÓn hÖ to¹ ®é trong phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 

OI  vµ viÕt ph−¬ng 

tr×nh cña ®−êng cong (C ) ®èi víi hÖ to¹ ®é IXY. Tõ ®ã suy ra I lµ t©m ®èi 

xøng cña (C ). 
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32. X¸c ®Þnh t©m ®èi xøng cña ®å thÞ mçi hµm sè sau ®©y. 

a) 
2

1
1

 


y
x

 ;    b) 
3 2

1





x

y
x

. 

H−íng dÉn.  b) ViÕt c«ng thøc ®· cho d−íi d¹ng 
5

3
1

 


y
x

. 

33. Cho ®−êng cong (C ) cã ph−¬ng tr×nh 
0

,  

c

y ax b
x x

 trong ®ã 

0, 0a c   vµ ®iÓm I cã to¹ ®é 0 0( ; )x y  tho¶ m·n 0 0 y ax b . ViÕt c«ng 

thøc chuyÓn hÖ to¹ ®é trong phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 

OI  vµ ph−¬ng tr×nh cña 

(C ) ®èi víi hÖ to¹ ®é IXY. Tõ ®ã suy ra r»ng I  lµ t©m ®èi xøng cña ®−êng 

cong (C ). 

§−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ hμm sè 

1.  §−êng tiÖm cËn ®øng vµ ®−êng tiÖm cËn ngang 

Ta ®· biÕt ®å thÞ cña hµm sè 
1

( ) f x
x

 lµ ®−êng hypebol gåm hai nh¸nh n»m 

trong gãc phÇn t− thø nhÊt vµ thø ba cña mÆt ph¼ng to¹ ®é (h.1.6). 

Ta cã 

 
1

lim ( ) lim 0
   

 
x x

f x
x

 

vµ  
1

lim ( ) lim 0.
   

 
x x

f x
x

 

§iÒu ®ã cã nghÜa lµ kho¶ng c¸ch 

MH = ( )f x  tõ ®iÓm M cña ®å thÞ 

®Õn trôc hoµnh dÇn ®Õn 0 khi ®iÓm 

M theo ®−êng hypebol ®i xa ra v« 

tËn vÒ phÝa ph¶i hoÆc phÝa tr¸i.  
H×nh 1.6 
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Ng−êi ta gäi trôc hoµnh lµ ®−êng tiÖm cËn ngang cña ®å thÞ hµm sè 
1

.y
x

 

Ta còng cã 

 
0 0

1
lim ( ) lim

  
   

x x

f x
x

  vµ  
0 0

1
lim ( ) lim .

  
   

x x

f x
x

 

§iÒu ®ã cã nghÜa lµ kho¶ng c¸ch NK = x  tõ mét ®iÓm N cña ®å thÞ ®Õn trôc 

tung dÇn ®Õn 0 khi ®iÓm N theo ®å thÞ ®i xa ra v« tËn vÒ phÝa trªn hoÆc phÝa 

d−íi. Ng−êi ta gäi trôc tung lµ ®−êng tiÖm cËn ®øng cña ®å thÞ hµm sè 
1

.y
x

 

Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã 

§Þnh nghÜa 1 

§−êng th¼ng 0y y  ®−îc gäi lµ ®−êng tiÖm cËn ngang (gäi t¾t 

lµ tiÖm cËn ngang) cña ®å thÞ hµm sè ( )y f x  nÕu 

  0lim ( )
 


x

f x y    hoÆc 0lim ( ) .
 


x

f x y  

(Xem h×nh 1.7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

§−êng th¼ng 0y y  lµ tiÖm cËn ngang cña 

®å thÞ  (khi x  +). 

a) 

§−êng th¼ng 0y y  lµ tiÖm cËn ngang 

cña ®å thÞ  (khi x  ).  

b) 

H×nh 1.7 
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®Þnh nghÜa 2 

§−êng th¼ng 0x x  ®−îc gäi lµ ®−êng tiÖm cËn ®øng (gäi t¾t 

lµ tiÖm cËn ®øng) cña ®å thÞ hµm sè ( )y f x  nÕu Ýt nhÊt mét 

trong c¸c ®iÒu kiÖn sau ®−îc tho¶ m·n : 

  
0

lim ( )
x x

f x


   ;  
0

lim ( )
x x

f x


   ; 

          
0

lim ( )
x x

f x


   ;  
0

lim ( )
x x

f x


   

(Xem h×nh 1.8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

   a)       b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   c)                   d) 

a) vµ c). §−êng th¼ng 0x x  lµ tiÖm cËn 

®øng cña ®å thÞ  (khi x  0x ).                          

 b) vµ d). §−êng th¼ng 0x x  lµ tiÖm 

cËn ®øng cña ®å thÞ (khi x  0x ). 

H×nh 1.8 
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VÝ dô 1. T×m tiÖm cËn ngang vµ tiÖm cËn ®øng cña ®å thÞ hµm sè 
2 1

.
2





x

y
x

 

Gi¶i 

Hµm sè ®· cho cã tËp x¸c ®Þnh lµ  \ {2}.  

V× lim 2
 


x

y  vµ lim 2
 


x

y  

nªn ®−êng th¼ng 2y  lµ tiÖm 

cËn ngang cña ®å thÞ (khi 

 x  vµ khi  x ). 

V× 
( 2)

lim
x

y
 

   vµ   

( 2)

lim
x

y
 

   nªn ®−êng th¼ng 

2 x  lµ tiÖm cËn ®øng cña ®å 

thÞ (khi ( 2) x  vµ khi 

( 2) x ) (h.1.9). 

VÝ dô 2. T×m tiÖm cËn ngang vµ tiÖm cËn ®øng cña ®å thÞ hµm sè 

2 1
.




x
y

x
 

Gi¶i 

Hµm sè ®· cho cã tËp x¸c ®Þnh lµ 

 \ {0}. 

Ta cã 
 




2

1
1

lim lim
x x

x xy
x

 

= 
2

1
lim 1 1.


 
x x

 

Do ®ã, ®−êng th¼ng 1y  lµ 

tiÖm cËn ngang cña ®å thÞ (khi 

).x        

H×nh  1.9 
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 32 

T−¬ng tù,  lim
x

y  = 



 2

1
1

lim
x

x x
x

 = 
2

1
lim 1 1.

   
x x

 

Do ®ã, ®−êng th¼ng 1 y  lµ tiÖm cËn ngang cña ®å thÞ (khi  x ). 

V× 
0

lim


 
x

y  vµ 
0

lim


 
x

y  nªn ®−êng th¼ng 0x  lµ tiÖm cËn ®øng 

cña ®å thÞ (khi 0x  vµ khi 0x ) (h.1.10). 

H1  T×m tiÖm cËn ngang vμ tiÖm cËn ®øng cña ®å thÞ hμm sè 

2

2

5 3
.

1

x
y

x





 

2.  §−êng tiÖm cËn xiªn 

Cho (C) lµ ®å thÞ cña hµm sè ( )y f x  vµ (d) lµ ®−êng th¼ng  

   y ax b    (a  0). 

Gäi M vµ N lµ hai ®iÓm cña (C ) vµ (d) cã cïng hoµnh ®é x (h.1.11). NÕu ®é 

dµi cña ®o¹n th¼ng MN dÇn ®Õn 0 khi x dÇn ®Õn + (hoÆc khi x dÇn ®Õn ) 

th× ®−êng th¼ng (d) ®−îc gäi lµ ®−êng tiÖm cËn xiªn cña (C ).  

V× ( ) ( )  MN f x ax b  nªn ta cã ®Þnh nghÜa sau : 

®Þnh nghÜa 3 

§−êng th¼ng , y ax b  0,a  ®−îc gäi lµ ®−êng tiÖm cËn 

xiªn (gäi t¾t lµ tiÖm cËn xiªn) cña ®å thÞ hµm sè ( )y f x  nÕu 

  lim [ ( ) ( )] 0,
 

  
x

f x ax b  

hoÆc  lim [ ( ) ( )] 0.
x

f x ax b
 

    

(Xem h×nh 1.11). 

 

 



 33 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

§−êng th¼ng y ax b   lµ tiÖm cËn                           §−êng th¼ng  y ax b   lµ tiÖm cËn  

xiªn cña ®å thÞ (khi x  +).                                       xiªn cña ®å thÞ  (khi x  ).  

   a)         b) 

H×nh 1.11 

 

VÝ dô 3. §å thÞ hµm sè 

 
2

( )
1

 


x
f x x

x
 

cã tiÖm cËn xiªn (khi 

 x  vµ khi  x ) lµ 

®−êng th¼ng y = x  v× 

lim [ ( ) ]



x

f x x  = 

= 
2

lim 0
1


x

x

x
 

vµ lim [ ( ) ] 0


 
x

f x x   

(h.1.12).  

 

H2  Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng 2 1 y x  lμ tiÖm cËn xiªn cña ®å thÞ hμm sè 

    
1

.2 1
2

y x
x

  

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chó ý 

§Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè a, b trong ph−¬ng tr×nh cña ®−êng tiÖm cËn 

xiªn, ta cã thÓ ¸p dông c¸c c«ng thøc sau : 

  
( )

lim
 


x

f x
a

x
 ;  lim [ ( ) ]

 
 

x
b f x ax  

hoÆc 
( )

lim
 


x

f x
a

x
 ;  lim [ ( ) ].

 
 

x
b f x ax  

(Khi a = 0 th× ta cã tiÖm cËn ngang). 

ThËt vËy, xÐt tr−êng hîp  x , gi¶ sö hµm sè f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng 

( ; )   vµ ®−êng th¼ng  y ax b  lµ tiÖm cËn xiªn cña ®å thÞ hµm sè 

( )y f x  (khi  x ).  Khi ®ã, theo ®Þnh nghÜa 3, ta cã 

   lim [ ( ) ( )] 0.
 

  
x

f x ax b     (1) 

Do ®ã  
( ) ( )

lim 0,
 

 


x

f x ax b

x
 

tøc lµ   
( )

lim 0.
 

     x

f x b
a

x x
 

V× lim 0



x

b

x
 nªn 

   
( ) .lim

 


x

f x
a

x
      (2) 

Tõ (1) suy ra 

   lim [ ( ) ].
 

 
x

b f x ax      (3) 

§¶o l¹i, nÕu a vµ b tho¶ m·n (2) vµ (3) th× tõ (3) suy ra (1). Do ®ã ®−êng 

th¼ng  y ax b  lµ tiÖm cËn xiªn cña ®å thÞ hµm sè ( )y f x  nÕu 0a  vµ 

lµ tiÖm cËn ngang nÕu a = 0. 

 Tr−êng hîp  x  ®−îc chøng minh t−¬ng tù. 

VÝ dô 4. T×m tiÖm cËn xiªn cña ®å thÞ hµm sè 

     
3

2
.( )

1




x
f x

x
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Gi¶i. Ta cã 

 
( )

lim
 


x

f x
a

x
 = 

3

2
lim 1

( 1) 


x

x

x x
 ; 

 lim [ ( ) ]
 

 
x

b f x x  = 
3

2
lim

1 

 
   x

x
x

x
 = 

2
lim 0.

1 


x

x

x
 

Theo chó ý võa nªu, ®−êng th¼ng y = x lµ tiÖm cËn xiªn cña ®å thÞ hµm sè 

®· cho (khi  x ). 

Ta còng cã 
( )

lim 1,


 
x

f x
a

x
 lim [ ( ) ] 0.


  

x
b f x x  

Do ®ã, ®−êng th¼ng y x  còng lµ tiÖm cËn xiªn cña ®å thÞ (khi  ).x  

Ta thÊy l¹i kÕt qu¶ ®· nhËn ®−îc trong vÝ dô 3. 

H3  T×m tiÖm cËn xiªn cña ®å thÞ hμm sè 

   
22 3 1.( )

2

 



x x

f x
x

 

C©u hái vμ bμi tËp 

34. T×m c¸c ®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ mçi hµm sè sau : 

a) 
2

3 2





x

y
x

 ;    b) 
2 2

3

 



x

y
x

 ; 

c) 
1

2
3

  


y x
x

 ;   d) 
2 3 4

2 1

 



x x

y
x

 ; 

e) 
2

2

1






x
y

x
 ;    f) 

3
.

1




x
y

x
 

35. T×m c¸c ®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ mçi hµm sè sau : 

a) 
2

2 1
3


  

x
y x

x
 ;  b) 

3

2

2

2






x
y

x x
 ; 

c) 
3

2

1

1

 




x x
y

x
 ;   d) 

2

2

1 .
5 2 3

 

  

x x
y

x x
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36. T×m c¸c ®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ mçi hµm sè sau : 

a) 2 1 y x  ;    b) 22 1  y x x  ; 

c) 2 1  y x x  ;   d) 2 1.  y x x  

LuyÖn tËp 

37. T×m c¸c ®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ mçi hµm sè sau : 

a) 2 1  y x x  ;   b) 2 4 3  y x x  ; 

c) 2 4 y x  ;   d) 
2

2

1
.

1

 




x x
y

x
 

38. a) T×m tiÖm cËn ®øng vµ tiÖm cËn xiªn cña ®å thÞ (C ) cña hµm sè 

    
2 2 2 .

3

 



x x

y
x

 

b) X¸c ®Þnh giao ®iÓm I  cña hai tiÖm cËn trªn vµ viÕt c«ng thøc chuyÓn hÖ to¹ 

®é trong phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ .

OI  

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh cña ®−êng cong (C ) ®èi víi hÖ to¹ ®é IXY. 

Tõ ®ã suy ra r»ng I  lµ t©m ®èi xøng cña ®−êng cong (C ). 

39. Cïng c¸c c©u hái nh− trong bµi tËp 38 ®èi víi ®å thÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) 
2 4

2

 



x x

y
x

 ;   b) 
2 8 19

.
5

 



x x

y
x

 



 37 

kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vμ vÏ 
®å thÞ cña mét sè hμm ®a thøc 

1.  C¸c b−íc kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

Trong hai bµi §6 vµ §7 ta sÏ sö dông nh÷ng ®iÒu ®· tr×nh bµy trong c¸c bµi 

tr−íc ®Ó kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè. Ta sÏ chØ ®Ò cËp ®Õn 

mét sè hµm sè ®¬n gi¶n. Khi kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè, ta tiÕn hµnh 

c¸c b−íc sau ®©y : 

1o. T×m tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè. 

2o. XÐt sù biÕn thiªn cña hµm sè 

a) T×m giíi h¹n t¹i v« cùc vµ giíi h¹n v« cùc (nÕu cã) cña hµm sè. 

T×m c¸c ®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ (nÕu cã). 

b) LËp b¶ng biÕn thiªn cña hµm sè, bao gåm : 

T×m ®¹o hµm cña hµm sè, xÐt dÊu ®¹o hµm, xÐt chiÒu biÕn thiªn vµ t×m cùc trÞ 

cña hµm sè (nÕu cã), ®iÒn c¸c kÕt qu¶ vµo b¶ng.  

3o. VÏ ®å thÞ cña hµm sè 

 VÏ c¸c ®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ (nÕu cã). 

X¸c ®Þnh mét sè ®iÓm ®Æc biÖt cña ®å thÞ, ch¼ng h¹nt×m giao ®iÓm cña ®å 

thÞ víi c¸c trôc to¹ ®é. (Trong tr−êng hîp ®å thÞ kh«ng c¾t c¸c trôc to¹ ®é hoÆc 

viÖc t×m to¹ ®é giao ®iÓm phøc t¹p th× bá qua phÇn nµy). 

NhËn xÐt vÒ ®å thÞ : ChØ ra trôc vµ t©m ®èi xøng cña ®å thÞ (nÕu cã, kh«ng 

yªu cÇu chøng minh). 

2.  Hµm sè    3 2y ax bx cx d  ( )a  0  

VÝ dô 1. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ  (C ) cña hµm sè  

   3 21
( 3 9 5).

8
y x x x     

Gi¶i 

1o. Hµm sè cã tËp x¸c ®Þnh lµ . 

66§
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2o. Sù biÕn thiªn cña hµm sè 

a) Giíi h¹n cña hµm sè t¹i v« cùc 

   lim
x

y
 

   vµ lim .
x

y
 

   

b) B¶ng biÕn thiªn 

Ta cã  21
' (3 6 9)

8
y x x    ; 

  ' 0y   2 2 3 0  x x   1x    hoÆc 3.x  

x   1  3  + 

y'  + 0  0 +  

y 
 

 
0 

 
 

 
 + 

     4   

Hµm sè ®ång biÕn trªn mçi kho¶ng ( ; 1)   vµ (3 ; + ),  nghÞch biÕn trªn 

kho¶ng ( 1 ; 3).  

Hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 1x    ; gi¸ trÞ cùc ®¹i cña hµm sè lµ ( 1) 0. y  

Hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm 3x  ; gi¸ trÞ cùc tiÓu cña hµm sè lµ 

(3) 4.y    

3o. §å thÞ (h.1.13) 

Giao ®iÓm cña ®å thÞ víi trôc tung lµ 

®iÓm 
5

0 ;
8

  
 

. Ta cã 

y = 0   2( 1) ( 5) 0  x x  

   x = 1 hoÆc x = 5. 

VËy ®å thÞ vµ trôc hoµnh cã hai 

®iÓm chung lµ (1 ; 0) vµ (5 ; 0). 

Ngoµi ra ®å thÞ cßn ®i qua mét ®iÓm 

®Æc biÖt gäi lµ ®iÓm uèn cña nã mµ 

ta sÏ ®Ò cËp sau ®©y. 
H×nh 1.13 
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§iÓm uèn cña ®å thÞ  

Gäi U  lµ ®iÓm thuéc ®å thÞ (C ) trong vÝ dô 1 cã hoµnh ®é lµ nghiÖm cña 

ph−¬ng tr×nh y" = 0. Ta cã 
1

'' (6 6) ; '' 0 1.
8

y x y x       

To¹ ®é cña ®iÓm U  lµ (1 ; 2). 

Cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng trªn kho¶ng ( ;1)  ®−êng cong (C ) n»m phÝa 

d−íi tiÕp tuyÕn cña (C ) t¹i ,U  cßn trªn kho¶ng (1 ; )  ®−êng cong (C ) n»m 

phÝa trªn tiÕp tuyÕn ®ã. Ng−êi ta nãi r»ng tiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm U xuyªn qua 

®−êng cong. §iÓm U  ®−îc gäi lµ ®iÓm uèn cña ®−êng cong (C ). 

Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã kh¸i niÖm ®iÓm uèn nh− sau : 

§iÓm 0 0( ; ( ))U x f x  ®−îc gäi lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ hµm sè ( )y f x  nÕu 

tån t¹i mét kho¶ng ( ; )a b  chøa ®iÓm 0x  sao cho trªn mét trong hai kho¶ng 

0( ; )a x  vµ 0( ; )x b  tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ t¹i ®iÓm U  n»m phÝa trªn ®å thÞ cßn 

trªn kho¶ng kia tiÕp tuyÕn n»m phÝa d−íi ®å thÞ (xem bµi tËp 30). Ng−êi ta nãi 

r»ng tiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm uèn xuyªn qua ®å thÞ (xem h×nh 1.13).  §Ó t×m ®iÓm 

uèn cña ®å thÞ cã thÓ sö dông ®iÒu kh¼ng ®Þnh ®· ®−îc chøng minh sau ®©y. 

NÕu hµm sè ( )y f x  cã ®¹o hµm cÊp hai trªn mét kho¶ng chøa ®iÓm 0x , 

0''( ) 0f x  vµ ''( )f x  ®æi dÊu khi x  qua ®iÓm 0x  th× 0 0( ; ( ))U x f x  lµ mét 

®iÓm uèn cña ®å thÞ hµm sè ( )y f x . 

VÝ dô.  T×m ®iÓm uèn cña ®å thÞ hµm sè 3 21 4
( ) 3

3 3
    f x x x x .  

Gi¶i. Ta cã 2'( ) 2 3   f x x x , ''( ) 2 2  f x x  vµ ''( ) 0f x  t¹i ®iÓm  

0 1x . V× ''( )f x  ®æi dÊu (tõ d−¬ng sang ©m) khi x  qua ®iÓm 0 1x  nªn  

(1 ; 5)U  lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ hµm sè ®· cho.        

DÔ chøng minh ®−îc r»ng :  

§å thÞ cña hµm sè bËc ba 3 2( )    f x ax bx cx d  ( 0)a  lu«n cã mét 

®iÓm uèn vµ ®iÓm ®ã lµ t©m ®èi xøng cña ®å thÞ. 

VÝ dô 2. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè  

    3 23 4 2.    y x x x  
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Gi¶i 

1o. Hµm sè cã tËp x¸c ®Þnh lµ . 

2o. Sù biÕn thiªn cña hµm sè 

a) Giíi h¹n cña hµm sè t¹i v« cùc 

   lim


 
x

y  vµ lim .


 
x

y  

b) B¶ng biÕn thiªn 

Ta cã   2' 3 6 4.   y x x  

V× ' 0y  víi mäi x   nªn hµm sè nghÞch biÕn trªn . Hµm sè kh«ng cã 

cùc trÞ. 

x       

'y     

    
y 

    

3o. §å thÞ (h.1.14) 

 §iÓm uèn 

§¹o hµm cÊp hai cña hµm sè lµ  
'' 6 6.  y x  

'' 0y  t¹i ®iÓm 1x  vµ ''y  ®æi 

dÊu tõ d−¬ng sang ©m khi x  qua 

®iÓm 1.x   

VËy (1 ; 0)U  lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ.  

 Giao ®iÓm cña ®å thÞ víi trôc to¹ ®é 

Giao ®iÓm cña ®å thÞ víi trôc tung lµ 

®iÓm (0 ; 2). 

Ph−¬ng tr×nh 0y  hay  

2( 1)( 2 2) 0x x x     cã nghiÖm 

1.x  
Do ®ã, ®å thÞ c¾t trôc hoµnh t¹i ®iÓm 
(1 ; 0).   

NhËn xÐt :  §å thÞ nhËn ®iÓm uèn (1 ; 0)U  lµm t©m ®èi xøng. 

H×nh 1.14 
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3.  Hµm sè trïng ph−¬ng   4 2y ax bx c  ( )a  0  

VÝ dô 3. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè  

    4 22 3.y x x    

Gi¶i 

1o. Hµm sè cã tËp x¸c ®Þnh lµ . 

2o. Sù biÕn thiªn cña hµm sè 

a) Giíi h¹n cña hµm sè t¹i v« cùc 

   lim


 
x

y     vµ    lim .


 
x

y  

b) B¶ng biÕn thiªn 

Ta cã  'y  = 34 4x x  = 24 ( 1)x x  ; 

  'y  = 0  0x  hoÆc 1x   hoÆc x = 1. 

x     1  0  1    

'y    0 + 0  0 +  

     3      
y 

  4    4   

Hµm sè nghÞch biÕn trªn mçi kho¶ng 

( ; 1)   vµ (0 ; 1) , ®ång biÕn trªn 

mçi kho¶ng ( 1 ; 0)  vµ (1 ; ).  

Hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 0,x   gi¸ 

trÞ cùc ®¹i cña hµm sè lµ (0) 3. y  

Hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i c¸c ®iÓm 

1 x , gi¸ trÞ cùc tiÓu cña hµm sè lµ 

( 1) 4.  y  

3o. §å thÞ (h.1.15) 

§iÓm uèn  

Ta cã  2'' 12 4 y x . 
H×nh 1.15 
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'' 0y  t¹i c¸c ®iÓm 1

3

3
x , 2

3

3
 x  vµ ''y  ®æi dÊu khi x  qua mçi 

®iÓm 1x  vµ 2x . 

 Do ®ã  1

3 5
; 3

3 9
U

 
  
 

 vµ 2

3 5
; 3

3 9

 
 

 
U  lµ hai ®iÓm uèn cña ®å thÞ.

 Giao ®iÓm cña ®å thÞ víi trôc tung lµ ®iÓm (0 ; 3).  

Ta cã 0y   3. x  

VËy ®å thÞ c¾t trôc hoµnh t¹i hai ®iÓm ( 3 ; 0)  vµ ( 3 ; 0).  

NhËn xÐt :  Hµm sè ®· cho lµ hµm sè ch½n nªn ®å thÞ cña nã nhËn trôc tung 

lµm trôc ®èi xøng. 

VÝ dô 4. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè  

   4 22 3.   y x x  

Gi¶i 

1o. Hµm sè cã tËp x¸c ®Þnh lµ . 

2o. Sù biÕn thiªn cña hµm sè 

a) Giíi h¹n cña hµm sè t¹i v« cùc 

   lim


 
x

y  vµ lim .


 
x

y  

b) B¶ng biÕn thiªn 

Ta cã  3' 4 4  y x x  = 24 ( 1) x x  ; 

   ' 0y   0.x  

x     0    

'y   + 0   

  3   
y 

       
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Hµm sè ®ång biÕn trªn kho¶ng ( ; 0) vµ 

nghÞch biÕn trªn kho¶ng (0 ; +). 

Hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 0x  ; gi¸ 
trÞ cùc ®¹i cña hµm sè lµ (0) 3.y  

3o. §å thÞ (h.1.16) 

Giao ®iÓm cña ®å thÞ víi trôc tung lµ ®iÓm 
(0 ; 3) . Ta cã 

  0y   x  = 1. 

VËy ®å thÞ c¾t trôc hoµnh t¹i hai ®iÓm 
( 1 ; 0)  vµ (1 ; 0). 

NhËn xÐt : Hµm sè ®· cho lµ hµm sè ch½n 

nªn ®å thÞ cña nã nhËn trôc tung lµm trôc 

®èi xøng. 

Chó ý 

Gäi  (C ) lµ ®å thÞ cña hµm sè 4 2 ( 0)   y ax bx c a . 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng 

1) NÕu ph−¬ng tr×nh  

                                            ''( ) 0f x       (1) 

cã hai nghiÖm ph©n biÖt 0 0( 0)  x x x  th× ®å thÞ (C ) cã hai 

®iÓm uèn 1 0 0( ; ( ))U x f x  vµ 2 0 0( ; ( ))U x f x   ®èi xøng víi nhau 

qua trôc tung. 

2) NÕu ph−¬ng tr×nh (1) cã mét nghiÖm kÐp hoÆc v« nghiÖm th× ®å 

thÞ (C ) kh«ng cã ®iÓm uèn. 

(DÔ thÊy r»ng ®å thÞ hµm sè trong vÝ dô 4 kh«ng cã ®iÓm uèn). 

C©u hái vμ bμi tËp 

40. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

    3 23 4.  y x x  

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ t¹i ®iÓm uèn. 

c) Chøng minh r»ng ®iÓm uèn lµ t©m ®èi xøng cña ®å thÞ. 

H×nh 1.16 
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41. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

   3 23 1.   y x x  

b) Tuú theo c¸c gi¸ trÞ cña m, h·y biÖn luËn sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

   3 23 1 .   x x m  

42. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) y  =  3 21 5
3

3 3
  x x x  ;  b) y  = 3 3 1 x x  ; 

c) y  = 3 21 2
2

3 3
   x x x  ;  d) y  = 3 23 3 1.  x x x  

43. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè  

   y  = 4 22 2.  x x  

b) Tuú theo c¸c gi¸ trÞ cña m, h·y biÖn luËn sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

   4 22 2 .   x x m  

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn t¹i c¸c ®iÓm uèn cña ®å thÞ ë c©u a). 

44. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) y  = 4 23 2 x x  ;     b) y  = 4 22 1.  x x  

LuyÖn tËp 

45. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

   y  = 3 23 1. x x  

b) Tuú theo c¸c gi¸ trÞ cña m, h·y biÖn luËn sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

   3 23 2 0.   x x m  

46. Cho hµm sè 

   y  = 2( 1)( 2 2).   x x mx m  

a) T×m c¸c gi¸ trÞ cña m ®Ó ®å thÞ cña hµm sè ®· cho c¾t trôc hoµnh t¹i ba 

®iÓm ph©n biÖt. 

b) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè víi 1. m  
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47. Cho hµm sè 

    4 2( 1) .   y x m x m  

a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè víi  m = 2. 

b) Chøng minh r»ng ®å thÞ cña hµm sè ®· cho lu«n ®i qua hai ®iÓm cè ®Þnh 

víi mäi gi¸ trÞ cña m. 

48. Cho hµm sè 

    4 22 2 .  y x mx m  

a) T×m c¸c gi¸ trÞ cña m sao cho hµm sè cã ba ®iÓm cùc trÞ. 

b) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè víi m = 
1

2
. ViÕt ph−¬ng 

tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ t¹i hai ®iÓm uèn. 

kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vμ vÏ 
®å thÞ cña mét sè Hμm ph©n thøc 
h÷u tØ 

1.  Hµm sè y  = 
ax b
cx d




 ( 0c  vµ )  0ad bc  

VÝ dô 1. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè   

    y  = 
2 1

.
1




x

x
 

Gi¶i 

1o. Hµm sè cã tËp x¸c ®Þnh lµ   \ 1 . 

2o. Sù biÕn thiªn cña hµm sè 

a) Giíi h¹n v« cùc, giíi h¹n t¹i v« cùc vµ c¸c ®−êng tiÖm cËn 

Ta cã 
1

lim


 
x

y  vµ 
1

lim .


 
x

y  Do ®ã, ®−êng th¼ng 1x  lµ tiÖm cËn 

®øng cña ®å thÞ hµm sè ®· cho (khi 1x  vµ khi 1 ).x   

77§
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V× lim lim 2
 

 
x x

y y  nªn ®−êng th¼ng 2y  lµ tiÖm cËn ngang cña ®å 

thÞ hµm sè ®· cho (khi  x  vµ khi  ).x  

b) B¶ng biÕn thiªn 

Ta cã    
2

1
' 0

( 1)


 


y

x
 víi mäi 1.x  

x     1    

'y        

2       
y 

     2 

Hµm sè nghÞch biÕn trªn mçi kho¶ng ( ; 1)  vµ (1 ; ).  

3o. §å thÞ (h.1.17) 

 §å thÞ c¾t trôc tung t¹i ®iÓm (0 ; 1)  vµ c¾t 

trôc hoµnh t¹i ®iÓm 
1

.; 0
2

 
 
 

 

NhËn xÐt :  §å thÞ nhËn giao ®iÓm (1 ; 2)I  

 cña hai ®−êng tiÖm cËn lµm t©m ®èi xøng. 

H1  Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vμ vÏ ®å thÞ hμm 

sè  
1 .

2





x

y
x

 

2.  Hµm sè 
' '

 




2ax bx c
y

a x b
 , ' ( 0 0)a a  

VÝ dô 2. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè  
2 2 2 .

1

 



x x

y
x

 

Gi¶i 

1o. Hµm sè cã tËp x¸c ®Þnh lµ  \ 1 . 

2o. Sù biÕn thiªn cña hµm sè 

a) Giíi h¹n t¹i v« cùc, giíi h¹n v« cùc vµ c¸c ®−êng tiÖm cËn 

H×nh 1.17 
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Ta viÕt hµm sè ®· cho d−íi d¹ng 

    
1 .1

1
  


y x

x
 

Ta cã lim


 
x

y  vµ lim .


 
x

y  

V× 
( 1)

lim
 

 
x

y  vµ 
( 1)

lim
 

 
x

y  nªn ®−êng th¼ng 1 x  lµ tiÖm 

cËn ®øng cña ®å thÞ hµm sè ®· cho (khi ( 1) x  vµ khi ( 1) x ). 

V×   lim 1


   
x

y x  = 
1

lim 0
1x x



, vµ  lim 1 0

x
y x


      

nªn ®−êng th¼ng 1 y x  lµ tiÖm cËn xiªn cña ®å thÞ hµm sè ®· cho (khi 

 x  vµ khi ). x  

b) B¶ng biÕn thiªn 

Ta cã  :   'y  = 
2

2

2

( 1)





x x

x
 ; 

'y  = 0  2 2 0 x x   0x  hoÆc 2. x  

x     2  1  0    

'y   + 0     0 +  

  2           
y 

         
2    

Hµm sè ®ång biÕn trªn mçi kho¶ng 

( ; 2)   vµ (0 ; ),  nghÞch biÕn 

trªn mçi kho¶ng ( 2 ; 1)   vµ ( 1 ; 0).  

Hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 2 x  

víi gi¸ trÞ cùc ®¹i ( 2) 2  y  vµ ®¹t 

cùc tiÓu t¹i ®iÓm 0x  víi gi¸ trÞ cùc 

tiÓu (0) 2.y . 

3o. §å thÞ (h.1.18) 

§å thÞ c¾t trôc tung t¹i ®iÓm (0 ; 2). 

NhËn xÐt : §å thÞ nhËn giao ®iÓm 

( 1 ; 0)I  cña hai ®−êng tiÖm cËn lµm 

t©m ®èi xøng. H×nh 1.18 
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VÝ dô 3. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

   
2 2 3

.
2

 



x x

y
x

 

Gi¶i.  Cã thÓ viÕt hµm sè ®· cho d−íi d¹ng 

   
3

.
2

 


y x
x

 

1o. Hµm sè cã tËp x¸c ®Þnh lµ  \ 2 . 

2o. Sù biÕn thiªn cña hµm sè 

a) Giíi h¹n t¹i v« cùc, giíi h¹n v« cùc vµ c¸c ®−êng tiÖm cËn 

Ta cã 

   lim
x

y


   vµ lim
x

y


   ; 

   
2

lim
x

y


   vµ 
2

lim .
x

y


   

Do ®ã, ®−êng th¼ng x = 2 lµ tiÖm cËn ®øng cña ®å thÞ hµm sè ®· cho (khi 

2x  vµ khi 2 ).x   

V× 
3

0
2


  


y x

x
 khi  x  vµ khi  x  nªn ®−êng th¼ng y = x 

lµ tiÖm cËn xiªn cña ®å thÞ hµm sè ®· cho (khi  x  vµ khi  x ). 

b) B¶ng biÕn thiªn 

V× 
2

3
' 1 0

( 2)
  


y

x
 víi mäi x  2 nªn hµm sè ®ång biÕn trªn mçi 

kho¶ng ( ; 2)  vµ (2 ; ).  

x   2  + 

y '  +   +  

y   +   + 

       
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3o. §å thÞ (h.1.19) 

 Giao ®iÓm cña ®å thÞ víi trôc 

tung lµ ®iÓm 
3

0 ;
2

  
 

. Ta cã 

     y = 0  2 2 3 0  x x  

      1x    hoÆc 3.x  

VËy ®å thÞ c¾t trôc hoµnh t¹i 

hai ®iÓm ( 1 ; 0)  vµ (3 ; 0).  

NhËn xÐt : §å thÞ hµm sè nhËn 

giao ®iÓm (2 ; 2)I  cña hai ®−êng 

tiÖm cËn lµm t©m ®èi xøng. 

H2  Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vμ 

vÏ ®å thÞ hμm sè  

2 2
.

1

 



x x

y
x

 

C©u hái vμ bμi tËp 

49. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

   
2 .

2 1





x

y
x

 

b) Chøng minh r»ng giao ®iÓm I cña hai ®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ lµ t©m ®èi 

xøng cña ®å thÞ. 

50. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) 
1

1





x

y
x

 ;    b) 
2 1.
1 3





x

y
x

 

51. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

   
22 5 4 .

2

 



x x

y
x

 

b) Chøng minh r»ng giao ®iÓm I cña hai ®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ lµ t©m ®èi 

xøng cña ®å thÞ. 

H×nh 1.19 
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c) Tuú theo c¸c gi¸ trÞ cña m, h·y biÖn luËn sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

    
22 5 4

0.
2

 
 


x x

m
x

 

52. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) 
2 3 6

1

 



x x

y
x

 ;   b) 
22 1

1

 



x x

y
x

 ; 

c) 
22 3 3

2

 



x x

y
x

 ;   d) 
1

.2
1

y x
x

   


 

LuyÖn tËp 

53. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè  
1

.
2

x
y

x





 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè ®· cho t¹i giao ®iÓm A cña 

®å thÞ víi trôc tung. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè ®· cho, biÕt r»ng tiÕp tuyÕn 

®ã song song víi tiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm A. 

54. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (H ) cña hµm sè 
1

.1
1

y
x

 


 

b) Tõ ®å thÞ (H ) suy ra c¸ch vÏ ®å thÞ cña hµm sè 
1

.1
1

y
x

  


 

55. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 
2

.
1

y x
x

 


  

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè ®· cho biÕt r»ng tiÕp tuyÕn 

®ã ®i qua ®iÓm (3 ; 3). 

56. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ  (C ) cña hµm sè 
2

.
1

x
y

x



 

b) Tõ ®å thÞ  (C ) suy ra c¸ch vÏ ®å thÞ cña hµm sè 
2

.
1

x
y

x



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 

mét sè bμi to¸n th−êng gÆp 
vÒ ®å thÞ 

1.  Giao ®iÓm cña hai ®å thÞ 

C¸c ®å thÞ cña hai hµm sè ( )y f x  vµ ( )y g x  c¾t nhau t¹i ®iÓm 

0 0( ; )M x y  khi vµ chØ khi 0 0( )y f x  vµ 0 0( )y g x , tøc lµ 0 0( ; )x y  lµ mét 

nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh 

    
( )

( ).


 

y f x

y g x
 

Nh− vËy hoµnh ®é giao ®iÓm cña hai ®å thÞ trªn lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

    ( ) ( ).f x g x  

Sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh trªn b»ng sè giao ®iÓm cña hai ®å thÞ. 

VÝ dô 1. Víi c¸c gi¸ trÞ nµo cña m, ®−êng th¼ng y = m c¾t ®−êng cong 
4 22 3  y x x  t¹i bèn ®iÓm ph©n biÖt ? 

Gi¶i 

Hoµnh ®é giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng vµ ®−êng cong ®· cho lµ nghiÖm cña 

ph−¬ng tr×nh  4 22 3  x x m , tøc lµ 

                            4 22 3 0.   x x m                             (1) 

§Æt 2 ,X x  0,X  ta ®−îc 

   2 2 3 0.   X X m        (2) 

§−êng th¼ng c¾t ®−êng cong ®· cho t¹i bèn ®iÓm ph©n biÖt khi vµ chØ khi 

ph−¬ng tr×nh (1) cã bèn nghiÖm ph©n biÖt. §iÒu nµy x¶y ra khi vµ chØ khi 

ph−¬ng tr×nh (2) cã hai nghiÖm d−¬ng 1 2,X X  ph©n biÖt, tøc lµ 

  1 2

1 2

' 0

0

0

 
 
  

X X

X X

  

4 0

3 0

2 0

 
  
 

m

m   4 3.m        

88§
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NhËn xÐt 

Cã thÓ gi¶i bµi to¸n trªn b»ng ®å thÞ nh− sau : 

§å thÞ cña hµm sè 4 22 3  y x x  ®−îc cho trong h×nh 1.15. 

§å thÞ cña hµm sè y = m lµ mét ®−êng th¼ng song song hoÆc trïng víi trôc 

hoµnh. Dùa vµo ®å thÞ cña hai hµm sè ®· cho, ta thÊy ngay r»ng ®−êng th¼ng vµ 

®−êng cong ®· cho c¾t nhau t¹i bèn ®iÓm ph©n biÖt khi vµ chØ khi 4 3.m     

H1  Chøng minh r»ng víi mäi gi¸ trÞ cña m, ®−êng th¼ng y = x  m c¾t ®−êng cong 

2 2

1

x x
y

x

 



 t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt. 

2.  Sù tiÕp xóc cña hai ®−êng cong 

®Þnh nghÜa 
Gi¶ sö hai hµm sè f vµ g cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm 0.x  Ta nãi r»ng hai 

®−êng cong ( )y f x  vµ ( )y g x  tiÕp xóc víi nhau t¹i ®iÓm 

0 0( ; )M x y  nÕu M lµ mét ®iÓm chung cña chóng vµ hai ®−êng 

cong cã tiÕp tuyÕn chung t¹i ®iÓm M. §iÓm M ®−îc gäi lµ 

tiÕp ®iÓm cña hai ®−êng cong ®· cho. 

HiÓn nhiªn c¸c ®å thÞ cña hai 

hµm sè ®· cho tiÕp xóc víi 

nhau t¹i ®iÓm 0 0( ; )M x y  

(h.1.20) khi vµ chØ khi 

0 0( ),y f x  0 0( )y g x  

vµ 0 0'( ) '( ).f x g x   

Tõ ®ã dÔ dµng suy ra r»ng      

Hai ®−êng cong ( )y f x  vµ ( )y g x  tiÕp xóc víi nhau khi vµ 

chØ khi hÖ ph−¬ng tr×nh 

     
( ) ( )

'( ) '( )


 

f x g x

f x g x
 

cã nghiÖm vµ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh trªn lµ hoµnh ®é tiÕp 

®iÓm cña hai ®−êng cong ®ã. 

H×nh 1.20 



 53 

VÝ dô 2. Chøng minh r»ng hai ®−êng cong 

   3 5
2

4
  y x x  vµ 2 2  y x x  

tiÕp xóc víi nhau t¹i mét ®iÓm nµo ®ã. 

X¸c ®Þnh tiÕp ®iÓm vµ viÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn chung cña hai ®−êng cong 

®· cho t¹i ®iÓm ®ã. 

Gi¶i 

Hoµnh ®é tiÕp ®iÓm cña hai ®−êng cong ®· cho lµ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh 

  (I) 

3 2

3 2

5
2 2

4

'5
2 ( 2) '.

4

     

        

x x x x

x x x x

 

Ta cã 

    (I)  

3 2

2

0
14 .
25

3 2 1
4

   
 

   


x
x x

x

x x

 

VËy hai ®−êng cong ®· cho tiÕp xóc víi nhau t¹i ®iÓm 
1 5

; .
2 4

  
 

M  

HÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn chung t¹i ®iÓm M cña hai ®−êng cong ®· cho lµ 

1
' 2.

2

   
 

y  Ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn chung cña hai ®−êng cong t¹i ®iÓm M lµ 

1 5
2 ,

2 4

    
 

y x  hay 
9 .2
4

 y x  

H2  Chøng minh r»ng ®−êng cong 
3

y x x   tiÕp xóc víi parabol 
2 1y x   t¹i 

mét ®iÓm nμo ®ã. 

X¸c ®Þnh tiÕp ®iÓm vμ viÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn chung cña hai ®−êng cong t¹i 

®iÓm ®ã. 

VÝ dô 3. Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng  y px q  lµ tiÕp tuyÕn cña parabol 

2  y ax bx c  khi vµ chØ khi ph−¬ng tr×nh 

   2    ax bx c px q  
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hay   

                     2 ( ) 0    ax b p x c q                                                      (3) 

cã nghiÖm kÐp, tøc lµ 

   2( ) 4 ( ) 0.     b p a c q  

Chøng minh 

Ta ®· biÕt : §−êng th¼ng vµ parabol ®· cho tiÕp xóc víi nhau khi vµ chØ khi hÖ 

ph−¬ng tr×nh 

  

2

2( ) ' ( ) '

    


   

ax bx c px q

ax bx c px q
 

hay 

             
2 ( ) 0

2 (4)

ax b p x c q

ax b p

     


 
 

      

cã nghiÖm. 

NÕu ®−êng th¼ng tiÕp xóc víi parabol th× hÖ ph−¬ng tr×nh trªn cã nghiÖm. Gi¶ 

sö 0x x  lµ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh trªn. Khi ®ã, v× 0a nªn tõ (4) ta 

cã 0
.

2




p b
x

a
 Thay vµo (3), ta ®−îc 

  
2

2

( ) ( )
( ) 0.

24

 
    

p b p b
a b p c q

aa
 

Tõ ®ã suy ra 

  2( ) 4 ( ) 0.   b p a c q  

VËy ph−¬ng tr×nh (3) cã nghiÖm kÐp. 

§¶o l¹i, nÕu ph−¬ng tr×nh (3) cã nghiÖm kÐp 0x  th× 0
.

2




p b
x

a
 HiÓn nhiªn 

0x x  còng lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (4). VËy hÖ ph−¬ng tr×nh trªn cã 

nghiÖm. Do ®ã ®−êng th¼ng lµ tiÕp tuyÕn cña parabol. 
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Chó ý 

Cã thÓ ¸p dông ®iÒu kh¼ng ®Þnh trong vÝ dô 3 ®Ó xÐt sù tiÕp xóc cña 

®−êng th¼ng vµ parabol. 

VÝ dô 4. ViÕt ph−¬ng tr×nh cña ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm A(1 ; 2) vµ tiÕp xóc 

víi parabol 2 2 . y x x  

Gi¶i 

Ph−¬ng tr×nh cña ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm A(1 ; 2) vµ cã hÖ sè gãc m lµ 

( 1) 2.  y m x  

Hoµnh ®é giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng vµ parabol ®· cho lµ nghiÖm cña 

ph−¬ng tr×nh 2 2 ( 1) 2,x x m x     tøc lµ  

        2 ( 2) 2 0.    x m x m                    (5) 

§−êng th¼ng tiÕp xóc víi parabol khi vµ chØ khi ph−¬ng tr×nh (5) cã nghiÖm 

kÐp, tøc lµ 

 = 2( 2) 4( 2) 0   m m  

  ( 2)( 2) 0  m m   2m  hoÆc m = 2.  

VËy cã hai tiÕp tuyÕn cña parabol ®· cho ®i qua ®iÓm A. §ã lµ hai 

®−êng th¼ng 

  2( 1) 2  y x   hay  2 4 y x  

vµ  2( 1) 2y x      hay  2 .y x   

C©u hái vμ bμi tËp 

57. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ  (C ) cña hµm sè 

   3 2( ) 2 3 1.  f x x x  

b) T×m c¸c giao ®iÓm cña ®−êng cong (C ) vµ parabol 

  (P) : 2( ) 2 1.g x x     
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c) ViÕt ph−¬ng tr×nh c¸c tiÕp tuyÕn cña (C) vµ (P) t¹i mçi giao ®iÓm cña chóng. 

d) X¸c ®Þnh c¸c kho¶ng trªn ®ã (C ) n»m phÝa trªn hoÆc phÝa d−íi (P). 

58. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

    
2 1.

1





x

y
x

 

b) Víi c¸c gi¸ trÞ nµo cña m, ®−êng th¼ng md  ®i qua ®iÓm A(2 ; 2) vµ cã hÖ 

sè gãc m c¾t ®å thÞ cña hµm sè ®· cho 

 T¹i hai ®iÓm ph©n biÖt ? 

 T¹i hai ®iÓm thuéc hai nh¸nh cña ®å thÞ ? 

59. Chøng minh r»ng c¸c ®å thÞ cña ba hµm sè 

 2( ) 3 6,f x x x     3 2( ) 4  g x x x  vµ 2( ) 7 8  h x x x  

tiÕp xóc víi nhau t¹i ®iÓm A(1 ; 2) (tøc lµ chóng cã cïng tiÕp tuyÕn t¹i A). 

60. Chøng minh r»ng c¸c ®å thÞ cña hai hµm sè 
2 3

( )
2 2

x
f x x   vµ 

3
( )

2



x

g x
x

 

tiÕp xóc víi nhau. X¸c ®Þnh tiÕp ®iÓm cña hai ®−êng cong trªn vµ viÕt ph−¬ng 

tr×nh tiÕp tuyÕn chung cña chóng t¹i ®iÓm ®ã. 

61. Mét viªn ®¹n ®−îc b¾n ra 

víi vËn tèc ban ®Çu 

0 0v  tõ mét nßng sóng 

®Æt ë gèc to¹ ®é O, 

nghiªng mét gãc  víi 

mÆt ®Êt (nßng sóng n»m 

trong mÆt ph¼ng th¼ng 

®øng Oxy vµ t¹o víi trôc 

hoµnh Ox gãc ) (h.1.21). 

BiÕt quü ®¹o chuyÓn ®éng 

cña viªn ®¹n lµ parabol. 

  ( )  : 2 2

2
0

(1 tan ) tan
2

g
y x x

v
        

(g lµ gia tèc träng tr−êng). 

H×nh 1.21 
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Chøng minh r»ng víi mäi 0 ;
2

    
 

, ( )  lu«n tiÕp xóc víi parabol ( )  

cã ph−¬ng tr×nh lµ 

   
2

2 0
2
0

22
  

vg
y x

gv
  

vµ t×m to¹ ®é tiÕp ®iÓm ( ( )  ®−îc gäi lµ parabol an toµn). 

LuyÖn tËp 

62. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

   
1.
1





x

y
x

 

b) Chøng minh r»ng giao ®iÓm I cña hai ®−êng tiÖm cËn cña ®−êng cong ®· 

cho lµ t©m ®èi xøng cña nã. 

63. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (H ) cña hµm sè 

   
2 .

2 1





x

y
x

   

b) Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng 1  y mx m  lu«n ®i qua mét ®iÓm cè 

®Þnh cña ®−êng cong (H ) khi m biÕn thiªn. 

c) T×m c¸c gi¸ trÞ cña m sao cho ®−êng th¼ng ®· cho c¾t ®−êng cong (H ) t¹i 

hai ®iÓm thuéc cïng mét nh¸nh cña (H ). 

64. Cho hµm sè 
2

.
1





ax bx

y
x

 

a) T×m a vµ b biÕt r»ng ®å thÞ (C ) cña hµm sè ®· cho ®i qua ®iÓm 
5

1 ;
2

  
 

A  

vµ tiÕp tuyÕn cña (C ) t¹i ®iÓm O(0 ; 0) cã hÖ sè gãc b»ng 3. 

b) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè víi c¸c gi¸ trÞ cña a vµ b 

®· t×m ®−îc. 
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65. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

    
22 1.

1

 



x x

y
x

 

b) Víi c¸c gi¸ trÞ nµo cña m ®−êng th¼ng  y m x  c¾t ®å thÞ cña hµm sè 

®· cho t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt ? 

c) Gäi A vµ B lµ hai giao ®iÓm ®ã. T×m tËp hîp c¸c trung ®iÓm M cña ®o¹n 

th¼ng AB khi m biÕn thiªn. 

66. T×m c¸c hÖ sè a vµ b sao cho parabol 22  y x ax b  tiÕp xóc víi hypebol 

1
y

x
 t¹i ®iÓm 

1
; 2 .

2

  
 

M  

67. Mét t¹p chÝ ®−îc b¸n víi gi¸ 20 ngh×n ®ång mét cuèn. Chi phÝ cho xuÊt b¶n 

x cuèn t¹p chÝ (bao gåm : l−¬ng c¸n bé, c«ng nh©n viªn, giÊy in, ...) ®−îc 

cho bëi 

   2( ) 0,0001 0,2 10000,  C x x x  

C(x) ®−îc tÝnh theo ®¬n vÞ lµ v¹n ®ång. Chi phÝ ph¸t hµnh cho mçi cuèn lµ 

4 ngh×n ®ång. 

1o. a) TÝnh tæng chi phÝ  T(x) (xuÊt b¶n vµ ph¸t hµnh) cho x  cuèn t¹p chÝ. 

b) TØ sè 
( )

( ) 
T x

M x
x

 ®−îc gäi lµ chi phÝ trung b×nh cho mét cuèn t¹p chÝ khi 

xuÊt b¶n x cuèn. TÝnh ( )M x  theo x vµ t×m sè l−îng t¹p chÝ cÇn xuÊt b¶n sao 

cho chi phÝ trung b×nh lµ thÊp nhÊt. 

2o. C¸c kho¶n thu bao gåm tiÒn b¸n t¹p chÝ vµ 90 triÖu ®ång nhËn ®−îc tõ 

qu¶ng c¸o vµ sù trî gióp cho b¸o chÝ. Gi¶ sö sè cuèn in ra ®Òu ®−îc b¸n hÕt. 

a) Chøng minh r»ng sè tiÒn l·i khi in x  cuèn t¹p chÝ lµ 

   2( ) 0,0001 1,8 1000.   L x x x  

b) Hái in bao nhiªu cuèn th× cã l·i ? 

c) In bao nhiªu cuèn th× l·i nhiÒu nhÊt ? TÝnh sè tiÒn l·i ®ã. 
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TÝnh låi, lâm vµ ®iÓm uèn cña ®−êng cong 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 1.22 

§−êng cong (C ) trªn h×nh 1. 22 gåm ba cung AB , BC  vµ CD  . Ta thÊy tiÕp tuyÕn 

cña ®−êng cong t¹i mçi ®iÓm M cña cung AB  ®Òu n»m phÝa trªn cña cung ; ng−êi ta 

gäi AB  lµ mét cung låi. Tr¸i l¹i, tiÕp tuyÕn t¹i mçi ®iÓm cña cung BC  n»m phÝa d−íi 

cña cung ; BC  ®−îc gäi lµ mét cung lâm. §iÓm B lµ ®iÓm ph©n chia hai cung låi vµ 

cung lâm cña ®−êng cong ; ng−êi ta gäi nã lµ mét ®iÓm uèn cña ®−êng cong (C ). 

T−¬ng tù, C còng lµ mét ®iÓm uèn v× nã ph©n chia cung lâm BC  vµ cung låi CD . 
Ta còng thÊy tiÕp tuyÕn cña ®−êng cong t¹i ®iÓm uèn xuyªn qua ®−êng cong.  

Sau ®©y ta sÏ giíi thiÖu c¸c kh¸i niÖm ®· nªu mét c¸ch chÝnh x¸c. 

1. TÝnh låi, lâm cña ®å thÞ 

§Þnh nghÜa. Gi¶ sö hµm sè f cã ®¹o hµm trªn kho¶ng I. Ta nãi r»ng 

a) §å thÞ (C ) cña hµm sè  y = f(x) låi trªn kho¶ng I nÕu tiÕp tuyÕn cña (C ) t¹i mçi 

®iÓm cña nã ®Òu n»m phÝa trªn ®å thÞ. 

b) §å thÞ (C ) cña hµm sè  y = f(x) lâm trªn kho¶ng I nÕu tiÕp tuyÕn cña (C ) t¹i mçi 

®iÓm cña nã ®Òu n»m phÝa d−íi ®å thÞ. 

Ta thõa nhËn ®Þnh lÝ sau ®©y. 
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§Þnh lÝ. Gi¶ sö hµm sè f cã ®¹o hµm cÊp hai trªn kho¶ng I. Khi ®ã 

a) NÕu ''( ) 0f x   víi mäi x I  th× ®å thÞ (C ) cña hµm sè y = f(x) låi trªn I. 

b) NÕu ''( ) 0f x   víi mäi x I  th× ®å thÞ (C ) cña hµm sè y = f(x) lâm trªn I. 

VÝ dô 1. XÐt tÝnh låi, lâm cña hai parabol  f(x) = x
2 vµ g(x) = x

2. 

Gi¶i. Ta cã  '( ) 2f x x  vµ  ''( ) 2f x  . 

V× ''( ) 0f x   víi mäi x  nªn parabol  f(x) = x
2 lâm trªn  . 

Tr¸i l¹i, v×  ''( ) 2 0g x     víi mäi x   nªn parabol g(x) =  x2 låi trªn  . 

Cã thÓ thÊy ngay ®iÒu kh¼ng ®Þnh trªn tõ ®Þnh nghÜa. TiÕp tuyÕn cña parabol f(x) = x2 

t¹i mçi ®iÓm cña nã ®Òu n»m phÝa d−íi ®å thÞ vµ tiÕp tuyÕn cña parabol g(x) =  x2 
t¹i mçi ®iÓm cña nã ®Òu n»m phÝa trªn ®å thÞ. 

Chó ý. §iÒu kiÖn nªu trong ®Þnh lÝ trªn chØ lµ ®iÒu kiÖn ®ñ chø kh«ng ph¶i lµ ®iÒu kiÖn 

cÇn cña tÝnh låi, lâm cña ®å thÞ. Ch¼ng h¹n, ®−êng cong  f(x) = x
4 lµ lâm trªn   v× 

tiÕp tuyÕn cña ®−êng cong t¹i mçi ®iÓm cña nã ®Òu n»m phÝa d−íi ®−êng cong. Tuy 

nhiªn, ta cã 2''( ) 12 0f x x   víi mäi x   vµ ''( ) 0f x   t¹i x = 0. 

2.  §iÓm uèn cña ®å thÞ 

§Þnh nghÜa. Gi¶ sö hµm sè f cã ®¹o hµm trªn kho¶ng (a ; b) chøa ®iÓm x0. NÕu ®å 

thÞ (C ) cña hµm sè  y = f (x) låi trªn mét trong hai kho¶ng (a ; x0), (x0 ; b) vµ lâm trªn 

kho¶ng cßn l¹i th× U(x0 ; f (x0)) ®−îc gäi lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ (C )  (h.1. 23). 

                                                             

    

 

 

 

 

 

H×nh 1.23 

Nãi mét c¸ch kh¸c, ®iÓm uèn cña ®å thÞ lµ ®iÓm ph©n chia hai phÇn låi vµ lâm cña 
®å thÞ. 

TiÕp tuyÕn cña ®å thÞ t¹i ®iÓm uèn lu«n xuyªn qua ®å thÞ. 

Tõ ®Þnh lÝ vÒ tÝnh låi, lâm cña ®å thÞ, dÔ dµng suy ra 
§Þnh lÝ. Gi¶ sö hµm sè f cã ®¹o hµm cÊp hai trªn kho¶ng I chøa ®iÓm x0. NÕu  

0''( ) 0f x   vµ ''( )f x  ®æi dÊu khi x qua ®iÓm x0 th× 0 0( ; ( ))U x f x  lµ mét ®iÓm uèn 

cña ®å thÞ hµm sè y = f(x). 
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VÝ dô 2. T×m c¸c kho¶ng låi, lâm vµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ hµm sè  

   3 21 4
3

3 3
y x x x     . 

Gi¶i. Ta cã  2' 2 3y x x     vµ " 2 2.y x    

B¶ng xÐt dÊu cña ''y : 

x                             1                             

y"                    +             0                

y                                   5 

V×  '' 0y   trªn kho¶ng ( ; 1)  nªn ®å thÞ (C) cña hµm sè lâm trªn kho¶ng ( ; 1) .  

V×  '' 0y   trªn kho¶ng (1; )  nªn ®å thÞ (C ) låi trªn kho¶ng (1; ) . 

U(1 ; 5) lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ (C ). 

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp ch−¬ng I 

68. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau : 

a) tan ,x x  víi mäi 0 ;
2

 
  
 

x  ; 

b) 
3

tan
3

 
x

x x  víi mäi 0 ; .
2

 
  
 

x  

H−íng dÉn. a) Chøng minh r»ng hµm sè ( ) tan f x x x  ®ång biÕn trªn nöa 

kho¶ng 0 ; .
2

 
 

 

69. XÐt chiÒu biÕn thiªn vµ t×m cùc trÞ (nÕu cã) cña c¸c hµm sè sau : 

a) 3 1 y x  ;    b) 24 y x x  ; 

c)  y x x  ;    d) . y x x  

70. Ng−êi ta ®Þnh lµm mét c¸i hép h×nh trô b»ng t«n cã thÓ tÝch V cho tr−íc. T×m 

b¸n kÝnh ®¸y r vµ chiÒu cao h cña h×nh trô sao cho tèn Ýt nguyªn liÖu nhÊt. 
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71. Chu vi cña mét tam gi¸c lµ 16cm, ®é dµi mét c¹nh tam gi¸c lµ 6cm. T×m ®é 

dµi hai c¹nh cßn l¹i cña tam gi¸c sao cho tam gi¸c cã diÖn tÝch lín nhÊt. 

H−íng dÉn. Cã thÓ ¸p dông c«ng thøc Hª-r«ng (HÐron) ®Ó tÝnh diÖn tÝch 

tam gi¸c : 

NÕu tam gi¸c ABC cã ®é dµi c¸c c¹nh lµ a, b, c th× diÖn tÝch cña nã lµ 

 ( )( )( ),   S p p a p b p c  p lµ nöa chu vi tam gi¸c. 

72. Cho hµm sè 

   3 21 17 .( ) 2
3 3

  f x x x  

a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè ®· cho. 

b) Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh ( ) 0f x  cã ba nghiÖm ph©n biÖt. 

73. Cho hµm sè 

   3( ) .  f x x px q  

a) T×m ®iÒu kiÖn ®èi víi  p vµ q ®Ó hµm sè f  cã mét cùc ®¹i vµ mét cùc tiÓu. 

b) Chøng minh r»ng nÕu gi¸ trÞ cùc ®¹i vµ gi¸ trÞ cùc tiÓu tr¸i dÊu th× ph−¬ng tr×nh 

   3 0  x px q         (1) 

cã ba nghiÖm ph©n biÖt. 

c) Chøng minh r»ng ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ph−¬ng tr×nh (1) cã ba nghiÖm 

ph©n biÖt lµ 

   3 24 27 0. p q  

74. Cho hµm sè 

   3( ) 3 1.f x x x    

a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ t¹i ®iÓm uèn U cña nã. 

c) Gäi ( )md  lµ ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm U vµ cã hÖ sè gãc m. T×m c¸c gi¸ trÞ 

cña m sao cho ®−êng th¼ng ( )md  c¾t ®å thÞ cña hµm sè ®· cho t¹i ba ®iÓm 

ph©n biÖt. 

75. Cho hµm sè 

   4 2( 1) .   y x m x m  
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a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè víi 2.m  

b) T×m c¸c gi¸ trÞ cña m sao cho ®å thÞ cña hµm sè c¾t trôc hoµnh t¹i bèn 

®iÓm, t¹o thµnh ba ®o¹n th¼ng cã ®é dµi b»ng nhau. 

76. Cho hµm sè 4 2( ) . f x x x  

a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè ®· cho. 

b) Tõ ®å thÞ cña hµm sè ( )y f x  suy ra c¸ch vÏ ®å thÞ cña hµm sè ( ) .y f x  

77. Cho hµm sè 

   
4

2( 1)

x m
y

mx





  

cã ®å thÞ lµ ( ).mH  

a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè víi 1.m  

b) Chøng minh r»ng víi mäi 
1

,
2

 m  c¸c ®−êng cong ( )mH  ®Òu ®i qua hai 

®iÓm cè ®Þnh A vµ B. 

c) Chøng minh r»ng tÝch c¸c hÖ sè gãc cña c¸c tiÕp tuyÕn víi ( )mH  t¹i hai 

®iÓm A vµ B lµ mét h»ng sè khi m biÕn thiªn. 

78. a) VÏ ®å thÞ (P) cña hµm sè 2 1  y x x  vµ ®å thÞ (H ) cña hµm sè 

1
.

1



y

x
 

b) T×m giao ®iÓm cña hai ®−êng cong (P) vµ (H ). Chøng minh r»ng hai 

®−êng cong ®ã cã tiÕp tuyÕn chung t¹i giao ®iÓm cña chóng. 

c) X¸c ®Þnh c¸c kho¶ng trªn ®ã (P) n»m phÝa trªn hoÆc phÝa d−íi (H ). 

79. Cho hµm sè 

  
1

.( )  y f x x
x

 

a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C ) cña hµm sè. 
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b) TiÕp tuyÕn cña ®−êng cong (C ) t¹i ®iÓm 0 0( ; ( ))M x f x  c¾t tiÖm cËn ®øng 

vµ tiÖm cËn xiªn t¹i hai ®iÓm A vµ B. Chøng minh r»ng M lµ trung ®iÓm cña 

®o¹n th¼ng AB vµ tam gi¸c OAB cã diÖn tÝch kh«ng phô thuéc vµo vÞ trÝ cña 

®iÓm M trªn ®−êng cong (C ). 

Bμi tËp tr¾c nghiÖm kh¸ch quan 

Trong mçi bµi tËp d−íi ®©y, h·y chän mét ph−¬ng ¸n trong c¸c ph−¬ng ¸n  ®· 

cho ®Ó ®−îc kh¼ng ®Þnh ®óng. 

80. Hµm sè 
3 2 3

( ) 6
3 2 4

   
x x

f x x  

(A) §ång biÕn trªn kho¶ng (–2 ; 3) ; 

(B) NghÞch biÕn trªn kho¶ng (–2 ; 3) ; 

(C) NghÞch biÕn trªn kho¶ng ( ; 2) ; 

(D) §ång biÕn trªn kho¶ng (2 ; +). 

81. Hµm sè 5 4 3( ) 6 15 10 22   f x x x x  

(A) NghÞch biÕn trªn   ; 

(B) §ång biÕn trªn kho¶ng ( ; 0)  vµ nghÞch biÕn trªn kho¶ng (0 ; )  ; 

(C) §ång biÕn trªn   ; 

(D) NghÞch biÕn trªn kho¶ng (0 ; 1). 

82. Hµm sè sin y x x  

(A) §ång biÕn trªn   ; 

(B) §ång biÕn trªn kho¶ng ( ; 0) ; 

(C) NghÞch biÕn trªn kho¶ng ( ; 0) vµ ®ång biÕn trªn kho¶ng (0 ; +) ; 

(D) NghÞch biÕn trªn .  

83. Hµm sè 3 2( ) 3 9 11   f x x x x  

(A) NhËn ®iÓm x = –1 lµm ®iÓm cùc tiÓu ; 

(B) NhËn ®iÓm x = 3 lµm ®iÓm cùc ®¹i ; 

(C) NhËn ®iÓm x = 1 lµm ®iÓm cùc ®¹i ; 

(D) NhËn ®iÓm x = 3  lµm ®iÓm cùc tiÓu. 



 65 

84. Hµm sè 4 34 5  y x x  

(A) NhËn ®iÓm x = 3  lµm ®iÓm cùc tiÓu ; 

(B) NhËn ®iÓm x = 0  lµm ®iÓm cùc ®¹i ; 

(C) NhËn ®iÓm x = 3  lµm ®iÓm cùc ®¹i ; 

(D) NhËn ®iÓm x = 0  lµm ®iÓm cùc tiÓu. 

85. Sè ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè 4 22 3  y x x   lµ 

(A) 0 ;  (B) 1 ;  (C) 3 ;   (D) 2. 

86. Sè ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè 
2 3 6

1

 



x x

y
x

 lµ 

(A) 0 ;  (B) 2 ;  (C) 1 ;   (D) 3. 

87. Hµm sè  f  cã ®¹o hµm  lµ 2 2'( ) ( 1) (2 1)  f x x x x . 

Sè ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè lµ 

(A) 1 ;  (B) 2 ;  (C) 0 ;   (D) 3. 

88. Hµm sè sin 2 3  y x x  

(A) NhËn ®iÓm 
6


 x  lµm ®iÓm cùc tiÓu ; 

(B) NhËn ®iÓm 
2


x  lµm ®iÓm cùc ®¹i ; 

(C) NhËn ®iÓm 
6


 x  lµm ®iÓm cùc ®¹i ; 

(D) NhËn ®iÓm 
2


 x  lµm ®iÓm cùc tiÓu. 

89. Gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè 3 1  y x  lµ 

(A) –3 ;  (B) 1 ;  (C) –1 ;   (D) 0. 

90. Gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè 3sin 2 4cos y x x  lµ 

(A) 3 ;  (B) –5 ;  (C) –4 ;   (D) –3. 

91. Gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè 3 2( ) 2 3 12 2   f x x x x  trªn ®o¹n [–1 ; 2] lµ 

(A) 6 ;  (B) 10 ;  (C) 15 ;   (D) 11. 
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92. Gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè 2( ) 2 3   f x x x   lµ 

(A) 2 ;  (B) 2  ;  (C) 0 ;   (D) 3. 

93. Gäi (C ) lµ ®å thÞ cña hµm sè  
22 3 4

2 1

 



x x

y
x

. 

(A) §−êng th¼ng x = –1 lµ tiÖm cËn ®øng cña (C ). 

(B) §−êng th¼ng y = 2x – 1 lµ tiÖm cËn xiªn cña (C ). 

(C) §−êng th¼ng y = x + 1 lµ tiÖm cËn xiªn cña (C ). 

(D) §−êng th¼ng y = x – 2  lµ tiÖm cËn xiªn cña (C ). 

94. Gäi (C ) lµ ®å thÞ cña hµm sè 
2

2

3
.

3 5 2

x
y

x x




 
 

(A) §−êng th¼ng x = 1 lµ tiÖm cËn ®øng cña (C ). 

(B) §−êng th¼ng 
1

2
 x   lµ tiÖm cËn ®øng cña (C ). 

(C) §−êng th¼ng y = 1 lµ tiÖm cËn ngang cña (C ). 

(D) §−êng th¼ng y = –x + 1  lµ tiÖm cËn xiªn cña (C ). 

95. Gäi (C ) lµ ®å thÞ cña hµm sè 
2

2

2
.

5 2 3

x x
y

x x

 

  

 

(A) §−êng th¼ng x = 2 lµ tiÖm cËn ®øng cña (C ). 

(B) §−êng th¼ng y = x  – 1 lµ tiÖm cËn xiªn cña (C ). 

(C) §−êng th¼ng 
1

5
 y  lµ tiÖm cËn ngang cña (C ). 

(D) §−êng th¼ng 
1

2
 y  lµ tiÖm cËn ngang cña (C ). 

96. §å thÞ cña hµm sè 
1

1
 


y x

x
 

(A) C¾t ®−êng th¼ng y = 1 t¹i hai ®iÓm ; 

(B) C¾t ®−êng th¼ng y = 4  t¹i hai ®iÓm ; 
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(C) TiÕp xóc víi ®−êng th¼ng y = 0 ; 

(D) Kh«ng c¾t ®−êng th¼ng y = –2. 

97. XÐt ph−¬ng tr×nh  3 23 x x m . 

(A) Víi  m = 5, ph−¬ng tr×nh ®· cho cã ba nghiÖm. 

(B) Víi  m = –1, ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm. 

(C) Víi  m = 4, ph−¬ng tr×nh cã ba nghiÖm ph©n biÖt. 

(D) Víi  m = 2, ph−¬ng tr×nh cã ba nghiÖm ph©n biÖt. 

98. §å thÞ hµm sè 
2

2 1





x

y
x

 

(A) NhËn ®iÓm 
1 1

;
2 2

  
 

  lµm t©m ®èi xøng ; 

(B) NhËn ®iÓm  
1

; 2
2

  
 

 lµm t©m ®èi xøng ; 

(C) Kh«ng cã t©m ®èi xøng ; 

(D) NhËn ®iÓm  
1 1

;
2 2

 
 
 

 lµm t©m ®èi xøng. 

99. Sè giao ®iÓm cña hai ®−êng cong 3 2 2 3   y x x x  vµ 2 1  y x x  lµ 

(A) 0 ;  (B) 1 ;  (C) 3 ;   (D) 2. 

100.  C¸c ®å thÞ cña hai hµm sè 
1

3 y
x

 vµ  24y x  tiÕp xóc víi nhau t¹i ®iÓm M 

cã hoµnh ®é lµ 

(A) x = –1 ; (B) x = 1 ;   (C) x = 2 ;   (D) x = 
1

.
2
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Luü thõa víi sè mò h÷u tØ 

1.  Luü thõa víi sè mò nguyªn 

Nh¾c l¹i r»ng víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, luü thõa bËc n cña sè a (cßn gäi lµ 

luü thõa cña a víi sè mò n) lµ sè na  x¸c ®Þnh bëi 

    
thõa sè

. ... 
n

n

a a a a  víi 1n , 

    1 .a a  

a ®−îc gäi lµ c¬ sè, n  ®−îc gäi lµ sè mò cña luü thõa na . 

H1  TÝnh 

3
2

3

 
 
 

, 
5( 3) , 

40 . 

§Ó cã kh¸i niÖm luü thõa víi sè mò nguyªn, ta cßn ph¶i ®Þnh nghÜa luü thõa 

víi sè mò 0 vµ sè mò nguyªn ©m. 

a) Luü thõa víi sè mò 0 vµ sè mò nguyªn ©m  

®Þnh nghÜa 1 

Víi a  0, n = 0 hoÆc n lµ mét sè nguyªn ©m, luü thõa bËc n cña 

a lµ sè a
n
 x¸c ®Þnh bëi  

  0 1a , 
1

.n

n
a

a
  

VÝ dô 1. 3

3

1 1
( 3)

27( 3)

   


 ;  02 1.   

VÝ dô 2. NÕu sö dông luü thõa víi sè mò nguyªn cña 10 ®Ó biÓu diÔn mét sè, 

ch¼ng h¹n sè 2418,93 d−íi d¹ng : 

              3 2 0 1 22418,93 2.10 4.10 1.10 8.10 9.10 3.10        

th× ta thÊy trong tæng trªn, mçi sè h¹ng cã d¹ng .10ka , sè mò k chØ râ vÞ trÝ 

cña ch÷ sè a trong biÓu diÔn thËp ph©n cña sè ®· cho. Ch¼ng h¹n, víi 1 k  

11§
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th× ch÷ sè a ë hµng phÇn m−êi, víi 0k  th× ch÷ sè a ë hµng ®¬n vÞ, víi 

1k  th× ch÷ sè a ë hµng chôc, . . . . 

Chó ý 

1) C¸c kÝ hiÖu 00 , 0n  (n nguyªn ©m) kh«ng cã nghÜa. 

2) Víi a  0 vµ n  nguyªn, ta cã 
1

.n

n
a

a
  

3) Ng−êi ta th−êng dïng c¸c luü thõa cña 10  víi sè mò nguyªn ®Ó 

biÓu thÞ nh÷ng sè rÊt lín vµ nh÷ng sè rÊt bÐ. 

Ch¼ng h¹n 

Khèi l−îng cña Tr¸i §Êt lµ 245,97.10 kg, 

Khèi l−îng nguyªn tö cña hi®r« lµ 241,66.10 g, 

Trß ch¬i Rubic (Rubik) cã h¬n 194.10  c¸ch s¾p xÕp. 

b) TÝnh chÊt cña luü thõa víi sè mò nguyªn 

Quy t¾c tÝnh 

Tõ ®Þnh nghÜa luü thõa víi sè mò nguyªn cña mét sè, ta thÊy c¸c quy t¾c tÝnh 

to¸n cho luü thõa víi sè mò tù nhiªn vÉn cßn ®óng víi sè mò nguyªn. Cô thÓ 

ta cã ®Þnh lÝ sau ®©y. 

®Þnh lÝ 1 

Víi 0, 0 a b  vµ víi c¸c sè nguyªn ,m n , ta cã 

1) .m na a  = m na  ;   2) 
m

n

a

a
 = m na  ; 

3)  nma = mna  ;                   4) ( )nab = n na b  ;  

5) 
 
 
 

n
a

b
= .

n

n

a

b
   

Ta chøng minh c«ng thøc 5). 

Víi 0,n  c«ng thøc hiÓn nhiªn ®óng. 
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Víi 0n , ta cã n lµ sè nguyªn d−¬ng. Do ®ã 

1 1
.



  



      
   

 
 

n n n

n n n n

n

a b a

b a a ba

b b

 

C¸c c«ng thøc kh¸c ®−îc chøng minh t−¬ng tù. 

H2  Chøng minh c«ng thøc 1) cña ®Þnh lÝ 1 cho tr−êng hîp 0m , 0n  vμ 

.m n  

So s¸nh c¸c luü thõa  

®Þnh lÝ 2 

Cho m, n lµ nh÷ng sè nguyªn. Khi ®ã 

 1) Víi 1a  th× m na a  khi vµ chØ khi m n  ; 

 2) Víi 0 1 a  th× m na a  khi  vµ chØ khi .m n  

Tõ ®Þnh lÝ 2, ta cã  

hÖ qu¶ 1 

Víi 0 < a < b vµ m lµ sè nguyªn th×  

 1) m ma b  khi vµ chØ khi m > 0 ; 

 2) m ma b  khi vµ chØ khi m < 0. 

Chøng minh 

V× 0 < a < b nªn 1
b

a
 vµ 0 1 

a

b
.  

Theo 1) cña ®Þnh lÝ 2, ta cã 

0
      
   

m
b b

a a
  0,m  hay 

    m ma b   0.m  

Theo 2) cña ®Þnh lÝ 2, ta cã 

0
      
   

m
a a

b b
  0,m  hay 

    m ma b   0.m        
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Tõ hÖ qu¶ 1, ta cã thÓ chøng minh ®−îc hai hÖ qu¶ sau : 

HÖ qu¶ 2 

 Víi a b , n lµ sè tù nhiªn lÎ th×  

   .n na b   

HÖ qu¶ 3 

Víi a, b lµ nh÷ng sè d−¬ng, n lµ mét sè nguyªn kh¸c 0 th× 

  n na b  khi vµ chØ khi .a b  

H3   Cã ph¶i 
2(0,99) .99 99?  vμ 

1(0,99) .99 99?   

2.  C¨n bËc n vµ luü thõa víi sè mò h÷u tØ 

Ta ®· cã kh¸i niÖm c¨n bËc hai, c¨n bËc ba cña mét sè. Sau ®©y, ta xÐt kh¸i 

niÖm c¨n bËc n cña mét sè. 

a) C¨n bËc n  

§Þnh nghÜa 2 

Víi n  nguyªn d−¬ng, c¨n bËc n cña sè thùc a lµ sè thùc b 

sao cho 

               .nb a  

Ta thõa nhËn hai kh¼ng ®Þnh sau ®©y. 

 Khi n lµ sè lÎ, mçi sè thùc a chØ cã mét c¨n bËc n. C¨n ®ã ®−îc kÝ hiÖu 

lµ n a .  

 Khi n lµ sè ch½n, mçi sè thùc d−¬ng a cã ®óng hai c¨n bËc n lµ hai sè ®èi 

nhau. C¨n cã gi¸ trÞ d−¬ng kÝ hiÖu lµ n a  (cßn gäi lµ c¨n sè häc bËc n cña a), 

c¨n cã gi¸ trÞ ©m kÝ hiÖu lµ n a . §Æc biÖt,  2 a  ®−îc kÝ hiÖu ®¬n gi¶n lµ .a  

VÝ dô :  Sè 32 chØ cã mét c¨n bËc n¨m lµ 5 32 2  ; sè 64 cã hai c¨n bËc s¸u 

lµ 6 64 2  vµ 6 64 2.    
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NhËn xÐt 

1) C¨n bËc 1  cña sè a chÝnh lµ a. 

2) C¨n bËc n cña sè 0 lµ 0. 

3) Sè ©m kh«ng cã c¨n bËc ch½n v× luü thõa bËc ch½n cña mét sè thùc bÊt k× lµ   

    sè kh«ng ©m. 

4) Víi n nguyªn d−¬ng lÎ, ta cã 

    0n a  khi a > 0 ; 

    0n a  khi a < 0. 

5) 
khi  lÎ

khi  ch½n.

n n a n
a

a n


 


 

Mét sè tÝnh chÊt cña c¨n bËc n 

Tõ c¸c tÝnh chÊt cña luü thõa víi sè mò nguyªn d−¬ng, ta cã thÓ chøng minh 

®−îc c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

Víi hai sè kh«ng ©m a, b, hai sè nguyªn d−¬ng m, n vµ hai sè 

nguyªn p, q tuú ý, ta cã 

1) n ab  = .n na b  ; 

2) n
a

b
 = 

n

n

a

b
 (b > 0) ; 

3) 
n pa  =   ( > 0)

p
n a a  ; 

4) m n a  = mn a  ; 

5) NÕu  
p q

n m
 th×   

n pa  = (  > 0).
m qa a  

§Æc biÖt n a  = .
mn ma  

C¸c tÝnh chÊt 1), 2), 3) ®· ®−îc biÕt ®Õn ®èi víi c¨n bËc hai vµ c¨n bËc ba. 

Ta chøng minh tÝnh chÊt 5). 

Gi¶ sö n pa x  vµ .m qa y  V× 0a  nªn 0, 0 x y .  

Ta cã   ,n p
x a m q

y a .  Do ®ã 

  . nq pq mp
x a y  
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MÆt kh¸c, v× 
p q

n m
 nªn .nq mp  Bëi vËy, tõ nq mpx y  vµ x > 0, y > 0, 

suy ra x y .  

Häc sinh tù chøng minh tÝnh chÊt 4).                                             

VÝ dô 3 

a) 5 58 . 4  = 5 8.4  = 5 32  = 2.  b) 4
1

5
16

 = 4
81

16
 = 

4

4

81

16
 = 

3
.

2
 

c) 3 729  = 6 729 3.    d) 
7 3128  =    

3 37 128 2 8.  

e) 21128  = 
21 72  = 3 2.  

H4  Chøng minh r»ng 

a) NÕu n lμ sè nguyªn d−¬ng lÎ vμ a < b th× n na b  ; 

b) NÕu n lμ sè nguyªn d−¬ng ch½n vμ 0 < a < b th× .n na b  

b) Luü thõa víi sè mò h÷u tØ 

§Þnh nghÜa 3  

Cho a  lµ mét sè thùc d−¬ng vµ r lµ mét sè h÷u tØ. Gi¶ sö 


m

r
n

, trong ®ã m lµ mét sè nguyªn cßn n lµ mét sè nguyªn 

d−¬ng. Khi ®ã, luü thõa cña a víi sè mò r lµ sè ra  x¸c ®Þnh bëi 

      
m

nr mna a a . 

NhËn xÐt. Tõ tÝnh chÊt 5) cña c¨n bËc n, ta suy ra r»ng sè 
m

r n
a a  lµ x¸c 

®Þnh,  kh«ng phô thuéc vµo ph©n sè 
m

n
 biÓu diÔn sè h÷u tØ r , tøc lµ nÕu 

'

'
 

m m
r

n n
 th× 

'

'
m m

n n
a a .  Do ®ã trong biÓu thøc r

a  víi r lµ mét sè h÷u tØ, 

ta th−êng viÕt r d−íi d¹ng ph©n sè tèi gi¶n cã mÉu d−¬ng. 
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VÝ dô 4 

a) 

2
3

8  =  
3 28 = 3 64  = 4  ;   b) 

1
3

27


= 
3 127 = 3

1

27
 = 

1
.

3
 

c) 

1

 nna a  (a d−¬ng, n nguyªn d−¬ng). 

Cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng luü thõa víi sè mò h÷u tØ (cña sè thùc d−¬ng) 

cã ®Çy ®ñ c¸c tÝnh chÊt nh− luü thõa víi sè mò nguyªn ®· nªu ë trªn. 

VÝ dô 5. Cho a, b lµ nh÷ng sè thùc d−¬ng. Ta cã 

  

4 4 1 1

3 3 3 3

1 13 3

3 3

( )
.

 
 




a b ab ab a b
ab

a b
a b

 

C©u hái vμ bμi tËp 

1. Trong c¸c kh¼ng ®Þnh sau, kh¼ng ®Þnh nµo ®óng, kh¼ng ®Þnh nµo sai ? 

a) Víi sè thùc a vµ c¸c sè nguyªn m, n, ta cã 

   .. m n m n
a a a  ; : .

m
m n

n

a
a

a
 

b) Víi hai sè thùc ,a b  cïng kh¸c 0 vµ sè nguyªn n, ta cã 

   ( ) n n n
ab a b  ; .

   
 

n n

n

a a

b b
 

c) Víi hai sè thùc ,a b  tho¶ m·n 0  a b  vµ sè nguyªn n , ta cã 

    .n n
a b  

d) Víi sè thùc a  kh¸c 0  vµ hai sè nguyªn m, n, ta cã 

     NÕu m n  th× .m n
a a  

2. XÐt kh¼ng ®Þnh : 

"Víi sè thùc a vµ hai sè h÷u tØ r, s, ta cã ( ) r s rs
a a ". 
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Víi ®iÒu kiÖn nµo trong c¸c ®iÒu kiÖn sau th× kh¼ng ®Þnh trªn ®óng ? 

(A) a bÊt k× ; (B) 0a  ;  (C) 0a  ;  (D) 1a . 

3. ViÕt c¸c sè sau d−íi d¹ng sè nguyªn hay ph©n sè tèi gi¶n : 

   17 .14  ;     
2

4

3
 ;    

2
4

5


 
 
 

 ;   
2

2

( 18) .5
.

15 .3


 

4. Thùc hiÖn phÐp tÝnh 

 a) 

1 3

3 50,75 1 1
81 ;

125 32

 
        

   
 

 b) 

1 2 1
12 0 23 3 30,001 ( 2) .64 8 (9 ) ;

      

 c) 

2 0,75
0,53

1
27 25 ;

16


   
 

 

 d) 

1
1

24 0,25 31
( 0,5) 625 2 19( 3) .

4


       

 
 

5. §¬n gi¶n biÓu thøc (víi a, b lµ nh÷ng sè d−¬ng) 

a) 

4 3 2 4

3 12 6

( )a b

a b

 ;    b) 

1 7 1 5

3 3 3 3

1 4 2 1

3 3 3 3

.





 


 

a a a a

a a a a

 

6. So s¸nh c¸c sè : 

a) 2  vµ 3 3  ;   b) 33 30  vµ 3 63  ;  c) 3 7 15  vµ 310 28.  

7. Chøng minh  3 37 5 2 7 5 2 2.     



 77 

TÝnh gÇn ®óng c¨n bËc n cña mét sè 

thËp ph©n b»ng m¸y tÝnh bá tói. 

Cã thÓ dïng m¸y tÝnh bá tói ch¼ng h¹n, m¸y tÝnh CASIO fx-500 MS ®Ó t×m gi¸ trÞ gÇn 
®óng c¨n bËc n cña mét sè thËp ph©n. 

VÝ dô 1. §Ó t×m 23, 425 , ta Ên liªn tiÕp c¸c phÝm sau : 

   2 3 . 4 2 5  . 

Khi ®ã, trªn mµn h×nh hiÖn sè 4.839938016 . Lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø t−, 

ta ®−îc 

   23, 425 4,8399.  

VÝ dô 2. §Ó t×m 3 8,532 , ta Ên liªn tiÕp c¸c phÝm sau : 

   3 8 . 5 3 2 .SHIFT  

Trªn mµn h×nh hiÖn sè 2.043385382.  Lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø t−, 

ta ®−îc 

   3 8,532 2,0434.  

L−u ý : Khi Ên liªn tiÕp hai phÝm 3SHIFT  ta míi ®−îc phÝm 3 .  

VÝ dô 3. §Ó tÝnh 7 320 , ta Ên liªn tiÕp c¸c phÝm sau : 

   7 3 2 0x SHIFT . 

Trªn mµn h×nh hiÖn sè 2.279704562.  Lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø t−, ta ®−îc 

   7 320 2,2797.  

L−u ý : Khi Ên liªn tiÕp ba phÝm 7 ,xSHIFT  ta míi ®−îc phÝm 7 .  

(§Ó tÝnh 3,232 , ta Ên 3 2 3 . 2  . Trªn mµn h×nh hiÖn sè 65,536 .  

Nh− vËy 3,232 65536.)  
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LuyÖn tËp 

8. §¬n gi¶n biÓu thøc 

a) 
4

4 4 4 4

 


 
a b a ab

a b a b
 ;           b) 

3 3 3 3

 


 
a b a b

a b a b
 ;  

c) 23 3 3

3 3
: ( )

    

a b
ab a b

a b
 ;    d) 

14
4

3 1

4 2

1 . . 1.
1

a a a
a

a
a a

 





 

9. Tõ tÝnh chÊt cña luü thõa víi sè mò nguyªn d−¬ng, chøng minh 

 .n n nab a b  ( 0, 0, a b  n nguyªn d−¬ng). 

10. Chøng minh 

a) 4 2 3 4 2 3 2     ;  b) 3 39 80 9 80 3.     

11. So s¸nh c¸c sè 

a)  
5

63


 vµ 13 4
1

3
3

  ;   b) 6003 vµ 4005  ; 

c) 

5

71

2


 
 
 

 vµ 
3

142.2  ;    d) 307  vµ 404 . 

Luü thõa víi sè mò thùc 

1.  Kh¸i niÖm luü thõa víi sè mò thùc 

Ta ®· ®Þnh nghÜa luü thõa víi sè mò h÷u tØ. §Ó ®Þnh nghÜa luü thõa víi sè mò 

thùc tuú ý, ta cßn ph¶i ®Þnh nghÜa luü thõa víi sè mò v« tØ.  

Cho sè v« tØ . Ta thõa nhËn r»ng bao giê còng cã mét d·y sè h÷u tØ 

1 2, , ..., , ...nr r r  mµ lim .nr   Ch¼ng h¹n, víi 

     = 2 1,4142135 ... 

22§
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ta cã d·y 1 1r  ; 2 1,4r  ; 3 1,41r  ; 4 1,414r  ; 5 1,4142r  ; 

6 1,41421r  ; ... vµ lim 2nr . 

 Cho a lµ mét sè thùc d−¬ng vµ  lµ mét sè v« tØ. XÐt d·y sè h÷u tØ 

1 2, , ..., nr r r , ... mµ lim nr  . Khi ®ã, ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng d·y 

sè thùc 1 2, , ..., nr r r
a a a , ... cã giíi h¹n x¸c ®Þnh (kh«ng phô thuéc vµo d·y 

sè h÷u tØ (rn) ®· chän, tøc lµ nÕu cßn cã d·y h÷u tØ '( )nr  mµ 'lim nr   

th× 
'

lim lim ).n nr r
a a  Ta gäi giíi h¹n ®ã lµ luü thõa cña a víi sè mò , kÝ 

hiÖu lµ a . VËy    

                                        lim .nr

n
a a


  

VÝ dô 1 

2  lµ giíi h¹n cña d·y sè  

 1 ;  1,4 ;  1,41 ;  1,414 ;  1,4142  1,41421 ; ... 

nªn 210  lµ giíi h¹n cña d·y sè 

 110  ;  1,410  ; 1,4110  ; 1,41410  ; 1,414210  ; 1,4142110  ; ... .  

Gi¸ trÞ cña 210  b»ng  25,95455352... . 

Ghi nhí (vÒ c¬ sè cña luü thõa) 

1) Khi xÐt luü thõa víi sè mò 0 vµ sè mò nguyªn ©m th× c¬ sè 

ph¶i kh¸c 0. 

2) Khi xÐt luü thõa víi sè mò kh«ng nguyªn th× c¬ sè 

ph¶i d−¬ng. 

 Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng luü thõa víi sè mò thùc (cña mét sè d−¬ng) 

cã ®Çy ®ñ c¸c tÝnh chÊt nh− luü thõa víi sè mò nguyªn ®· nªu trong §1. 

VÝ dô 2 

a) Víi a lµ sè d−¬ng, ta cã 

    
5 1 5 1 4

47 2 3 2

( )
1.

.

 

  
 

a a

aa a
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b) §Ó so s¸nh c¸c sè 316  vµ 3 24 ,  ta ®−a vÒ so s¸nh hai luü thõa cïng c¬ sè. 

Ta cã 316  = 2 34 ,  do ®ã ta so s¸nh 2 3  vµ 3 2.  

V× 2 2(2 3) 2 .3 12,   2 2(3 2) 3 .2 18   nªn 2 3 3 2 , do ®ã 

  2 3 3 24 4 , tøc lµ 3 3 216 4 . 

H1  TÝnh 

3
1 5 3 5
1 5 2

2 .2 .




 
 
 
 
 
 

 

2.  C«ng thøc l·i kÐp  

Göi tiÒn vµo ng©n hµng, ngoµi thÓ thøc l·i ®¬n (tøc lµ tiÒn l·i cña k× tr−íc 

kh«ng ®−îc tÝnh vµo vèn cña k× kÕ tiÕp, nÕu ®Õn k× h¹n ng−êi göi kh«ng rót l·i 

ra), cßn cã thÓ thøc l·i kÐp theo ®Þnh k×. Theo thÓ thøc nµy, nÕu ®Õn k× h¹n 

ng−êi göi kh«ng rót l·i ra th× tiÒn l·i ®−îc tÝnh vµo vèn cña k× kÕ tiÕp. NÕu 

mét ng−êi göi sè tiÒn A víi l·i suÊt  r mçi k× th× dÔ thÊy sau N k× sè tiÒn ng−êi 

Êy thu ®−îc c¶ vèn lÉn l·i lµ : 

   (1 ) . (1)  NC A r  

(Cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p theo N ). 

VÝ dô 3. Theo thÓ thøc l·i kÐp, mét ng−êi göi  triÖu ®ång vµo ng©n hµng. 

a) NÕu theo k× h¹n 1 n¨m víi l·i suÊt 7,56% mét n¨m th× sau 2 n¨m ng−êi ®ã 

thu ®−îc mét sè tiÒn lµ 

210.(1 0,0756) 11,569   (triÖu ®ång). 

b) NÕu theo k× h¹n 3 th¸ng víi l·i suÊt 1,65% mét quý th× sau 2 n¨m ng−êi ®ã 

thu ®−îc mét sè tiÒn lµ 

810.(1 0,0165) 11,399   (triÖu ®ång). 

H2  Mét ng−êi ®Çu t− 100 triÖu ®ång vμo mét c«ng ti theo thÓ thøc l·i kÐp víi l·i 

suÊt 13% mét n¨m. Hái sau 5 n¨m míi rót l·i th× ng−êi ®ã thu ®−îc bao nhiªu tiÒn 

l·i ? (Gi¶ sö r»ng l·i suÊt hμng n¨m kh«ng ®æi). 
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C©u hái vμ bμi tËp 

12. XÐt mÖnh ®Ò : "Víi c¸c sè thùc x, a, b, nÕu 0  a b , th× x xa b ". 

Víi ®iÒu kiÖn nµo sau ®©y cña x th×  mÖnh ®Ò ®ã lµ ®óng ? 

(A) x  bÊt k× ;   (B) 0x  ;   (C) 0x . 

13. XÐt mÖnh ®Ò : "Víi c¸c sè thùc a, x, y, nÕu x y , th× x ya a ". 

Víi ®iÒu kiÖn nµo sau ®©y cña a th×  mÖnh ®Ò ®ã lµ ®óng ? 

(A) a bÊt k× ;   (B) 0a  ;   (C) 1a . 

14. Cho c¸c sè thùc a, x, y  víi x y . H·y t×m ®iÒu kiÖn cña a ®Ó x ya a . 

15. TÝnh c¸c biÓu thøc 

   8
20,5  ;  2 3 5 52 .8  ; 

3 31 2 2 23 :9 . 

16. §¬n gi¶n c¸c biÓu thøc 

   
  3 1

3 1

5 3 4 5.




 

a

a a
 ;  

2 1
2 1

.


 
 
 

a
a

. 

17. Mét ng−êi göi 15 triÖu ®ång vµo ng©n hµng theo thÓ thøc l·i kÐp k× h¹n 1 n¨m 

víi l·i suÊt 7,56% mét n¨m. Gi¶ sö l·i suÊt kh«ng thay ®æi, hái sè tiÒn ng−êi 

®ã thu ®−îc (c¶ vèn lÉn l·i) sau 5 n¨m lµ bao nhiªu triÖu ®ång ? (Lµm trßn 

®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø hai). 

LuyÖn tËp 

18. ViÕt c¸c biÓu thøc sau d−íi d¹ng luü thõa cña mét sè víi sè mò h÷u tØ : 

a) 2 34 ( 0)x x x   ;   b) 5 3 ( 0, 0) 
b a

a b
a b

 ; 

c) 3 32 2 2

3 3 3
 ;    d) 

11

16:a a a a a  ( 0)a . 
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19. §¬n gi¶n biÓu thøc 

a) 

2 1

2 2

2 1

1



 

 
 
 

a
a

 ;    b) 

3 1
3 1 3

23 1


 



 
 
 
 

a a

bb
 ; 

c)  

 
2 2 2 3

2
2 3

1





a b

a b

 ;   d)  
1

2
4



  
 
  
 
 

x y xy . 

20. T×m c¸c sè thùc ,  tho¶ m·n tõng ®iÒu kiÖn sau : 

a) 
1

( ) 1 ( 0)
2

a a a     ;     b) 3 27
  . 

21. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau b»ng c¸ch ®Æt 4t x : 

a) 4 2 x x  ;   b) 43 2 0  x x . 

22. Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 4 3x  ;  b) 11 7x  ; c) 10 2x  ; d) 3 5x . 

L«garit 

Trong bµi nµy chóng ta sÏ t×m hiÓu mét trong nh÷ng phÐp to¸n quan träng cã 

nhiÒu øng dông trong thùc tiÔn, ®ã lµ l«garit. 

1.  §Þnh nghÜa vµ vÝ dô 

Tr−íc tiªn, ta cã nh÷ng l−u ý sau vÒ luü thõa cña c¬ sè a  : 

Cho sè a d−¬ng. Víi mçi sè thùc  tuú ý, ta lu«n x¸c ®Þnh ®−îc luü thõa .a  
H¬n n÷a, ta cã 

  a  lµ mét sè d−¬ng ; 
  NÕu 1a  th× 1 1a    víi mäi   ;

33§
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  NÕu 1a  th× a a   khi vµ chØ khi   ; 
  NÕu 0 < 1a  th× a a   khi vµ chØ khi .   

Tõ ®ã, suy ra 

  NÕu 0 < 1a  th× a a   khi vµ chØ khi .   

Ng−îc l¹i, ta thõa nhËn r»ng khi a  lµ mét sè d−¬ng kh¸c 1  th× víi mçi sè 

d−¬ng b , cã mét sè   ®Ó 

    a b  . 

Theo l−u ý ë trªn, sè  ®ã lµ duy nhÊt. Tõ ®ã, ta cã ®Þnh nghÜa sau : 

§Þnh nghÜa 1 

Cho a lµ mét sè d−¬ng kh¸c 1 vµ b lµ mét sè d−¬ng. Sè thùc  

®Ó a b   ®−îc gäi lµ l«garit c¬ sè a cña b vµ kÝ hiÖu lµ 

loga b , tøc lµ 

   loga b a b    . 

VÝ dô 1 

10log 100 2  v× 210 100  ; 10

1
log 2

100
   v× 2

2

1 1 .10
10010

    

Chó ý 

1) Kh«ng cã l«garit cña sè 0 vµ sè ©m v× a  lu«n d−¬ng víi 

mäi  . 

2) C¬ sè cña l«garit ph¶i d−¬ng vµ kh¸c 1.  

3) Theo ®Þnh nghÜa l«garit, ta cã  

   log 1a     = 0 , log 1a a  ; 

   log b
a a b , b   ;    (1) 

   log a b
a b , b  , b > 0.   (2) 

Hai c«ng thøc (1) vµ (2) nãi lªn r»ng phÐp lÊy l«garit vµ phÐp n©ng lªn luü thõa 

lµ hai phÐp to¸n ng−îc cña nhau. Cô thÓ, víi sè a d−¬ng kh¸c 1 ta cã 
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Víi mäi sè thùc b 

 b     a
b    log ;b

a a b  
      n©ng lªn luü thõa        lÊy l«garit c¬ sè a 
      c¬ sè a 
 

Víi mäi sè thùc b d−¬ng 

 b    loga b     log
.a b

a b  

     lÊy l«garit c¬ sè a          n©ng lªn luü thõa   

             c¬ sè a  

VÝ dô 2 

  

1
3 3

3 3

1
log 3 log 3

3
   ; 

2

1 1

2 2

1
log 4 log 2.

2


    
 

 

H1  TÝnh 

a) 2

1
log

2
 ; 10 3

1
log

10
 ;   b) 3log 12

9  ; 0,5log 1
0,125 . 

H2  Víi gi¸ trÞ nμo cña x th× 3log (1 ) 2x   ? 

2.  TÝnh chÊt  

a) So s¸nh hai l«garit cïng c¬ sè 

Tõ nh÷ng l−u ý cña môc 1, dÔ dµng chøng minh ®−îc 

®Þnh lÝ 1 

Cho sè d−¬ng a kh¸c 1 vµ c¸c sè d−¬ng b, c. 

 1) Khi 1a  th× log log  a ab c b c  ; 

 2) Khi 0 1 a  th× log log .  a ab c b c  

Ta chøng minh 1). 

V× 1a  nªn, theo l−u ý cña môc 1, ta cã 

  log loga ab c   
log loga ab c

a a   .b c           
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H3  H·y chøng minh 2). 

Tõ  ®Þnh lÝ 1, ta cã  

hÖ qu¶ 

Cho sè a d−¬ng kh¸c 1 vµ c¸c sè d−¬ng b, c. 

 Khi 1a  th×  log 0 1.  a b b  

 Khi 0 1 a  th× log 0 1.  a b b  

 3) log loga ab c   b = c. 

VÝ dô 3. H·y so s¸nh 3

5

2
log

3
 vµ 3

2

3
log .

5
 

Gi¶i.  V× 
3

1
5
  vµ 

2
1

3
  nªn 3 3

5 5

2
log log 1 0.

3
   

V× 
3

1
2
  vµ 

3
1

5
  nªn 3 3

2 2

3
log log 1 0.

5
   

Tõ ®ã suy ra 3 3

5 2

2 3
log log .

3 5
  

b) C¸c quy t¾c tÝnh l«garit 

Tõ ®Þnh nghÜa l«garit vµ tÝnh chÊt cña luü thõa, ta suy ra c¸c quy t¾c tÝnh 

l«garit. 

®Þnh lÝ 2 

Víi sè a d−¬ng kh¸c 1 vµ c¸c sè d−¬ng b, c, ta cã 

 1) log ( ) log log a a abc b c  ; 

 2) log log log
    
 

a a a

b
b c

c
 ; 

 3) log loga ab b  . 
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Chó ý 

B»ng quy n¹p, suy ra r»ng víi c¸c sè d−¬ng 1 2, , ..., ,nb b b  ta cã 

 1 2 1 2log ( ... ) log log ... log   a n a a a nb b b b b b . 

H4  Kh¼ng ®Þnh sau ®óng hay sai ? V× sao ? 

 x  ( ; 1), 2log ( 1) log ( 1) log ( 1)a a ax x x     . 

Tõ ®Þnh lÝ 2 dÔ dµng suy ra 

hÖ qu¶     

Víi sè a  d−¬ng kh¸c 1, sè d−¬ng b  vµ sè nguyªn d−¬ng n, ta cã  

 1) 
1

log log a a b
b

 ; 

 2) 
1

log log .n
a ab b

n
  

VÝ dô 4 

   7 7

7 7
7

log 16 log 16

log 15 log 30 15
log

30




 = 
4

7 7
1

77

log 2 4 log 2
4.

log 2log 2
  


 

H5  TÝnh 5 5 5
1

log 3 log 12 log 50.
2

   

3.  §æi c¬ sè cña l«garit 

Trong tÝnh to¸n, ®«i khi ta cÇn biÕt mèi liªn hÖ gi÷a nh÷ng l«garit víi c¬ sè 

kh¸c nhau. 

Sau ®©y lµ c«ng thøc ®æi c¬ sè cña l«garit. 

®Þnh lÝ 3 

Víi a, b lµ hai sè d−¬ng kh¸c 1 vµ c lµ sè d−¬ng, ta cã 

 
log

log
log

 a
b

a

c
c

b
      hay     log . log log .a b ab c c      
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Chøng minh 

ThËt vËy, ta cã 
log

, b c
c b  tõ ®ã 

  
log

log log ( ) log . log . b c
a a b ac b c b  

V× 1b  nªn log 0a b , do ®ã 

   
log

log .
log

 a
b

a

c
c

b
            

Tõ c«ng thøc ®æi c¬ sè cña l«garit, víi ,c a  ta suy ra 

HÖ qu¶ 1 

Víi a vµ b lµ hai sè d−¬ng kh¸c 1, ta cã   

 
1

log
log

a
b

b
a

 hay log . log 1a bb a .  

Còng trong c«ng thøc ®æi c¬ sè ®ã, víi b a  (  0), ta cã 

HÖ qu¶ 2 

Víi a lµ sè d−¬ng kh¸c 1, c lµ sè d−¬ng vµ   0, ta cã 

  
1

log . logaa
c c 
 . 

VÝ dô 5.      1 3 2

4

log log 4. log 3  =  1 3 2

4

log 2 log 2. log 3  = 1

4

log 2  = 22
log 2  

2

1
log 2

2
   =

1
.

2
  

H6  T×m x, biÕt 3 9
3

.log log
2

x x   

NhËn xÐt. Nhê c«ng thøc ®æi c¬ sè cña l«garit, khi biÕt l«garit c¬ sè a, ta cã 

thÓ tÝnh ®−îc l«garit c¬ sè bÊt k×. Ch¼ng h¹n, ta cã thÓ tÝnh ®−îc c¸c l«garit 

c¬ sè 2, c¬ sè 3, . . . theo l«garit c¬ sè 10. 
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4.  L«garit thËp ph©n vµ øng dông 

Trong thùc hµnh ta hay dïng hÖ ®Õm thËp ph©n (hÖ ®Õm c¬ sè 10) ; chÝnh v× vËy 

l«garit thËp ph©n (l«garit c¬ sè 10) chiÕm mét vÞ trÝ quan träng trong tÝnh to¸n. 

N¨m 1617 ng−êi ta ®· x©y dùng ®−îc b¶ng l«garit thËp ph©n ®Ó t×m gi¸ trÞ gÇn 

®óng l«garit thËp ph©n cña mét sè thùc d−¬ng bÊt k× (xem bµi Em cã biÕt 
"VÒ lÞch sö ph¸t minh l«garit vµ b¶ng l«garit" trang 91). Ngµy nay thay v× dïng 

b¶ng, ng−êi ta th−êng dïng m¸y tÝnh bá tói. 

§Þnh nghÜa 2 

L«garit c¬ sè 10 cña mét sè d−¬ng x ®−îc gäi lµ l«garit thËp 
ph©n cña x  vµ kÝ hiÖu lµ logx (hoÆc lµ lgx ).  

L«garit thËp ph©n cã ®Çy ®ñ c¸c tÝnh chÊt cña l«garit víi c¬ sè lín h¬n 1. 

 Tr−íc khi cã m¸y tÝnh, ®Ó tÝnh c¸c luü thõa víi sè mò phøc t¹p, ng−êi ta 

th−êng dïng ph−¬ng ph¸p "l«garit ho¸" víi l«garit c¬ sè 10 vµ c¸c tÝnh to¸n  

®−îc thùc hiÖn nhê b¶ng sè.  

VÝ dô 6. §Ó tÝnh 3,22,1  ng−êi ta lµm nh− sau : 

 TÝnh 3,2log 2,1  

        3,2log 2,1 3,2 log 2,1 1,0311   ; 

 Tõ ®ã suy ra 3,2 1,03112,1 10 10,7424  .       

Ng−êi ta cßn dïng ph−¬ng ph¸p "l«garit ho¸" vµ c¸c tÝnh chÊt cña l«garit ®Ó  

gi¶i quyÕt mét sè bµi to¸n liªn quan ®Õn luü thõa. 

VÝ dô 7 

Mét ng−êi göi 6 triÖu ®ång vµo ng©n hµng theo thÓ thøc l·i kÐp, k× h¹n 1 n¨m 

víi l·i suÊt 7,56% mét n¨m. Hái sau bao nhiªu n¨m ng−êi göi sÏ cã Ýt nhÊt 

12 triÖu ®ång tõ sè tiÒn göi ban ®Çu (gi¶ sö l·i suÊt kh«ng thay ®æi) ? 

Gi¶i 

Theo c«ng thøc l·i kÐp (1 )  NC A r , sau N n¨m göi, ng−êi göi sÏ cã mét 

sè tiÒn lµ 

    6(1 + 0,0756)
N

. 

Tõ ®ã, ta ph¶i t×m N sao cho 

    12 = 6(1 + 0,0756) N. 
                                 (1)      
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LÊy l«garit thËp ph©n hai vÕ cña ®¼ng thøc (1), ta ®−îc 

   log12 log6 log1,0756.  N  

Suy ra  
log12 log6

9,51
log1,0756


 N . 

VËy sau kho¶ng 10 n¨m ng−êi göi sÏ cã Ýt nhÊt 12 triÖu ®ång tõ sè vèn 6 triÖu 

®ång ban ®Çu. 

 Râ rµng khi 10 nx  th× logx = n. Cßn víi sè 1x  tuú ý, viÕt x trong hÖ 

thËp ph©n th× sè c¸c ch÷ sè ®øng tr−íc dÊu ph¶y cña x lµ n + 1, trong ®ã n lµ 

phÇn nguyªn cña logx,  n = [logx]. 

ThËt vËy, v× 10
n
 lµ sè tù nhiªn bÐ nhÊt cã n + 1 ch÷ sè nªn sè c¸c ch÷ sè 

®øng tr−íc dÊu ph¶y cña x b»ng n + 1 khi vµ chØ khi 110 10  n nx , tøc lµ   

log 1  n x n  ; ®iÒu nµy chøng tá  logn x . 

VÝ dô 8.  §Ó t×m sè c¸c ch÷ sè cña 20082  khi viÕt trong hÖ thËp ph©n ng−êi ta 

lÊy gi¸ trÞ gÇn ®óng cña log2  lµ 0,3010  vµ ®−îc   

            [2008. log 2] 1 2008.0,3010 1 604,408 1 605      . 

VËy sè 20082  cã 605 ch÷ sè. 

H7  Khi viÕt 
10002  trong hÖ thËp ph©n ta ®−îc mét sè cã bao nhiªu ch÷ sè ?  

(lÊy gi¸ trÞ gÇn ®óng cña log 2  lμ 0,3010 ). 

C©u hái vμ bμi tËp 

23. Chän kh¼ng ®Þnh ®óng trong c¸c kh¼ng ®Þnh sau : 

a) C¬ sè cña l«garit lµ mét sè thùc bÊt k× ; 

b) C¬ sè cña l«garit ph¶i lµ sè nguyªn ; 

c) C¬ sè cña l«garit ph¶i lµ sè nguyªn d−¬ng ; 

d) C¬ sè cña l«garit ph¶i lµ sè d−¬ng kh¸c 1. 

24. Trong c¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y, kh¼ng ®Þnh nµo ®óng, kh¼ng ®Þnh nµo sai ? 

a) Cã l«garit cña mét sè thùc bÊt k×. 

b) ChØ cã l«garit cña mét sè thùc d−¬ng. 
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c) ChØ cã l«garit cña mét sè thùc d−¬ng kh¸c 1. 

d) ChØ cã l«garit cña mét sè thùc lín h¬n 1. 

25. §iÒn thªm vÕ cßn l¹i cña ®¼ng thøc vµ bæ sung ®iÒu kiÖn ®Ó cã ®¼ng 

thøc ®óng. 

a) log ( )a xy  = ... ;    b) ... = log loga ax y  ; 

c) loga x  = ... ;     d) 
loga b

a  = ... . 

26. Trong mçi mÖnh ®Ò sau, h·y t×m ®iÒu kiÖn cña a ®Ó cã mÖnh ®Ò ®óng : 

a) log loga ax y   0  x y  ; 

b) log loga ax y   0. x y  

27. H·y t×m l«garit cña mçi sè sau theo c¬ sè 3 : 

 3 ;  81 ;   1 ;  
1

9
 ;    3 3  ;  

1

3 3
. 

28. TÝnh 1

5

log 125 ;   0,5

1
log

2
 ;   1

4

1
log

64
 ;   1

6

log 36 . 

29. TÝnh  3log 18
3  ;  35log 2

3  ;   
2log 5

1

8

 
 
 

 ;   
0,5log 2

1

32

  
 

. 

30. T×m ,x  biÕt 

a) 5log 4x  ;     b) 2log (5 ) 3 x  ; 

c) 3log ( 2) 3 x  ;    d) 1

6

log (0,5 ) 1.  x  

31. BiÓu thÞ c¸c l«garit sau ®©y theo l«garit thËp ph©n (råi cho kÕt qu¶ b»ng m¸y 

tÝnh, lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø hai) : 

 7log 25  ;    5log 8  ;    9log 0,75  ;    0,75log 1,13 . 
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John Napier 
(1550  1617) 

Em
co á biïë t  

VÒ lÞch sö ph¸t minh L«garit vµ b¶ng L«garit 

L«garit lµ ph¸t minh cña Nª-pe (J. Napier hay J. Neper 
1550  1617)  mét ®iÒn chñ vµ nhµ thÇn häc ng−êi 
Xc«t-len. Nª-pe bÞ to¸n häc l«i cuèn vµ «ng coi to¸n häc 
lµ niÒm vui gi¶i trÝ cña m×nh. Trong vßng 20 n¨m trêi, 
nh÷ng lóc r¶nh rçi, Nª-pe ®· ph¸t triÓn lÝ thuyÕt l«garit vµ 
«ng ®· tr×nh bµy vÊn ®Ò nµy trong mét cuèn s¸ch viÕt 
b»ng ch÷ La-tinh in n¨m 1614 víi ®Çu ®Ò "M« t¶ mét 
b¶ng l«garit k× diÖu" (tõ "l«garit" cã gèc lµ nh÷ng tõ Hi l¹p : 
logos nghÜa lµ tØ lÖ, arithmos nghÜa lµ sè). ¤ng hi väng 
ph¸t minh cña m×nh sÏ gióp ®¬n gi¶n ho¸ nhiÒu phÐp 
tÝnh trong thiªn v¨n, ®ã lµ nh÷ng phÐp tÝnh ®ßi hái nhiÒu 
c«ng søc vµ thêi gian. 

Thùc tÕ, l«garit cña Nª-pe ®· lµm cuéc c¸ch m¹ng trong thiªn v¨n vµ trong nhiÒu 
lÜnh vùc to¸n häc b»ng c¸ch thay thÕ viÖc thùc hiÖn "phÐp tÝnh nh©n, chia, tÝnh c¨n 
bËc hai, c¨n bËc ba cña nh÷ng sè lín mµ bªn c¹nh viÖc tiªu phÝ thêi gian mét c¸ch 
tÎ nh¹t, ng−êi ta cßn hay bÞ nhÇm lÉn" b»ng thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh céng, trõ ®¬n 
gi¶n nh÷ng sè t−¬ng øng. Ph¸t minh cña Nª-pe lµ mét ph−¬ng thøc tiÕt kiÖm thêi 
gian ®¸ng kÓ.  

Mét sè nhµ sö häc coi r»ng viÖc sö dông l«garit ®Ó ®¬n gi¶n c¸c phÐp tÝnh ®· gióp 
nhµ thiªn v¨n ng−êi §øc Gi«-han Kª-ple (J. Kepler) ph¸t hiÖn ba quy luËt chuyÓn 
®éng cña hµnh tinh mµ ®iÒu nµy l¹i gióp nhµ vËt lÝ ng−êi Anh Niu-t¬n (I. Newton) 
ph¸t hiÖn lÝ thuyÕt hÊp dÉn. Sau ph¸t minh cña Nª-pe 200 n¨m, nhµ to¸n häc Ph¸p 
La-pla-x¬ (P. Laplace viÕt r»ng : L«garit, b»ng c¸ch gi¶m bít c«ng søc tÝnh to¸n, ®· 
kÐo dµi tuæi thä gÊp hai lÇn cho c¸c nhµ thiªn v¨n. 

C¸c b¶ng l«garit ban ®Çu cña Nª-pe cßn nhiÒu khiÕm khuyÕt. Mét nhµ to¸n häc 
ng−êi Anh lµ Hen-ry Bric (H. Briggs) ®äc c«ng tr×nh cña Nª-pe (b»ng ch÷ La-tinh) 
ngay sau khi nã ®−îc c«ng bè, lËp tøc thÊy ®−îc ý nghÜa cña ph¸t minh k× diÖu nµy. 
Bric viÕt th− cho Nª-pe ®Ò nghÞ gÆp gì trao ®æi vµ nªu ra nhiÒu c¶i tiÕn cho ph¸t 
minh ®ã. Hai nhµ to¸n häc gÆp nhau vµo mïa hÌ n¨m 1615. Bric ®Ò nghÞ ®Þnh nghÜa 
l¹i l«garit thËp ph©n (l«garit c¬ sè 10). Thùc ra, Nª-pe cã nghÜ ®Õn dïng c¬ sè 10 
nh−ng ®· kh«ng ®ñ søc lµm nªn c¸c b¶ng míi. Nª-pe ®Ò nghÞ Bric x©y dùng c¸c 
b¶ng nh− thÕ. 

Sau ®ã hai n¨m, c¸c b¶ng l«garit thËp ph©n ®Çu tiªn ®· ®−îc Bric x©y dùng. Nª-pe 
mÊt n¨m 1617 tr−íc khi Bric hoµn thµnh c¸c b¶ng ®ã. NhiÒu nhµ to¸n häc ®· tiÕp 
tôc x©y dùng c¸c b¶ng l«garit thËp ph©n trong ®ã cã b¶ng cña Bra-®i-x¬ mµ ngµy 
nay chóng ta vÉn cßn dïng.  
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Khi viÕt sè thËp ph©n d−¬ng a  d−íi d¹ng kÝ hiÖu khoa häc .10na  , víi 

1 10  , n  th× 

            log loga n  .                               (1) 

Nh− vËy, chØ cÇn biÕt log  víi mäi   thuéc [ 1 ; 10) th× sÏ tÝnh ®−îc l«garit thËp 

ph©n cña mét sè thËp ph©n d−¬ng bÊt k×. Ng−êi ta gäi log  trong (1) lµ phÇn ®Þnh 

trÞ, n lµ phÇn ®Æc tÝnh cña log a . Trong c¸c b¶ng sè, ng−êi ta cho s½n gi¸ trÞ 

gÇn ®óng phÇn ®Þnh trÞ log . B¶ng cña Bra-®i–x¬ cho log  víi bèn ch÷ sè 

thËp ph©n. 

VÝ dô.  Cho biÕt log 2,319 0,3653.  TÝnh log 23,19  vµ log 0,2319.  

Gi¶i 

log 23,19 log(2,319.10) log 2,319 1 0,3653 1 1,3653       ;     

1log 0,2319 log(2,319.10 ) log 2,319 1    

0,3653 1 0,6347    . 

LuyÖn tËp 

32. H·y tÝnh : 

a) 8 8 8log 12 log 15 log 20   ;         b) 3
7 7 7

1
log 36 log 14 3log 21

2
   ;  

c) 5 5

5

log 36 log 12

log 9


 ;           d) 6 2log 5 log 31 log236 10 8  . 

33. H·y so s¸nh : 

a) 3log 4  vµ 4

1
log

3
 ;          b) 6log 1,1

3  vµ 6log 0,99
7 . 

34. Kh«ng dïng b¶ng sè vµ m¸y tÝnh, h·y so s¸nh : 

a) log2 log3  víi log5  ;    b) log12 log5  víi log7  ; 

c) 3log2 log3  víi 2 log5  ;  d)1 2 log3  víi log27 . 

35. Trong mçi tr−êng hîp sau, h·y tÝnh loga x , biÕt log 3a b , log 2 a c  : 

a) 3 2x a b c  ;     b) 
4 3

3
.

a b
x

c
 



 93 

36. Trong mçi tr−êng hîp sau, h·y t×m x : 

a) 3 3 3log 4 log 7 log x a b  ;  b) 5 5 5log 2 log 3log .x a b   

37. H·y biÓu diÔn c¸c l«garit sau qua  vµ  : 

a) 
3

log 50 , nÕu 3log 15  , 3log 10   ; 

b) 4log 1250 , nÕu 2log 5 .  

38. §¬n gi¶n c¸c biÓu thøc sau : 

a) 
1 1

log log 4 4 log 2
8 2
   ;      b) 

4 1 3 9
log log36 log

9 2 2 2
   ; 

c) 
27

log 72 2 log log 108
256

   ;      d) 
1

log log0,375 2 log 0,5625
8
  . 

39. T×m x , biÕt : 

a) log 27 3x  ;         b) 
1

log 1
7
 x  ;           c) log 5 4. x  

40. Sè nguyªn tè d¹ng 2 1 p
pM , trong ®ã p  lµ mét sè nguyªn tè ®−îc gäi lµ 

sè nguyªn tè Mec-xen (M. Mersenne, 1588  1648, ng−êi Ph¸p). 

¥-le ph¸t hiÖn M31 n¨m 1750. 

Luy-ca (E. Lucas, 1842 - 1891, ng−êi Ph¸p) ph¸t hiÖn M127 n¨m 1876. 

M1398269 ®−îc ph¸t hiÖn n¨m 1996. 

Hái r»ng nÕu viÕt ba sè ®ã trong hÖ thËp ph©n th× mçi sè cã bao nhiªu ch÷ sè ? 

(DÔ thÊy r»ng sè ch÷ sè cña 2 1p  b»ng sè ch÷ sè cña 2p  vµ ®Ó tÝnh sè ch÷ 

sè cña 127M  cã thÓ lÊy log2 0,30  vµ ®Ó tÝnh sè ch÷ sè cña 1398269M  cã thÓ 

lÊy log2 0,30103  (xem vÝ dô 8)). 

41. Mét ng−êi göi 15 triÖu ®ång vµo ng©n hµng theo thÓ thøc l·i kÐp k× h¹n mét 

quý víi l·i suÊt 1,65% mét quý. Hái sau bao l©u ng−êi ®ã cã ®−îc Ýt nhÊt 

20 triÖu ®ång (c¶ vèn lÉn l·i) tõ sè vèn ban ®Çu ? (Gi¶ sö l·i suÊt kh«ng 

thay ®æi). 
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sè  e  vμ l«garit tù nhiªn 

Cho ®Õn b©y giê, d−êng nh−   lµ sè  v« tØ quan träng nhÊt mµ ta biÕt ®Õn. 

Trong bµi nµy, ta sÏ ®−îc biÕt thªm mét sè v« tØ còng quan träng kh«ng kÐm, 

®ã lµ sè e. Sè e lµ giíi h¹n 
1

lim 1


  
 

x

x x
, xÊp xØ b»ng 2,718281828... ; nã 

xuÊt hiÖn mét c¸ch tù nhiªn trong To¸n häc, còng nh− trong ®êi sèng. ChÝnh 

v× vËy l«garit c¬ sè e cßn ®−îc gäi lµ l«garit tù nhiªn. Trong c¸c m¸y tÝnh bá 

tói,  ng−êi ta ®Òu thiÕt kÕ c¸c phÝm bÊm cho phÐp tÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc 

xe  vµ log xe  (cßn kÝ hiÖu lµ lnx). 

1.  L·i kÐp liªn tôc vµ sè e 

Ta ®· biÕt : NÕu ®em göi ng©n hµng mét sè vèn ban ®Çu lµ A víi l·i suÊt mçi 

n¨m lµ r theo thÓ thøc l·i kÐp th× sau N n¨m göi sè tiÒn thu vÒ c¶ vèn lÉn l·i sÏ 

lµ (1 ) NA r . 

Gi¶ sö ta chia mçi n¨m thµnh m k× ®Ó tÝnh l·i vµ gi÷ nguyªn l·i suÊt mçi n¨m 

lµ r th× l·i suÊt mçi k× lµ 
r

m
 vµ sè tiÒn thu ®−îc sau N n¨m (hay sau Nm k×) 

lµ 1

Nm
r

A
m

  
 

.  

H1  Cho A = 100 triÖu ®ång, r = 8% n¨m, N = 2. Dïng m¸y tÝnh bá tói tÝnh sè tiÒn 

thu ®−îc c¶ vèn lÉn l·i sau 2 n¨m theo c¸c ®Þnh k× sau ®©y : 

 m = 1 (®Þnh k× n¨m) ;  m = 2 (®Þnh k× 6 th¸ng) ; 

 m = 4 (®Þnh k× quý) ;  m = 12 (®Þnh k× th¸ng) ; 

 m = 52 (®Þnh k× tuÇn) ;  m = 365 (®Þnh k× ngμy). 

HiÓn nhiªn khi t¨ng sè k× m trong mét n¨m th× sè tiÒn thu ®−îc sau N n¨m 

(tøc Nm k×) còng t¨ng theo. Tuy nhiªn nh− ta thÊy sau ®©y, nã kh«ng thÓ t¨ng 

lªn v« h¹n ®−îc. 

44§
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ThËt vËy, xÐt giíi h¹n cña d·y sè sau (trong ®ã A, r, N lµ cè ®Þnh) 

                    1
   
 

Nm

m

r
S A

m
.       

Ta cã 

                         
1

1 1

 
  
                  

Nr
m

r
Nm

m

r
S A A

m m

r

.         (1) 

§Ó xÐt giíi h¹n cña d·y (1), cÇn xÐt giíi h¹n 

    
1

lim 1


 
 

 
 
 

m

r

m m

r

. 

Mét c¸ch tæng qu¸t , ta xÐt giíi h¹n  

                      
1

lim 1


  
 

x

x x
.                  

Ng−êi ta chøng minh ®−îc giíi h¹n trªn tån t¹i, nã lµ mét sè v« tØ cã gi¸ trÞ  

b»ng  2,718281828... vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ e. VËy 

                                        
1

e lim 1 2,7183.


    
 

x

x x
    (2)  

Tõ  (1) vµ (2), ng−êi ta suy ra lim eNr
mS A .       

ThÓ thøc tÝnh l·i khi   m  gäi lµ thÓ thøc l·i kÐp liªn tôc. 

Nh− vËy víi sè vèn ban ®Çu lµ A, theo thÓ thøc l·i kÐp liªn tôc, l·i suÊt mçi 

n¨m lµ r th× sau N n¨m sè tiÒn thu ®−îc c¶ vèn lÉn l·i sÏ lµ 

                     e .NrS A          (3)           

C«ng thøc (3) ®−îc gäi lµ c«ng thøc l·i kÐp liªn tôc. 
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VÝ dô 1. Víi sè vèn 100 triÖu ®ång göi vµo ng©n hµng theo thÓ thøc l·i kÐp  

liªn tôc, l·i suÊt 8%  n¨m th× sau 2 n¨m sè tiÒn thu vÒ c¶ vèn lÉn l·i sÏ lµ 

   2.0,08100. 117,351087e  (triÖu ®ång).    

 NhiÒu hiÖn t−îng t¨ng tr−ëng (hoÆc suy gi¶m) cña tù nhiªn vµ x· héi, ch¼ng 

h¹n sù t¨ng d©n sè,  còng ®−îc −íc tÝnh theo c«ng thøc (3). V× vËy c«ng thøc (3) 

cßn ®−îc gäi lµ c«ng thøc t¨ng tr−ëng mò. 

VÝ dô 2.  Sù t¨ng d©n sè ®−îc −íc tÝnh theo c«ng thøc (3), trong ®ã A lµ d©n 

sè cña n¨m lÊy lµm mèc tÝnh, S lµ d©n sè sau N n¨m, r lµ tØ lÖ t¨ng d©n sè 

hµng n¨m (xem bµi ®äc thªm "Sù t¨ng tr−ëng (hay suy gi¶m) mò" trang 110). 

BiÕt r»ng tØ lÖ t¨ng d©n sè thÕ giíi hµng n¨m lµ 1,32%, n¨m 1998 d©n sè thÕ 

giíi vµo kho¶ng 5926,5 triÖu ng−êi. Khi ®ã dù ®o¸n d©n sè thÕ giíi n¨m 2008 

(10 n¨m sau) sÏ lµ                

   10.0,01325926,5.e 6 762,8  (triÖu ng−êi). 

2.  L«garit tù nhiªn 

§Þnh nghÜa 

L«garit c¬ sè e cña mét sè d−¬ng a ®−îc gäi lµ l«garit tù nhiªn 

(hay l«garit Nª-pe) cña sè a vµ kÝ hiÖu lµ lna. 

L«garit tù nhiªn cã ®Çy ®ñ c¸c tÝnh chÊt cña l«garit víi c¬ sè lín h¬n 1. 

H2  a) Dïng c«ng thøc ®æi c¬ sè, h·y so s¸nh logx vμ lnx tuú theo c¸c gi¸ trÞ cña x. 

b) TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc 
32 ln 10 log elog e ln10


 . 

VÝ dô 3. BiÕt r»ng n¨m 2001, d©n sè ViÖt Nam lµ 78685800 ng−êi vµ tØ lÖ t¨ng 

d©n sè n¨m ®ã lµ 1,7% vµ sù t¨ng d©n sè ®−îc −íc tÝnh theo c«ng thøc (3).  

Hái cø t¨ng d©n sè víi tØ lÖ nh− vËy th× ®Õn n¨m nµo d©n sè n−íc ta ë møc 

100 triÖu ng−êi ?  

Gi¶i.  Theo bµi ra, ta cã 

   100 = 78,6858.e
0,017N

.  (*) 

LÊy l«garit tù nhiªn hai vÕ cña (*) ta ®−îc 

    0,017ln100 ln 78,6858.e .N  
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Tõ ®ã suy ra 

  
ln100 ln 78,6858

14
0,017


 N . 

VËy nÕu cø t¨ng d©n sè víi tØ lÖ hµng n¨m lµ 1,7% th× ®Õn n¨m 2015 d©n sè 

n−íc ta sÏ ë møc 100 triÖu ng−êi. 

C©u hái vμ bμi tËp 

42. T×m sai lÇm trong lËp luËn sau : 

Ta cã 2ln e 2 ln e 2.1 2    vµ ln(2e) ln e ln e 1 1 2     . Tõ ®ã suy 

ra 2e 2e , mµ e  0 nªn e = 2 !  

43. BiÓu diÔn c¸c sè sau ®©y theo ln 2a , ln 5b  : 

ln 500 ; 
16

ln
25

 ; ln 6,25 ; 
1 2 98 99 .ln ln ... ln ln
2 3 99 100
     

44. Chøng minh 

 
7 25

ln(3 2 2) 4 ln( 2 1) ln( 2 1) 0.
16 8

       

45. Sù t¨ng tr−ëng cña mét lo¹i vi khuÈn tu©n theo c«ng thøc . rtS A e , trong ®ã 

A lµ sè l−îng vi khuÈn ban ®Çu, r lµ tØ lÖ t¨ng tr−ëng (r > 0), t lµ thêi gian t¨ng 

tr−ëng. BiÕt r»ng sè l−îng vi khuÈn ban ®Çu lµ 100 con vµ sau 5 giê cã 

300 con. Hái sau 10 giê cã bao nhiªu con vi khuÈn ? Sau bao l©u sè l−îng vi 

khuÈn ban ®Çu sÏ t¨ng gÊp ®«i ? 

46. Cho biÕt chu k× b¸n huû cña chÊt phãng x¹ plut«ni 239Pu  lµ 24360 n¨m (tøc lµ 

mét l−îng 239Pu  sau 24360 n¨m ph©n huû th× chØ cßn l¹i mét nöa). Sù ph©n 

huû ®−îc tÝnh theo c«ng thøc ertS A , trong ®ã A lµ l−îng chÊt phãng x¹ ban 

®Çu, r lµ tØ lÖ ph©n huû hµng n¨m (r < 0), t lµ thêi gian ph©n huû, S lµ l−îng 

cßn l¹i sau thêi gian ph©n huû t. Hái 10 gam 239Pu  sau bao nhiªu n¨m ph©n 

huû sÏ cßn 1 gam ?  



 98 

 

Sö dông m¸y tÝnh bá tói ®Ó tÝnh luü thõa 

vµ l«garit 

Cã thÓ dïng m¸y tÝnh bá tói, ch¼ng h¹n m¸y tÝnh CASIO fx - 500 MS, ®Ó tÝnh luü thõa 
cña 10, cña e  còng nh− l«garit thËp ph©n vµ l«garit tù nhiªn cña mét sè. 

VÝ dô 1. TÝnh log5,63.  

§Ó tÝnh log5,63 , ta Ên lÇn l−ît c¸c phÝm sau : 

   log 5 . 6 3  . 

Khi ®ã, trªn mµn h×nh hiÖn sè   

    0.750508394. 

NÕu lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø t− th× 

   log 5,63 0,7505 . 

VÝ dô 2. TÝnh 2,1310 .  

§Ó tÝnh 2,1310 , ta Ên lÇn l−ît c¸c phÝm sau : 

   10 ( ) 2 . 1 3 xSHIFT . 

Khi ®ã, trªn mµn h×nh hiÖn sè  

    7.413102413  10
03. 

NÕu lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø t− th× 

    10
2,13  0,0074. 

VÝ dô 3. TÝnh ln 4,83. 

§Ó tÝnh ln 4,83, ta Ên lÇn l−ît c¸c phÝm sau : 

   ln 4 . 8 3  . 

Trªn mµn h×nh hiÖn sè 
    1.574846468. 

NÕu lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø t− th× 

   ln 4,83  1,5748. 

VÝ dô 4.  TÝnh 5e .  

§Ó tÝnh 5e , ta Ên lÇn l−ît c¸c phÝm sau : 

   5xSHIFT e . 
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Em

co á biïë t

Trªn mµn h×nh hiÖn sè  

   9.356469017. 

NÕu lµm trßn ®Õn ch÷ sè thËp ph©n thø t− th×  

   5e   9,3565. 

 

l«garit trong mét sè c«ng thøc ®o l−êng  

a) §é pH trong ho¸ häc 

 Trong mçi dung dÞch, nång ®é ion hi®r« [H3O
+
] ®Æc tr−ng cho tÝnh axit, nång ®é 

hi®r«xyn [OH

] ®Æc tr−ng cho tÝnh baz¬ (kiÒm), (nång ®é tÝnh b»ng mol/l). 

ë 25oC, tÝch [H3O
+
]  [OH


] lµ mét h»ng sè vµ b»ng 10

14 (®èi víi mäi dung dÞch). 

N−íc tinh khiÕt ë 25oC cã [H3O
+
] = [OH


] = 10

7. NÕu nång ®é [H3O
+
] lín h¬n 

10
7 th× dung dÞch cã tÝnh axit, nång ®é [H3O+

] nhá h¬n 10
7 th× dung dÞch cã 

tÝnh kiÒm. 

V× c¸c nång ®é nµy lµ nh÷ng sè rÊt nhá nªn ®Ó ®Æc tr−ng tÝnh axÝt (tÝnh baz¬) cña 
mét dung dÞch, ng−êi ta xÐt chØ sè (hay ®é) pH, 

   pH =  log[H3O
+
]. 

(pH lµ ch÷ ®Çu cña nhãm tõ "potential of hydrogen" cã nghÜa lµ tiÒm lùc cña hi®r«). 

Nh− vËy 

   pH < 7 nãi lªn r»ng dung dÞch cã tÝnh axit ; 

   pH > 7 nãi lªn r»ng dung dÞch cã tÝnh baz¬ ; 

   pH = 7 chøng tá dung dÞch lµ trung tÝnh. 

VÝ dô 

Bia cã [H3O
+
] = 0,00008, do ®ã cã ®é pH lµ 

   pH = log 0,00008 = 5  log 8 < 7. 

R−îu cã [H3O
+
] = 0,0004, do ®ã cã ®é pH lµ 

   pH = log0,0004 = 4  log 4 < 7. 
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Nh− vËy, bia vµ r−îu ®Òu cã tÝnh axÝt, nh−ng tÝnh axÝt cña r−îu lín h¬n tÝnh axÝt 
cña bia. 

 Trong thùc tÕ, ngµnh thæ nh−ìng rÊt quan t©m ®Õn ®é pH cña mét vïng ®Êt ®Ó t×m 
ra biÖn ph¸p c¶i t¹o ®Êt vµ chän gièng c©y trång thÝch hîp. 

b) §é chÊn ®éng trong ®Þa vËt lÝ  

§é chÊn ®éng M cña mét ®Þa chÊn biªn ®é I ®−îc ®o trong thang ®é Richte 
(C. F. Richter, nhµ ®Þa vËt lÝ MÜ, 1900  1985) x¸c ®Þnh bëi 

    
0

ln
I

M
I

  

(I0 lµ biªn ®é cña dao ®éng bÐ h¬n 1m trªn m¸y ®o ®Þa chÊn, ®Æt c¸ch t©m ®Þa 

chÊn 100km, I0 ®−îc lÊy lµm chuÈn). 

ë 3 ®é Richte, ®Þa chÊn chØ cã ¶nh h−ëng trong mét vïng diÖn tÝch nhá ; ë 4 ®Õn 5 

®é Richte, ®Þa chÊn g©y mét sè thiÖt h¹i nhá ; ë 6 ®Õn 8 ®é Richte, ®Þa chÊn g©y mét 

sè thiÖt h¹i lín ; ë 9 ®é Richte, thiÖt h¹i lµ cùc k× lín. 

N¨ng l−îng gi¶i to¶ E t¹i t©m ®Þa chÊn ë M ®é Richte ®−îc x¸c ®Þnh xÊp xØ bëi 
c«ng thøc 
    log 11, 4 1,5E M  . 

Tõ ®ã, ch¼ng h¹n, ë 8 ®é Richte, ®Þa chÊn cã n¨ng l−îng gi¶i to¶ gÊp kho¶ng 
30000 lÇn ®Þa chÊn ë 5 ®é Richte (®Þa chÊn ë 5 ®é Richte cã n¨ng l−îng gi¶i to¶ 

kho¶ng 2.1018 jun). 

c) §é to nhá cña ©m  

§Ó ®Æc tr−ng cho ®é to nhá cña ©m, ng−êi ta ®−a ra kh¸i niÖm møc c−êng ®é cña 

©m. Mét ®¬n vÞ th−êng dïng ®Ó ®o møc c−êng ®é cña ©m lµ ®Òxiben (viÕt t¾t lµ dB) 

(G. Bell, 1847  1922, nhµ vËt lÝ MÜ gèc Anh). 

Møc c−êng ®é L cña ©m ®−îc tÝnh theo c«ng thøc : 

    
0

(dB) 10 log ,
I

L
I

  

trong ®ã I lµ c−êng ®é cña ©m, tøc lµ n¨ng l−îng truyÒn ®i bëi sãng ©m trong 
mét ®¬n vÞ thêi gian vµ qua mét ®¬n vÞ diÖn tÝch bÒ mÆt vu«ng gãc víi ph−¬ng 

sãng truyÒn (®¬n vÞ ®o lµ W/m2) ; 0I  lµ c−êng ®é cña ©m ë ng−ìng nghe 

( 12
0 10I   W/m2). C«ng thøc trªn cho thÊy : Khi c−êng ®é cña ©m t¨ng lªn 

2 310 , 10 , ...  lÇn th× c¶m gi¸c vÒ ®é to nhá cña ©m t¨ng lªn gÊp 2, 3, ... lÇn. 

Chó ý r»ng nÕu th−êng xuyªn nghe tiÕng ån kho¶ng 90dB th× cã nguy c¬ bÞ gi¶m 
thÝnh lùc, thËm chÝ bÞ ®iÕc (xem bµi tËp 52 tr. 112). 
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Hμm sè mò vμ hμm sè l«garit  

Trong bµi nµy, ta lu«n gi¶ thiÕt a lµ mét sè d−¬ng vµ kh¸c 1 (0 < a  1) ®· 

cho, J  lµ mét kho¶ng hay hîp cña nhiÒu kho¶ng nµo ®ã. 

1.  Kh¸i niÖm hµm sè mò vµ hµm sè l«garit  

Tõ ®Þnh nghÜa luü thõa vµ l«garit, ta thÊy :  

 Víi mçi gi¸ trÞ thùc cña x, ta lu«n x¸c ®Þnh ®−îc mét gi¸ trÞ a
x
 (duy nhÊt).  

 Víi mçi gi¸ trÞ thùc d−¬ng cña x, ta lu«n x¸c ®Þnh ®−îc mét gi¸ trÞ logax 

(duy nhÊt).   

Tõ ®ã, ta cã hµm sè y = a
x
 x¸c ®Þnh trªn   vµ hµm sè y = logax  x¸c ®Þnh trªn       

*
  = (0 ; +). 

§Þnh nghÜa  

Gi¶ sö a lµ mét sè d−¬ng vµ kh¸c 1. 

Hµm sè d¹ng y = a
x
 ®−îc gäi lµ hµm sè mò c¬ sè a. 

Hµm sè d¹ng y = logax ®−îc gäi lµ hµm sè l«garit c¬ sè a. 

Khi kh«ng cÇn nhÊn m¹nh c¬ sè, hµm sè mò c¬ sè a cßn gäi t¾t lµ hµm sè 

mò
(1) ; hµm sè l«garit c¬ sè a cßn gäi t¾t lµ hµm sè l«garit.  

Ta còng dïng kÝ hiÖu y = logx  (hoÆc lgx)  ®Ó chØ hµm sè l«garit c¬ sè 10 vµ kÝ 

hiÖu y = lnx ®Ó chØ hµm sè l«garit c¬ sè e. Trong nhiÒu tµi liÖu, hµm sè y = e
x 

 

cßn ®−îc kÝ hiÖu lµ y = exp(x). 

2.  Mét sè giíi h¹n liªn quan ®Õn hµm sè mò vµ hµm sè l«garit  
a) Ta thõa nhËn r»ng c¸c hµm sè y = a

x
 vµ y = logax  liªn tôc t¹i mäi ®iÓm mµ 

nã x¸c ®Þnh, tøc lµ 

  x0 ,   0

0

lim


 xx

x x
a a , 

  x0 *
 ,  

0

0lim log log


a a
x x

x x . 

  

(1) Cã tµi liÖu coi hµm sè mò lµ hµm sè cã d¹ng y = ka
x, trong ®ã k lµ h»ng sè kh¸c 0. 

55§
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H1 T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 

1

lim e x

x
 ;    b) 2

8
lim log
x

x


 ;   c) 
0

sin
lim log .
x

x

x
 

b) Ta ®· biÕt 
1

lim 1 e

t

t t

   
 

. Ngoµi ra ta cßn cã 
1

lim 1 e

t

t t

   
 

. Tõ ®ã, 

b»ng c¸ch ®æi biÕn (®Æt 
1

x
t
 ) ta ®−îc  

                                           
1

0
lim 1 x
x

x


  = e.                 (1) 

Sö dông (1), ta dÔ dµng chøng minh ®−îc hai giíi h¹n quan träng sau ®©y. 

§Þnh lÝ  1 

   
0

ln(1 )
lim 1





x

x

x
,     (2) 

   
0

e 1
lim 1





x

x x
.      (3) 

Chøng minh. Ta cã. 

   
ln(1 ) x

x
 =  1

ln 1  x
x

 =  
1

ln 1  xx . 

Khi x dÇn ®Õn 0 th×  
1

1 e xx  nªn do tÝnh liªn tôc cña hµm sè l«garit, 

ta cã 

   
1

0 0

ln(1 )
lim lim ln 1
 


  x

x x

x
x

x
 = ln e  = 1. 

VËy  (2) ®−îc chøng minh. 

§Ó chøng minh (3), ta ®Æt t = e
x
  1. Khi ®ã ta cã x = ln(1 + t), vµ 0x  khi  

vµ chØ  khi 0t  . Do ®ã  

  
0

e 1
lim


x

x x
 = 

0
lim

ln(1 ) t

t

t
= 

1

0

ln(1 )
lim





 
 
 t

t

t
= 1. 

VËy (3) ®−îc chøng minh.                    
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3.  §¹o hµm cña hµm sè mò vµ hµm sè l«garit 

D−íi ®©y, chóng ta sÏ chøng tá r»ng hµm sè mò vµ hµm sè l«garit cã ®¹o hµm 

t¹i mäi ®iÓm mµ nã x¸c ®Þnh. 

a) §¹o hµm cña hµm sè mò 

§Þnh lÝ 2 

a) Hµm sè y = a
x
 cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm x   vµ  

   'xa  = a
x
 lna ; nãi riªng ta cã   'ex  = e

x
. 

b) NÕu hµm sè u = u(x) cã ®¹o hµm trªn J th×  hµm sè 
( ) u xy a  cã ®¹o hµm trªn J vµ   

  ( ) ( )' '( ) lnu x u xa u x a a  ; nãi riªng ta cã   ( ) ( )'e '( )eu x u xu x . 

Chøng minh 

a) Tr−íc hÕt ta xÐt hµm sè y  = e
x
. Gi¶ sö x lµ mét sè tuú ý. KÝ hiÖu x lµ sè 

gia cña biÕn sè t¹i x vµ y  lµ sè gia cña hµm sè t−¬ng øng víi nã, ta cã 

    y = e e x x x =  e e 1 x x . 

 
0

lim
 


x

y

x
 = 

0

e (e 1)
lim



 




x x

x x
= 

0

e 1
e lim



 




x
x

x x
 = ex   (theo (3)). 

VËy  'ex = e
x
 víi mäi x. 

§èi víi hµm sè y = a
x
, ta cã eln lne 

x
x a x aa  nªn theo c«ng thøc ®¹o hµm 

cña hµm sè hîp, ta cã   

  'xa  =  ln 'ex a = lne ( ln ) 'x a x a  = a
x
 ln a  (víi mäi x  ). 

b) KÕt luËn nµy suy ra tõ phÇn a) cña ®Þnh lÝ vµ c«ng thøc ®¹o hµm cña hµm 

sè hîp.               

VÝ dô 1. Víi y = (x
2
 + 1)e

x 
, ta cã   

y' = (x
2
 + 1)' e

x 
+ (x

2
 + 1)(e

x 
)' = (2x + x

2
 + 1) e

x
 = (x + 1)

2
e

x
. 
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H2  T×m ®¹o hμm cña mçi hμm sè sau : 

a)  y = (x  + 1)e
2x

  ;    b)  y = e x
 sinx. 

b) §¹o hµm cña hµm sè l«garit  

§Þnh lÝ 3 

a) Hµm sè y = logax cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm x > 0 vµ   

 (logax)' = 
1

lnx a
 ; nãi riªng ta cã (lnx)' = 

1

x
. 

b) NÕu hµm sè u = u(x) nhËn gi¸ trÞ d−¬ng vµ cã ®¹o hµm trªn 

J th× hµm sè y = logau(x) cã ®¹o hµm trªn J vµ 

      ,log ( )a u x = 
'( )

( ) ln

u x

u x a
 ; nãi riªng ta cã 

'( )
(ln ( )) '

( )


u x
u x

u x
. 

Chøng minh 

a) Tr−íc hÕt ta xÐt hµm sè y = lnx. Gi¶ sö x  lµ mét sè d−¬ng tuú ý. KÝ hiÖu x 

lµ sè gia cña biÕn sè t¹i x vµ y  lµ sè gia cña hµm sè t−¬ng øng víi nã, ta cã 

 y = ln(x +x)  lnx = ln
 x x

x
 = ln 1

  
 

x

x
. 

 
0

lim
 


x

y

x
 =  

0

ln 1

lim
 

  
 
x

x

x

x
 = 

0

ln 1
1

lim
 

  
 
x

x

x

x x

x

 = 
1

x
   (theo (2)). 

VËy (lnx)' = 
1

x
 víi mäi x > 0. 

§èi víi hµm sè y = logax, ta cã  

  (logax)' = 

,
ln

ln

 
 
 

x

a
 = 

1
(ln ) '

ln
x

a
 = 

1

lnx a
 (víi mäi x > 0). 

b) KÕt luËn nµy suy ra tõ phÇn a) cña ®Þnh lÝ vµ c«ng thøc ®¹o hµm cña hµm 

sè hîp              
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VÝ dô 2. §èi víi hµm sè y = ln(x
2
  x + 1), ta cã 

   y' = 
2

2

( 1) '

1

 

 

x x

x x
 = 

2

2 1

1



 

x

x x
. 

H3 Chøng minh r»ng [ln( x)]' = 
1

x
 víi mäi x < 0. 

HÖ qu¶ 

a)  ln 'x  = 
1

x
 víi mäi x  0.  

b) NÕu hµm sè u = u(x) nhËn gi¸ trÞ kh¸c 0 vµ cã ®¹o hµm 

trªn J  th×  

 ln ( ) 'u x  = 
'( )

( )

u x

u x
 víi mäi x  J. 

HÖ qu¶ nµy ®−îc suy ra tõ ®Þnh lÝ 3 vµ kÕt qu¶ cña H3 . 

4.  Sù biÕn thiªn vµ ®å thÞ cña hµm sè mò vµ hµm sè l«garit  

a) Hµm sè y = ax 

Ta ®· biÕt hµm sè y = a
x
 cã tËp x¸c ®Þnh lµ 

 . §Ó kh¶o s¸t sù biÕn thiªn cña nã, ta 

cÇn xÐt dÊu cña ®¹o hµm y' = a
x
 lna. Do 

a
x
 > 0 víi mäi x nªn dÊu cña y' trïng víi 

dÊu cña lna. MÆt kh¸c, theo tÝnh chÊt cña 

l«garit ta cã lna > 0 khi   a > 1 vµ lna < 0 

khi 0 < a < 1. Bëi vËy, ta xÐt hai 

tr−êng hîp : 

 Tr−êng hîp  a > 1 

Trong tr−êng hîp nµy ta cã lna > 0 nªn y' > 0 víi mäi x. Do ®ã hµm sè ®ång 

biÕn trªn  .  

Ng−êi ta cßn chøng minh ®−îc r»ng lim


x

x
a  = +  vµ 

 lim


x

x
a  =  0.                 (4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 2.1 
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Giíi h¹n (4) chøng tá ®å thÞ cña hµm sè y = a
x
 cã tiÖm cËn ngang (khi 

x  ) lµ trôc hoµnh.  

Ta cã b¶ng biÕn thiªn sau : 

x                        0                             + 

 

y = a
x 

 (a > 1) 

                                                   + 

                            1 

 0 

Hµm sè y = a
x
 nhËn mäi gi¸ trÞ thuéc kho¶ng (0 ; +). 

H×nh 2.1 thÓ hiÖn ®å thÞ cña hµm sè y =  3
x

. §å thÞ cña c¸c hµm sè mò víi 

c¬ sè  a > 1 còng cã d¹ng t−¬ng tù. Chóng cã chung c¸c ®Æc ®iÓm ®¸ng chó ý 

sau ®©y : 

(i) Lu«n c¾t trôc tung t¹i ®iÓm cã tung ®é b»ng 1 (v× ta lu«n cã a
0
 = 1) ; 

(ii) N»m hoµn toµn ë phÝa trªn cña trôc hoµnh (v× a
x
 > 0 víi mäi x). 

 Tr−êng hîp 0 < a < 1 

Trong tr−êng hîp nµy, ng−êi ta còng chøng minh ®−îc r»ng lim


x

x
a  = +  vµ 

  lim


x

x
a  =  0.   (5) 

H4  a) Dùa vμo (5), h·y nªu kÕt luËn 

vÒ ®−êng tiÖm cËn ngang cña  ®å thÞ hμm sè 

y = a
x
. 

b) LËp b¶ng biÕn thiªn cña hμm sè y = a
x
 víi 

0 < a < 1. 

Trªn h×nh 2.2, ®−êng nÐt liÒn thÓ hiÖn ®å 

thÞ cña hµm sè y = 
1

2

 
 
 

x

. DÔ thÊy ®å thÞ 

nµy còng cã c¸c ®Æc ®iÓm (i) vµ (ii) nh− 

trong tr−êng hîp a > 1.                                                                                                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

H×nh 2.2 
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Ghi nhí 

Hµm sè y = a
x
 

* Cã tËp x¸c ®Þnh lµ    vµ tËp gi¸ trÞ lµ kho¶ng (0 ; +) ; 

* §ång biÕn trªn   khi a > 1, nghÞch biÕn trªn   khi 0 < a < 1 ; 

 * Cã ®å thÞ  :  

  §i qua ®iÓm (0 ; 1),  

  N»m ë phÝa trªn trôc hoµnh, 

  NhËn trôc hoµnh lµm tiÖm cËn ngang. 

§å thÞ cã mét trong hai d¹ng nªu ë h×nh 2.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

H×nh 2.3 

b) Hµm sè y = logax 

Ta ®· biÕt hµm sè y = logax  cã tËp x¸c ®Þnh lµ kho¶ng (0 ; +) vµ trªn kho¶ng 

®ã nã cã ®¹o hµm lµ y' = (logax)' = 
1

.
lnx a

  

T−¬ng tù hµm sè mò, ®Ó xÐt dÊu cña ®¹o hµm, ta xÐt hai tr−êng hîp : a > 1 vµ 

0 < a < 1. 
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 Mét sè kÕt qu¶ kh¶o s¸t hµm sè y = logax  ®−îc ghi l¹i trong b¶ng sau : 

Hµm sè y = logax  víi a > 1 Hµm sè y = logax  víi 0 < a < 1 

 y' > 0 víi mäi x  (0 ; +) 

 Hµm sè ®ång biÕn trªn (0 ; +) 

   vµ nhËn mäi gi¸ trÞ thuéc   

 y' < 0 víi mäi x  (0 ; +) 

 Hµm sè nghÞch biÕn trªn (0 ; +) 

   vµ nhËn mäi gi¸ trÞ thuéc   

 
0

lim log


 a
x

x      (6) 

 lim log


 a
x

x  

 
0

lim log


 a
x

x        (7) 

 lim log


 a
x

x  

C¸c giíi h¹n (6) vµ (7) chøng tá r»ng trong c¶ hai tr−êng hîp, ®å thÞ cña hµm 

sè y = logax ®Òu cã tiÖm cËn ®øng (khi x  0
+
) lµ trôc tung. 

Trªn h×nh 2.4, ®−êng nÐt liÒn thÓ 

hiÖn ®å thÞ cña hµm sè y = log2x 

(c¸c hµm sè l«garit c¬ sè a víi a > 1 

cã d¹ng t−¬ng tù), ®−êng nÐt ®øt 

thÓ hiÖn ®å thÞ cña hµm 

sè 1

2

logy x  (c¸c hµm sè l«garit 

c¬ sè a víi 0 < a < 1 cã d¹ng t−¬ng 

tù).  Chóng cã chung nh÷ng ®Æc 

®iÓm ®¸ng chó ý sau : 

(i) Lu«n c¾t trôc hoµnh t¹i ®iÓm 

(1 ; 0)  (v× loga1 = 0 víi mäi a) ; 

(ii) N»m hoµn toµn vÒ bªn ph¶i trôc tung (v× logax chØ x¸c ®Þnh khi x > 0). 

H5  Dùa vμo b¶ng trªn, h·y lËp b¶ng biÕn thiªn cña hμm sè y = logax trong mçi 

tr−êng hîp a > 1 vμ 0 < a < 1. KiÓm nghiÖm c¸c tÝnh chÊt ®−îc nªu trong b¶ng ®ã 

qua ®å thÞ h×nh 2.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

H×nh 2.4 



 109 

Ghi nhí 

Hµm sè y = logax 

* Cã tËp x¸c ®Þnh lµ kho¶ng (0 ; +) vµ tËp gi¸ trÞ lµ   ; 

* §ång biÕn trªn (0 ; +) khi a > 1, nghÞch biÕn trªn (0 ; +) 

khi 0 < a < 1 ; 

* Cã ®å thÞ   

  §i qua ®iÓm (1 ; 0),  

  N»m ë bªn ph¶i trôc tung, 

  NhËn trôc tung lµm tiÖm cËn ®øng. 

§å thÞ cã mét trong hai d¹ng nªu ë h×nh 2.5 (®−êng liÒn nÐt). 

 

 

 

 

 

 

 

    a)        b)  

H×nh 2.5 

NhËn xÐt 

NÕu gäi (G1) lµ ®å thÞ cña hµm sè y = a
x
 

vµ (G2) lµ ®å thÞ cña hµm sè y = logax
 
 th× 

(G1) vµ (G2) ®èi xøng víi nhau qua ®−êng 

ph©n gi¸c (l1) cña gãc phÇn t− thø nhÊt. 

ThËt vËy, xÐt ®iÓm M(p ; q) bÊt k×, ®iÓm 

®èi xøng víi M qua (l1) lµ ®iÓm M'(q ; p), 
ta cã (h.2.5)) : 

 M(p ; q)  (G1)   q = a
p
    p = logaq   

                             M'(q ; p) (G2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 2.6 



 110 

§iÒu ®ã ®· chøng minh nhËn xÐt trªn. Ta còng cã thÓ kiÓm nghiÖm l¹i nhËn 

xÐt nµy ®èi víi hai hµm sè y = log2x vµ y = 2
x
 (h. 2.6)  b»ng c¸ch gÊp tê giÊy 

theo ®−êng (l1). 

Sù t¨ng tr−ëng (hay suy gi¶m) mò  

1.  ThÕ nμo lμ t¨ng tr−ëng (hay suy gi¶m) mò ? 

Trong bµi häc §4, ta ®· lµm quen víi vÊn ®Ò l·i kÐp liªn tôc. Trong thùc tÕ, nhiÒu 
hiÖn t−îng tù nhiªn, x· héi cã tÝnh chÊt t¨ng tr−ëng (hay suy gi¶m) t−¬ng tù nh− vÊn 
®Ò l·i kÐp liªn tôc, ch¼ng h¹n: vÊn ®Ò t¨ng tr−ëng d©n sè, vÊn ®Ò sinh s«i cña vi 
trïng, vÊn ®Ò ph©n huû cña c¸c chÊt phãng x¹,... C¸c vÊn ®Ò trªn ®−îc gäi lµ vÊn ®Ò 
t¨ng tr−ëng (hay suy gi¶m) mò. 

VÒ thùc chÊt, sù t¨ng tr−ëng (hay suy gi¶m) mò ®−îc ®Æc tr−ng bëi mét hµm sè mµ 
®¹o hµm cña nã t¹i mçi ®iÓm ®Òu tØ lÖ víi gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i ®iÓm ®ã víi hÖ sè tØ 
lÖ kh«ng ®æi, tøc lµ hµm sè ( )y f x  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 

    '( ) ( )f x kf x      (1) 

(xÐt trªn mét kho¶ng nµo ®ã) trong ®ã k lµ mét h»ng sè kh¸c 0 nµo ®ã. Sè k ®−îc gäi 
lµ tØ lÖ t¨ng tr−ëng khi k > 0 vµ ®−îc gäi lμ tØ lÖ suy gi¶m khi k < 0. 

Ta sÏ chøng tá r»ng hµm sè ( )y f x  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (1) khi vµ chØ khi nã 

cã d¹ng 

    e kx
y C  (víi C lµ h»ng sè tuú ý).   (2) 

ThËt vËy, dÔ thÊy hµm sè e
kx

y C  (C lµ h»ng sè) lu«n tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (1). 

Ng−îc l¹i, gi¶ sö ( )y f x  lµ hµm sè tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (1).  

Khi ®ã, nÕu ®Æt 
( )

( ) ,
e

f x
C x

kx
  tøc lµ ( ) ( )e

kx
f x C x  th× theo (1) ta cã : 

 '( ) '( )e ( ) e '( )e ( ) ( ).
kx kx kx

f x C x C x k C x kf x kf x      

Tõ ®ã suy ra '( )e 0.
kx

C x   Tøc lµ '( ) 0C x   (víi mäi x thuéc kho¶ng ®ang xÐt). VËy 

( )C x  ph¶i lµ mét h»ng sè C nµo ®ã vµ do ®ã f(x) = Ce
kx

.               

DÔ thÊy C lµ gi¸ trÞ cña hµm sè f t¹i x = 0 nªn C cßn ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ ban ®Çu. 
Trong c«ng thøc l·i kÐp liªn tôc th× gi¸ trÞ ban ®Çu chÝnh lµ sè vèn ban ®Çu göi vµo 
ng©n hµng ( ),C A  k lµ l·i suÊt mçi n¨m ( )k r  vµ x lµ sè n¨m göi (x = N). 
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2.  Chu k× b¸n huû (b¸n r·) cña chÊt phãng x¹ 

Trong c«ng thøc (2), nÕu k < 0 th× hµm sè e
kx

y C  m« t¶ sù suy gi¶m mò. Mét vÝ dô 

®iÓn h×nh cho sù suy gi¶m mò lµ sù ph©n huû cña c¸c chÊt phãng x¹. 

Gi¶ sö cã mét l−îng chÊt phãng x¹ ban ®Çu lµ 0,u  l−îng chÊt phãng x¹ cßn l¹i t¹i 

thêi ®iÓm t lµ 

    0( ) e
kt

u t u  

trong ®ã k < 0 lµ hÖ sè suy gi¶m (trong VËt lÝ, sè |k| gäi lµ h»ng sè phãng x¹)  

Ta ®Æt ( )1 1u u t  vµ ( )2 2u u t  vµ xÐt tØ sè 

    0 2 1

1
0

2 (2 e .
1

)
kt

u eu k t

ktu
u e

t
 


 

KÕt qu¶ ®ã chøng tá r»ng tØ sè gi÷a hai l−îng phãng x¹ cßn l¹i t¹i hai thêi ®iÓm 2t  vµ 

1t  chØ phô thuéc vµo hiÖu sè 2 1t t  mµ th«i. §iÒu ®ã cho phÐp ng−êi ta ®−a ra mét 

kh¸i niÖm gäi lµ chu k× b¸n huû (b¸n r·) cña chÊt phãng x¹, ®ã lµ kho¶ng thêi gian 
mµ l−îng chÊt phãng x¹ ®ã ph©n huû ®i chØ cßn l¹i mét nöa. Nãi c¸ch kh¸c, chu k× 
b¸n huû lµ kho¶ng thêi gian 2 1s t t   sao cho 

    2

1

1
e .

2

ksu

u
        (3) 

Tõ (3) ta cã 
ln 2

s
k


  hay 

ln 2
.k

s


  Nh− vËy, nÕu biÕt chu k× b¸n huû cña mét chÊt 

phãng x¹ th× ta còng tÝnh ®−îc hÖ sè suy gi¶m cña chÊt phãng x¹ ®ã. Ch¼ng h¹n, 
chu k× b¸n huû cña radium lµ 1550 n¨m nªn hÖ sè suy gi¶m cña radium lµ  

ln 2
0,000447.

1550
k


       

C©u hái vμ bμi tËp 

47.  Kho¶ng 200 n¨m tr−íc, hai nhµ khoa häc Ph¸p 

lµ Cl«-zi-ut (R. Clausius) vµ Cla-pay-r«ng 

(E. Clapeyron) ®· thÊy r»ng ¸p suÊt p cña 

h¬i n−íc (tÝnh b»ng milimÐt thuû ng©n, 

viÕt t¾t lµ mmHg) g©y ra khi nã chiÕm 

kho¶ng trèng phÝa trªn cña mÆt n−íc chøa 

trong mét b×nh kÝn (h.2.7) ®−îc tÝnh theo 

c«ng thøc 

  p = a . 
273

10


k

t
,   

H×nh 2.7 
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trong ®ã t lµ nhiÖt ®é C cña n−íc, a vµ k lµ nh÷ng h»ng sè. Cho biÕt 

k  2258,624. 

a) TÝnh a  biÕt  r»ng  khi  nhiÖt ®é cña n−íc lµ 100
o
C th× ¸p suÊt cña  h¬i  n−íc 

lµ 760 mmHg (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn chôc). 

b) TÝnh ¸p suÊt cña h¬i n−íc khi nhiÖt ®é cña n−íc lµ 40
o
C (tÝnh chÝnh x¸c 

®Õn hµng phÇn chôc). 

48. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a)  
2 3 2

0

e e
lim

x

x x






  ;    b) 

2 5

0

e e .lim
x x

x x


 

49. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = (x  1)e
2x

  ;    b) y = x
2 4e 1x   ; 

c) y =  1
e e

2
x x  ;    d) y =  1

e e
2

x x . 

50. Trong c¸c hµm sè sau ®©y, hµm sè nµo ®ång biÕn, hµm sè nµo nghÞch biÕn trªn  ? 

a) y = 
3

 
 
 

x

 ;      b) y = 
3

.
2 3

 
  

x

 

51. VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) y =  2
x

 ;     b) y = 
2

.
3

 
 
 

x

 

52. Sö dông c«ng thøc 
0

( ) 10 log
I

L dB
I

  (xem bµi ®äc thªm "L«garit trong mét sè 

c«ng thøc ®o l−êng" tr.99), h·y tÝnh gÇn ®óng, chÝnh x¸c ®Õn hµng ®¬n vÞ, ®é 

lín (dB) cña ©m thanh cã tØ sè 
0

I

I
 cho trong b¶ng sau råi ®iÒn vµo cét cßn trèng : 

STT Lo¹i ©m thanh 
0

I

I
 §é lín (L) 

1 Ng−ìng nghe 1  

2 Nh¹c ªm dÞu 4000  

3 Nh¹c m¹nh ph¸t ra tõ loa 6,8.10
8
  

4 TiÕng m¸y bay ph¶n lùc 2,3.10
12

  

5 Ng−ìng ®au tai 10
13
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Em

co á biïë t

53. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a)  
0

ln(1 3 )
lim



x

x

x
 ;     b) 

2

0

ln(1 )
.lim




x

x

x
 

54.  T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = (3x  2)ln
2
x ;    b) y = 2 1x  lnx

2 
; 

c) y = x. ln
1

1  x
 ;    d) y = 

2ln( 1)x

x
. 

55.  Trong c¸c hµm sè sau ®©y, hµm sè nµo ®ång biÕn, hµm sè nµo nghÞch biÕn 

trªn kho¶ng x¸c ®Þnh cña nã ? 

a) y = 2log x

e

 ;     b) y = logax  víi a = 
1

3( 3 2)
. 

56. VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = 
2

log x  ;      b) 2

3

log .y x  

¦íc tÝnh d©n sè ViÖt Nam 

N¨m 2001, d©n sè n−íc ta kho¶ng 78 690 000 ng−êi. Theo c«ng thøc t¨ng tr−ëng 

mò, nÕu tØ lÖ t¨ng d©n sè hµng n¨m lu«n lµ 1,7% th× −íc tÝnh sè d©n ViÖt Nam x n¨m 

sau sÏ lµ 78 690 000.e
0,017x

 (ng−êi) = 0,0177,869.e x (chôc triÖu ng−êi). §Ó phÇn nµo 

thÊy ®−îc møc ®é t¨ng nhanh cña d©n sè, ta xÐt hµm sè 

    f(x) = 7,869.e
0,017x

. 

§å thÞ cña hµm sè y = f(x) (h.2.8) cho thÊy kho¶ng 30 n¨m sau (tøc lµ kho¶ng 

n¨m 2031), d©n sè n−íc ta sÏ vµo kho¶ng 131 triÖu ng−êi, tøc lµ t¨ng gÊp r−ìi. 
ChÝnh v× vËy, ®Ó ®¶m b¶o nÒn kinh tÕ ph¸t triÓn bÒn v÷ng, §¶ng vµ Nhµ n−íc ta lu«n 

quan t©m ®Õn vÊn ®Ò d©n sè vµ kÕ ho¹ch ho¸ gia ®×nh. 
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H×nh 2.8a 

§å thÞ hµm sè y = f(x) 
H×nh 2.8b  

H×nh ¶nh phãng to mét phÇn cña h.2.8a 

        

Hμm sè luü thõa 

Chóng ta ®· häc c¸c hµm sè : y = x , y = x
2
, y = 

1

x
 = x

1
. §ã lµ nh÷ng tr−êng 

hîp riªng cña hµm sè luü thõa. 

1.  Kh¸i niÖm hµm sè luü thõa 

Hµm sè luü thõa lµ hµm sè cã d¹ng y = x


, trong ®ã  lµ mét h»ng sè tuú ý. 

Tõ c¸c ®Þnh nghÜa vÒ luü thõa, ta thÊy  

 Hµm sè y = x
n
, víi n nguyªn d−¬ng, x¸c ®Þnh víi mäi x  . 

 Hµm sè y = x
n
, víi n nguyªn ©m hoÆc n = 0, x¸c ®Þnh víi mäi x  0. 

 Hµm sè y = x


, víi   kh«ng nguyªn, cã tËp x¸c ®Þnh lµ tËp c¸c sè 

thùc d−¬ng. 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng hµm sè luü thõa liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh 

cña nã. 

66§
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Chó ý  

Theo ®Þnh nghÜa, ®¼ng thøc n x  =

1

nx  chØ x¶y ra nÕu x > 0. Do ®ã, 

hµm sè y = 

1

nx  kh«ng ®ång nhÊt víi hµm sè y = n x  (n  * ). 

Ch¼ng h¹n, hµm sè  

y = 3 x  lµ hµm sè c¨n bËc ba, x¸c ®Þnh víi mäi x   ; cßn hµm sè 

luü thõa y = 

1

3x  chØ x¸c ®Þnh víi mäi x > 0. 

2. §¹o hµm cña hµm sè luü thõa  

Víi n lµ sè nguyªn lín h¬n 1, ta ®· cã c«ng thøc (xn)' = nx
n1

 víi mäi x  . 

T−¬ng tù, ta cã c«ng thøc ®¹o hµm cña hµm sè luü thõa víi sè mò thùc 

sau ®©y. 

§Þnh lÝ  

a) Hµm sè luü thõa y = x


 (víi    ) cã ®¹o hµm t¹i mäi 

®iÓm x > 0 vµ  

                 'x  = x
1

. 

b) NÕu hµm sè u = u(x) nhËn gi¸ trÞ d−¬ng vµ cã ®¹o hµm trªn J 

th× hµm sè  y = ( )u x
   còng cã ®¹o hµm trªn J  vµ  

    1'
( ) ( ) '( )u x u x u x   . 

Chøng minh 

a) Víi mäi x > 0, ta cã  

   'x  =  ln 'xe  = ln xe  ln 'x  = x


 ( ln x)' = 
1

.x
x

  = x
1.    

b) KÕt luËn nµy suy ra tõ a) vµ quy t¾c ®¹o hµm cña hµm sè hîp.    

VÝ dô 1 

a) (x

.x

)' =  (x

)'.x

  + x

.(x

)' 

  = .x
 1

.x
 + x


.x

.ln  = x
 1x

 ( + x ln). 
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b)   1 2 '
ln

 
  

x  = (1 + 2 )   2
ln x (ln x)' = (1 + 2 )   2

ln x .
1

x
. 

H1  Chøng minh r»ng víi n nguyªn vμ 1n   ta cã 
1( ) 'n nx nx   víi mäi 0x  . 

Chó ý 

a) ¸p dông ®Þnh lÝ trªn, ta dÔ dµng chøng minh c«ng thøc ®¹o hµm 
cña hµm sè c¨n bËc n sau ®©y : 

     'n x  = 
1

1

n nn x
 

(víi mäi x > 0 nÕu n ch½n, víi mäi x  0 nÕu n lÎ). 

b) NÕu u = u(x) lµ hµm sè cã ®¹o hµm trªn J vµ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 

u(x) > 0 víi mäi x  J  khi n ch½n, u(x)  0 víi mäi x  J  khi n 

lÎ th×   

    ( ) 'n u x  = 
1

'( )

( )nn

u x

n u x

 (víi mäi x  J) . 

VÝ dô 2. ( 3 sin 3x )' =  
23

(sin 3 ) '

3 (sin 3 )

x

x

 = 
3 2

cos3

sin 3

x

x
.  

H2   T×m ®¹o hμm cña hμm sè y = 
4 2e 1x  . 

3.  Vµi nÐt vÒ sù biÕn thiªn vµ ®å thÞ cña hµm sè luü thõa  

ë ®©y, ta chØ xÐt c¸c hµm sè luü thõa 

d¹ng y = x


  víi   0 vµ víi tËp x¸c 

®Þnh lµ (0 ; +). 

Tõ c«ng thøc  'x  = x
1

, ta suy 

ra hµm sè y = x


 ®ång biÕn trªn kho¶ng 

(0 ; +) nÕu  > 0 vµ nghÞch biÕn trªn 

kho¶ng (0 ; +) nÕu  < 0.  H×nh 2.9 thÓ 

hiÖn ®å thÞ cña mét sè hµm sè luü thõa 

trªn kho¶ng (0 ; +). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 2.9 
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NhËn xÐt. Do 1


 = 1 víi mäi  nªn ®å thÞ cña mäi hµm sè luü thõa ®Òu ®i qua 

®iÓm (1 ; 1).                 

C©u hái vμ bμi tËp 

57. Trªn h×nh 2.10 cho hai ®−êng cong (C1) 

(®−êng nÐt liÒn) vµ (C2) (®−êng nÐt ®øt) 

®−îc vÏ trªn cïng mét mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

BiÕt r»ng mçi ®−êng cong Êy lµ ®å 

thÞ cña mét trong hai hµm sè luü thõa 

2y x  vµ 

1

2 ( 0)


 y x x . ChØ dùa 

vµo tÝnh chÊt cña luü thõa, cã thÓ nhËn 

biÕt ®−êng cong nµo lµ ®å thÞ cña hµm sè 

nµo ®−îc kh«ng ? H·y nªu râ lËp luËn. 

58. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = (2x + 1)

  ;    b) 

5 3ln 5y x  ; 

c) y = 
3

3
3

1

1





x

x
 ;    d) y = 

   
   
   

a b
x a

b x
 víi a > 0,  b > 0. 

LuyÖn tËp 

59.  TÝnh gi¸ trÞ gÇn ®óng ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau t¹i ®iÓm ®· cho (chÝnh x¸c 

®Õn hµng phÇn tr¨m) : 

a) y = log3(sin x) t¹i x = 
4


 ;                    b) y = 

2

2x

x
 t¹i x = 1. 

60. a) Chøng minh r»ng ®å thÞ cña hai hµm sè y = a
x
  vµ y = 

1 
 
 

x

a
 ®èi xøng víi 

nhau qua trôc tung (h.2.2 víi a = 2 ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 2.10 
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H×nh 2.11 

b) Chøng minh r»ng ®å thÞ cña hai hµm sè y = logax  vµ y = 1log

a

x  ®èi xøng 

víi nhau qua trôc hoµnh (h.2.4 víi a = 2 ). 

61. VÏ ®å thÞ cña hµm sè y = log0,5x. Dùa vµo ®å thÞ, h·y gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng 

tr×nh sau : 

a) log0,5x  > 0  ;                                   b)  3  log0,5x < 1. 

62. VÏ ®å thÞ cña hµm sè y =  3
x

. Dùa vµo ®å thÞ, h·y gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng 

tr×nh sau : 

a)  3
x

  1 ;                        b)   3
x

 > 3. 

ph−¬ng tr×nh mò vμ l«garit 

Trªn thùc tÕ, nhiÒu bµi to¸n dÉn ®Õn viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh d¹ng a
x
 = m hoÆc         

logax =  m, trong ®ã m vµ a lµ nh÷ng sè cho tr−íc víi 0 < a  1. §ã lµ nh÷ng 

d¹ng ®¬n gi¶n cña ph−¬ng tr×nh mò vµ ph−¬ng tr×nh l«garit. 

Trong bµi nµy, ta vÉn gi¶ thiÕt a lµ mét sè cho tr−íc, d−¬ng vµ kh¸c 1. 

1.  Ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n 

 Ph−¬ng tr×nh mò c¬ b¶n cã d¹ng a
x
 = m, 

trong ®ã m lµ sè ®· cho. Ph−¬ng tr×nh nµy 

x¸c ®Þnh víi mäi x. 

DÔ thÊy r»ng khi m  0, ®−êng th¼ng y = m  

kh«ng c¾t ®å thÞ hµm sè y = a
x 
;  cßn khi m > 0, 

®−êng th¼ng y = m lu«n c¾t ®å thÞ hµm sè 

y = a
x
 t¹i ®óng mét ®iÓm (h.2.11). Do ®ã 

77§
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H×nh 2.12 

NÕu m  0 th× ph−¬ng tr×nh a
x
 = m v« nghiÖm ; 

NÕu m > 0 th× ph−¬ng tr×nh a
x
 = m cã mét nghiÖm duy nhÊt 

x = logam. Nãi c¸ch kh¸c, 

  m  (0 ; + ),  a
x
 = m    x = logam. 

VÝ dô 1. a) 3
x
 = 9    x = log39   x = 2 ; 

b) 10
x
 = 1     x = log1     x = 0. 

H1   Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

       a) 2
x
 = 8  ;    b)  e

x
 = 5.   

 Ph−¬ng tr×nh l«garit c¬ b¶n cã 

d¹ng logax = m, trong ®ã m lµ sè 

®· cho. §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña 

ph−¬ng tr×nh nµy lµ x > 0. 

DÔ thÊy ®−êng th¼ng y = m lu«n 

c¾t ®å thÞ hµm sè y = logax t¹i 

®óng mét ®iÓm (h.2.12). Do ®ã 

Víi mçi gi¸ trÞ tuú ý cña m, ph−¬ng tr×nh logax = m lu«n cã 

mét nghiÖm duy nhÊt x = a
m

. Nãi c¸ch kh¸c, 

 m  ( ; + ), logax  = m    x = a
m. 

VÝ dô 2.  2

1
log

2
x   

1

22 2 x  ; 

  ln x = 0  ex  0   x = 1. 

H2  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a)  log3x = log35 ;    b) log x =  4. 

Tõ ®ã h·y cho biÕt nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh logax = logap, (p > 0). 
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2.  Mét sè ph−¬ng ph¸p gi¶i ph−¬ng tr×nh mò vµ l«garit 

a) Ph−¬ng ph¸p ®−a vÒ cïng c¬ sè 

Trong bµi tr−íc, ta ®· biÕt c¸c tÝnh chÊt : 

 (i) a


  = a

     =   ; 

 (ii) NÕu   > 0,   > 0 th× loga = loga     =  . 

C¸c tÝnh chÊt ®ã cho phÐp ta gi¶i mét sè d¹ng ph−¬ng tr×nh mò (hoÆc ph−¬ng 

tr×nh l«garit) b»ng c¸ch ®−a c¸c luü thõa (hoÆc c¸c l«garit) trong ph−¬ng tr×nh 

vÒ luü thõa (hoÆc l«garit) víi cïng mét c¬ sè. Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô. 

VÝ dô 3. Gi¶i ph−¬ng tr×nh   

   9
x + 1

 = 27
2x + 1

.                 (1) 

Gi¶i 

NhËn xÐt r»ng ta cã thÓ ®−a hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh vÒ luü thõa cña cïng c¬ 

sè 3. 

   9
x + 1

 = 3
2(x + 1)

  vµ  27
2x + 1

 = 3
3(2x + 1)

. 

Do ®ã 

   (1)    3
2(x + 1)

 = 3
3(2x + 1)

    2(x + 1) = 3(2x + 1)  

      4x  1 = 0    x = 
1

.
4

 

VËy ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt x = 
1

.
4

 

VÝ dô 4. Gi¶i  ph−¬ng tr×nh   

log2
1

x
  = 2

1

2

log ( 1). x x                                             (2) 

Gi¶i  

§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh (2) lµ x > 0 vµ x
2
  x  1 > 0.  

Víi ®iÒu kiÖn ®ã, do  log2
1

x
  = 1

2

log x  nªn ph−¬ng tr×nh ®· cho t−¬ng ®−¬ng 

víi ph−¬ng tr×nh 

  1

2

log x  = 2
1

2

log ( 1) x x  hay  x = x
2
  x  1. 
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Bëi vËy, ta cã thÓ viÕt 

 (2)   2

2

0

1 0

1




  


  

x

x x

x x x

      
2

0

1




  

x

x x x
     

2

0

2 1 0




  

x

x x
  

  
0

1 2 hoÆc 1 2




   

x

x x
    x = 1 + 2.  

VËy ph−¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt x = 1 + 2 . 

H3   Mét b¹n gi¶i ph−¬ng tr×nh log4x
2
 = log25 nh− sau : V×  log4x

2
 = log2x  nªn 

  log4x
2
 = log25    log2x = log25    x = 5. 

Lêi gi¶i ®ã ®óng hay sai ? 

VÝ dô 5. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  

  log4(x + 12) . logx2 = 1.                                                         (3) 

Gi¶i 

§Ó vÕ tr¸i cña (3) cã nghÜa, ta ph¶i cã x + 12 > 0 vµ 0 < x   1. VËy ®iÒu kiÖn 

x¸c ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh (3) lµ  0 < x   1.  

Khi ®ã, log2x   0 vµ logx2 = 
2

1

log x
, thµnh thö víi ®iÒu kiÖn 0 < x   1, ta cã  

(3)  
1

2
log2(x + 12). 

2

1

log x
 = 1    log2(x + 12) = log2x

2
   x + 12 = x

2
. 

Do ®ã, ta cã thÓ viÕt  

(3)  
212

0 1

  


 

x x

x


2 12 0

0 1

   


 

x x

x
  

3 hoÆc 4

0 1

  
  

x x

x
    x = 4. 

VËy ph−¬ng tr×nh (3) cã nghiÖm duy nhÊt x = 4.      

§−a vÒ cïng c¬ sè lµ ph−¬ng ph¸p rÊt hay dïng khi gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh mò 

vµ ph−¬ng tr×nh l«garit. Nã th−êng ®−îc dïng kÕt hîp víi c¸c ph−¬ng ph¸p 

kh¸c mµ ta sÏ nªu d−íi ®©y.  

b) Ph−¬ng ph¸p ®Æt Èn phô 

VÝ dô 6.  Gi¶i ph−¬ng tr×nh 3
2x + 5 

= 3
x + 2

 + 2. 
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Gi¶i 

Ta cã thÓ viÕt  3
2x + 5

 = 3. 3
2x + 4

 = 3. 3
2(x + 2) 

= 3.  223 x .  

V× vËy, nÕu ®Æt y = 3
x + 2

 (víi y > 0) th× ph−¬ng tr×nh ®· cho cã d¹ng 3y
2
 = y + 2, 

hay 3y
2
  y  2 = 0. Ph−¬ng tr×nh nµy cã hai nghiÖm y = 1 vµ y = 

2

3
, nh−ng 

chØ cã y = 1 lµ thÝch hîp. Do ®ã 

 3
2x + 5 

= 3
x + 2

 + 2    3
x + 2

 = 1    x + 2 = 0   x =  2. 

VËy ph−¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt x =  2.  

H4  Gi¶i ph−¬ng tr×nh 
1 2 32 2 2 448x x x      b»ng c¸ch ®Æt Èn phô 32 .xy   

VÝ dô 7. XÐt ph−¬ng tr×nh 
2

2 2

6 4
3.

log 2 log
 

x x
    (4) 

DÔ thÊy ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh lµ 0,x  
1

2
x  vµ 1.x  Víi 

®iÒu kiÖn ®ã, ta cã 

   (4)    
2 2

6 4
3.

1 log 2 log
 

 x x
     (5) 

H5  Gi¶i ph−¬ng tr×nh (5) b»ng c¸ch ®Æt 2logy x  råi kÕt luËn vÒ tËp nghiÖm 

cña (4). 

c) Ph−¬ng ph¸p l«garit ho¸ 

TÝnh chÊt (ii) ®· nªu cßn cho phÐp gi¶i ph−¬ng tr×nh cã hai vÕ lu«n d−¬ng 

b»ng c¸ch lÊy l«garit hai vÕ (theo cïng mét c¬ sè thÝch hîp nµo ®ã). ViÖc lµm 

®ã gäi lµ l«garit ho¸ hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh. 

VÝ dô 8. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  
21 23 .2 8.4 x x x .

 

Gi¶i 

DÔ thÊy hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh x¸c ®Þnh víi mäi x vµ lu«n nhËn gi¸ trÞ 

d−¬ng. Do ®ã cã thÓ l«garit ho¸ hai vÕ theo c¬ sè 2. Ta cã 

 
21 23 .2 8.4 x x x     (x  1)log23 + x

2
 = log28 + (x  2)log24 

          x
2
  (2  log23)x + 1  log23 = 0. 
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Ph−¬ng tr×nh bËc hai cuèi cïng cã hai nghiÖm lµ x = 1 vµ x = 1  log23. §ã 

còng lµ hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®· cho.        

L«garit ho¸ lµ ph−¬ng ph¸p kh¸ th«ng dông trong viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh mò. 

Khi l«garit ho¸, ta cÇn khÐo chän c¬ sè ®Ó lêi gi¶i ®−îc gän. 

H6   B»ng ph−¬ng ph¸p l«garit ho¸, gi¶i ph−¬ng tr×nh 
1 52 .5 0,2.(10 ) .x x x  

d) Ph−¬ng ph¸p sö dông tÝnh ®ång biÕn hay nghÞch biÕn cña hµm sè  

VÝ dô 9. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  2
x 

= 2  log3x. 

Gi¶i  

DÔ thÊy x = 1 lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®· cho. Ta sÏ chøng minh r»ng 

ph−¬ng tr×nh kh«ng cßn nghiÖm nµo kh¸c.  

ThËt vËy, ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh lµ x > 0, tøc lµ x  (0 ; +). 

Trªn kho¶ng ®ã, hµm sè y = 2
x
 ®ång biÕn trong khi hµm sè y = 2  log3x 

nghÞch biÕn. 

Ta xÐt hai tr−êng hîp : 

 NÕu x > 1 th×  log3x  > 0 vµ 2
x
 > 2. Do ®ã 2  log3x  < 2 < 2

x
. §iÒu ®ã chøng 

tá trªn kho¶ng (1 ; + ), kh«ng cã gi¸ trÞ nµo cña x lµ nghiÖm cña ph−¬ng 

tr×nh ®· cho. 

 NÕu 0 < x  < 1 th× log3x  < 0 vµ 2
x
 < 2. Do ®ã 2  log3x  > 2 > 2

x
. §iÒu ®ã 

chøng tá trªn kho¶ng (0 ; 1), kh«ng cã gi¸ trÞ nµo cña x lµ nghiÖm cña ph−¬ng 

tr×nh ®· cho. 

Tãm l¹i, ph−¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt x = 1. 

C©u hái vμ bμi tËp 

63. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a)  (2 + 3 )
2x 

 = 2  3  ;    b) 
2 3 22 4  x x  ; 

c) 2 . 3
x + 1

  6 . 13x   3
x
 = 9 ;     d) log3(3

x
 + 8) = 2 + x.   
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64. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a)  log2[x(x  1)] = 1  ;    b) log2x + log2(x  1) = 1. 

65. Trªn mÆt mçi chiÕc ra®i« ®Òu cã c¸c v¹ch chia ®Ó ng−êi sö dông dÔ dµng chän 

®óng sãng ra®i« cÇn t×m. BiÕt r»ng v¹ch chia ë vÞ trÝ c¸ch v¹ch tËn cïng bªn 

tr¸i mét kho¶ng d (cm) th× øng víi tÇn sè F = ka
d
 (kHz), trong ®ã k vµ a lµ hai 

h»ng sè ®−îc chän sao cho v¹ch tËn cïng bªn tr¸i øng víi tÇn sè 53 kHz, v¹ch 

tËn cïng bªn ph¶i øng víi tÇn sè 160 kHz vµ hai v¹ch nµy c¸ch nhau 12 cm. 

 
 

a) H·y tÝnh k vµ a  (tÝnh a chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn ngh×n). 

b) Gi¶ sö ®· cho F, h·y gi¶i ph−¬ng tr×nh  ka
d
 = F víi Èn d.  

c) ¸p dông kÕt qu¶ cña b), h·y ®iÒn vµo « trèng trong b¶ng sau (kÕt qu¶ tÝnh 

chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn tr¨m) 

F 53 60 80 100 120 140 160 

d        

66. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 2
x + 1

. 5
x  

= 200  ;     b) 2 30,125 . 4 (4 2) .x x   

67. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) log2x + log4x = 1

2

log 3  ;    b) 
3

log x . log3x. log9x = 8. 

68. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 3
x + 1

 + 18.3 x  = 29 ;  

b) 27
x
 + 12

x
 = 2.8

x
. (H−íng dÉn : Chia c¶ hai vÕ cho 32 x  råi ®Æt 

3

2

   
 

x

t ). 

69. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) log
2
x

3
  20log x  + 1 = 0  ;  b) 2 8

4 16

log log 4

log 2 log 8


x x

x x
 ; 

c) log9x27  log3x3 + log9243 = 0. 
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70. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 4 33 4
x x

 ;      b) 32 log
3

 x
 = 81x ; 

c) 3
x
. 

1
8


x

x
 = 36 ;     d) x

6
.

log 5
5
 x  = 5

5
. 

71. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 2
x
 = 3  x  ;     b) log2x = 3  x .   

HÖ ph−¬ng tr×nh mò vμ l«garit  

Khi gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh mò vµ l«garit, ta còng dïng c¸c ph−¬ng ph¸p gi¶i hÖ 

ph−¬ng tr×nh ®· häc nh− ph−¬ng ph¸p thÕ, ph−¬ng ph¸p céng ®¹i sè, ph−¬ng 

ph¸p ®Æt Èn phô, ... . 

Trong phÇn nµy, ta chØ xÐt mét vµi vÝ dô ®¬n gi¶n. 

VÝ dô 1.  XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh  

   
1

2 3 5

2 3 2.



 

  




x y y

x y y
        (1) 

§Æt u = 2
x+y

 vµ v = 3
y  

(u > 0, v > 0), ta cã hÖ ph−¬ng tr×nh  

   
5

6.

 
 

u v

uv
        (2) 

DÔ thÊy hÖ (2) cã hai nghiÖm lµ (u ; v) = (2 ; 3) vµ (u ; v) = (3 ; 2). C¸c gi¸ trÞ 

nµy ®Òu tho¶  m·n ®iÒu kiÖn u > 0 vµ v > 0. Do ®ã, ta ph¶i gi¶i hai hÖ ph−¬ng 

tr×nh sau : 

   
2 2

3 3,

 




x y

y
        (3) 

   
2 3

3 2.

 




x y

y
        (4) 

88§
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Ta cã  (3)    
1

1

 
 

x y

y
    

0

1.


 

x

y
 

H1  TiÕp tôc gi¶i hÖ (4) vμ kÕt luËn vÒ nghiÖm cña hÖ (1). 

VÝ dô 2. Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh  

  
2 1

2 4

2 2 2

log .(log 1) 4.

   


 

x y x y

x y
                                         (5) 

Gi¶i 

Tr−íc hÕt, ta xÐt ph−¬ng tr×nh thø nhÊt trong hÖ (5) :  

   22 x y  + 2
x
 = 2

1 + y
.       (6) 

Nh©n hai vÕ cña ph−¬ng tr×nh (6) víi  2 ,y  ta ®−îc ph−¬ng tr×nh 2( )2 2 2.x y x y    

§Æt 2x y  = t (t > 0), ta ®−îc ph−¬ng tr×nh t
2
 + t  2 = 0 ; ph−¬ng tr×nh nµy cã 

hai nghiÖm lµ t = 1 vµ t = 2, trong ®ã chØ cã nghiÖm t = 1 lµ thÝch hîp. VËy 

  (6)    2x y  = 1    x  y = 0    x = y. 

§em kÕt qu¶ nµy thÕ vµo ph−¬ng tr×nh thø hai cña hÖ (5), ta ®−îc  

               2

1
log 1

2

  
 

x  log2x  = 4    (log2x)
2
  2log2x  8 = 0 

   
2

2

log 2

log 4

 
 

x

x
    

2

4

2

2

 

 

x

x
    

1

4

16.

 
 

x

x

 

KÕt luËn : HÖ (5) cã hai nghiÖm lµ (x ; y) = 
1 1

;
4 4

 
 
 

 vµ (x ; y) = (16 ; 16). 

H2  Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh  
2 2

1

log log 2.

xy

x y




 
 



 127 

C©u hái vμ bμi tËp 

Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh (bµi 72 vµ bµi 73) : 

72. a) 
4 4 4

20

log log 1 log 9 ;

 
   

x y

x y
    b) 

2 2

1

4 4 0,5. 

 


 
x y

x y
 

73. a) 

5

3 .2 1152

log ( ) 2 ;

 
  

x y

x y
                b) 

2 2

2 3

2

log ( ) log ( ) 1.

  


   

x y

x y x y
 

LuyÖn tËp 

Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh (tõ bµi  74 ®Õn bµi 78) : 

74. a) log2(3  x) + log2(1  x) = 3 ;  b) log2(9  2
x
) = log(3 )10 x  ; 

c) log log 1 log 1 log 17 5 3.5 13.7    x x x x  ;  d) 6
x
 + 6

x +1
 = 2

x
 + 2

x +1
+ 2

x +2
. 

75. a) log3(3
x
  1). log3(3

x + 1
  3) = 12  ; b) 1log 4x  = 1 + log2(x  1) ; 

c) 2
2 2

log ( )5 log x x  ;   d) 
4 4

1 1
log log

2 23 3 .
 

 
x x

x  

76. a) 

1 1 1

4 6 9x x x
  

   ;     b) 4
lnx + 1

  6
lnx

  2.
2ln 23 x  = 0 ; 

c) 2log3 x   log28x + 1 = 0 ;  d) 
2

2
1 2

2

log (4 ) log 8.
8

 
x

x  

77. a) 
2 2sin cos2 4.2x x = 6  ;           b) 4

3+2cos2x
  7.4

1+cos2x
 = 

1

2
4 .  

78. a) 
1

3

 
 
 

x

 = x + 4 ;     b) sin cos 1.
5 5

        
   

x x

 

79. Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh : 

a) 
3.2 2.3 2,75

2 3 0,75 ;

  


  

x y

x y
       b) 

5 5 7 5

2 2 5

log log 7. log 1 log 2

3 log log 5(1 3log ).

  
   

x y

y x
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BÊt ph−¬ng tr×nh mò vμ l«garit 

 

 Khi gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh mò vµ bÊt ph−¬ng tr×nh l«garit, cÇn nhí 

r»ng c¸c hµm sè y  = a
x
 vµ y = logax  ®ång biÕn  khi  a > 1 vµ nghÞch biÕn khi 

0 < a  < 1.  

Sau ®©y, ta xÐt mét sè vÝ dô ®¬n gi¶n. 

VÝ dô 1. Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 2
x + 2

  2
x + 3

  2
x + 4

 > 5
x + 1

  5
x + 2  

;   b) 9
x 

 < 2. 3
x
 + 3. 

Gi¶i 

a) Ta biÕn ®æi bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho nh− sau : 

2
x + 2

  2
x + 3

  2
x + 4

 > 5
x + 1

  5
x + 2 

   2
x + 2

(1  2  2
2
) > 5

x + 1
(1  5) 

  5. 2
x + 2

 > 4. 5
x + 1

    2
x 

 < 5
x
    

2

5

 
 
 

x

 < 1   

   x  > 0  (do tÝnh nghÞch biÕn cña hµm sè y = 
2

5

 
 
 

x

). 

KÕt luËn : TËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ  S = (0 ; +). 

b) Do 9
x 

 = (3
x
)
2
 nªn khi ®Æt  t = 3

x
, ta  ®−îc bÊt ph−¬ng tr×nh  t

2
  2t  3 < 0. 

BÊt ph−¬ng tr×nh nµy cã nghiÖm lµ 1 < t < 3 nªn  

9
x 

 <  2. 3
x
 + 3    1 < 3

x
  < 3    

3 1

3 3

  




x

x
   3

x
 < 3    x < 1  

(do 3 0 1  x  víi mäi x vµ tÝnh ®ång biÕn cña hµm sè y = 3
x
). 

VËy bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho cã tËp nghiÖm lµ ( ; 1). 

H1  Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 5
2x + 1

 > 5
x
 + 4. 

  §èi víi c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh l«garit, ta ph¶i ®Æc biÖt chó ý ®Õn ®iÒu kiÖn 

x¸c ®Þnh cña bÊt ph−¬ng tr×nh. 

99§
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VÝ dô 2. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh  

  log0,5(4x + 11) < log0,5(x
2
 + 6x + 8).     (1) 

Gi¶i 

§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña bÊt ph−¬ng tr×nh (1) lµ  4x + 11 > 0 vµ x
2
 + 6x + 8  > 0. 

Víi ®iÒu kiÖn ®ã, do tÝnh nghÞch biÕn cña hµm sè l«garit c¬ sè 0,5, bÊt 

ph−¬ng tr×nh (1) t−¬ng ®−¬ng víi 4x + 11 > x
2
 + 6x + 8. Bëi vËy, ta cã thÓ viÕt 

 (1)    2

2

4 11 0

6 8 0

4 11 6 8

 


  


   

x

x x

x x x

      

2

2

6 8 0

4 11 6 8.

   


   

x x

x x x
 

Gi¶i tõng bÊt ph−¬ng tr×nh : 

 x
2
 + 6x + 8  > 0    x <  4  hoÆc x  >  2 ; 

 4x + 11 > x
2
 + 6x + 8    x

2
 + 2x  3 < 0    3 < x < 1. 

C¸c gi¸ trÞ cña x tho¶ m·n ®ång thêi c¶ hai bÊt ph−¬ng tr×nh trªn lµ x  (2 ; 1). 

     

  

VËy tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh (1) lµ S = (2 ; 1). 

H2  Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh  1

3

log ( 1)x  > log3(2  x). 

C©u hái vμ bμi tËp 

Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh sau : 

80.  a) 2
3  6x

 > 1 ;     b) 16
x
  > 0,125. 

81.  a) log5(3x  1) < 1 ;    b) 1

3

log (5 1) 0 x  ; 

c) log0,5(x
2
  5x + 6)   1 ;              d) log3

1 2 x

x
  0 . 
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82.  a) 2
0,5log x  + log0,5x  2  0 ;              b)    12 2 3 0.x x

'  

83.  a) 2
0,1log ( 2) x x  > log0,1(x + 3) ; 

b) 2
1 3

3

log ( 6 5) 2 log (2 ) 0.    x x x  

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp ch−¬ng II 

84. So s¸nh p vµ q, biÕt : 

a) 
2 3

3 2


      
   

p q

 ;    b) 
8 3

3 8


      
   

p q

 ; 

c) 0,25
p
  < 

2
1

2

 
 
 

q

 ;    d) 

2
7 2

2 7


      
   

p p q

. 

85. Cho x < 0. Chøng minh r»ng 

  
 
 

2

2

1
1 1 2 2

4

1
1 1 2 2

4





   

  

x x

x x

 = 
1 2 .
1 2





x

x
 

86. TÝnh 

a) A = 3 812 log 4 4 log 2
9


 ;    b) B = 

52 43

4

. .
log

 
 
 
 

a

a a a

a
 ; 

c) C = 
5 5 5 5

5 5

dÊu c¨n

log log ... 5
n

. 

87.  Chøng minh r»ng log23 > log34. 

88.  Gäi c lµ c¹nh huyÒn, a vµ b lµ hai c¹nh gãc vu«ng cña mét tam gi¸c vu«ng. 

Chøng minh r»ng 

  log log 2 log . log .b c c b b c c ba a a a      
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89. Chøng minh r»ng hµm sè y = ln
1

1  x
 tho¶ m·n hÖ thøc xy ' + 1 = e

y
. 

90. Gi¶ sö ®å thÞ (G) cña hµm sè y = 
 2

ln 2

x

 c¾t trôc tung t¹i ®iÓm A vµ tiÕp tuyÕn 

cña (G) t¹i A c¾t trôc hoµnh t¹i ®iÓm B. TÝnh gi¸ trÞ gÇn ®óng cña diÖn tÝch cña 

tam gi¸c OAB (chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn ngh×n). 

91. KÝ hiÖu M lµ mét ®iÓm thuéc ®å thÞ cña hµm sè y = logax. Trong hai kh¼ng 

®Þnh a > 1 vµ 0 < a < 1, kh¼ng ®Þnh nµo ®óng trong mçi tr−êng hîp sau ? 

V× sao ? 

a) M cã to¹ ®é (0,5 ; 7) ;   b) M cã to¹ ®é (0,5 ; 7) ; 

c) M cã to¹ ®é(3 ; 5,2) ;   d) M cã to¹ ®é (3 ;  5,2). 

92. C¸c loµi c©y xanh trong qu¸ tr×nh quang hîp sÏ nhËn ®−îc mét l−îng nhá 

cacbon 14 (mét ®ång vÞ cña cacbon). Khi mét bé phËn cña mét c¸i c©y nµo ®ã 

bÞ chÕt th× hiÖn t−îng quang hîp còng ng−ng vµ nã sÏ kh«ng nhËn thªm 

cacbon 14 n÷a. L−îng cacbon 14 cña bé phËn ®ã sÏ ph©n huû mét c¸ch chËm 

ch¹p, chuyÓn ho¸ thµnh nit¬ 14. BiÕt r»ng nÕu gäi P(t) lµ sè phÇn tr¨m 

cacbon 14 cßn l¹i trong mét bé phËn cña mét c¸i c©y sinh tr−ëng tõ t n¨m 

tr−íc ®©y th× P(t) ®−îc tÝnh theo c«ng thøc 

   5750( ) 100.(0,5) (%)

t

P t  . 

Ph©n tÝch mét mÈu gç tõ mét c«ng tr×nh kiÕn tróc cæ, ng−êi ta thÊy l−îng 

cacbon 14 cßn l¹i trong mÈu gç ®ã lµ 65%. H·y x¸c ®Þnh niªn ®¹i cña c«ng 

tr×nh kiÕn tróc ®ã. 

93. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh : 

a) 

175

37
32 0,25.128


 

xx

xx
 ;    b) 1 15 10 .2 .5x x x x    ; 

c) 0,5 0,5 2 14 3 3 2x x x x      ;   d) 3
4x + 8

  4. 3
2x + 5

 + 28 = 22 log 2.  

94. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh : 

a) log3  2
0,5 0,5log 3log 5 x x  = 2 ; b) log2(4.3

x
  6)  log2(9

x
  6) = 1 ; 
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c) 1  
1

2
log(2x  1) = 

1

2
log(x  9) ;     d) 

1

6
log2(x  2)  

1

3
 = 1

8

log 3 5x . 

95. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

     4
x
  3

x
 = 1. 

96. Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh : 

a) 
2 2log ( ) 5 log ( )

log log 4
1 ;

log log3

x y x y

x

y

   



  

  b) 
2

1
2 2

2 log 3 15

3 . log 2 log 3 .

y

y y

x

x x 

  


 
 

97. Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh : 

a) 4

2

1 log 1

1 log 2





x

x
 ;     b)  1

1

5

log 6 36 2   x x  ; 

c) 2
1 5

5

log ( 6 18) 2 log ( 4) 0    x x x . 

Bμi tËp  tr¾c nghiÖm  kh¸ch  quan 

Trong mçi bµi tËp d−íi ®©y, h·y chän mét ph−¬ng ¸n trong c¸c ph−¬ng ¸n  ®· 

cho ®Ó ®−îc kh¼ng ®Þnh ®óng. 

98. Gi¸ trÞ biÓu thøc 2 2log 36 log 144  b»ng 

 (A)  4 ;  (B) 4 ;    (C)  2 ;     (D) 2. 

99. BiÕt 6log 2a  th× 6log a  b»ng 

 (A) 36 ;   (B) 108 ;    (C) 6 ;     (D) 4. 

100. TËp c¸c sè x tho¶ m·n 0,4log ( 4) 1 0  x  lµ 

 (A) (4; )  ; (B) (4;6,5)  ; (C) ( ;6,5)  ; (D)  [6,5; ) . 

101. TËp c¸c sè x tho¶ m·n 

4 2
2 3

3 2


      
   

x x

 lµ 

 (A) 
2

;
3

   
 ; (B)  

2
;

3

   
 ;    (C) 

2
;

5

   
 ; (D) 

2
;

5

  
 . 
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H×nh 2.13 

102. Gi¸ trÞ biÓu thøc 2,4
0,13log 10 b»ng 

 (A)  0,8 ;  (B) 7,2 ;     (C) –7,2 ;          (D) 72. 

103. Gi¸ trÞ biÓu thøc 2 2(0,5) log 25 log (1,6) b»ng 

 (A) 1 ;  (B) 2 ;  (C) 3 ;  (D) 5. 

104. Gi¸ trÞ biÓu thøc 2 2
2

3,75 60

log 240 log 15
log 1

log 2 log 2
   b»ng 

 (A)  4 ;  (B) 3 ;  (C) 1 ;  (D) – 8. 

105. TËp c¸c sè x tho¶ m·n 

2 1 2
3 3

5 5

 
      
   

x x

lµ 

(A) [3 ; +) ; (B) ( ; 1] ; (C) [1 ; +) ; (D) (+ ; ). 

106.  §èi víi hµm sè  f(x) = e
cos2x

, ta cã  

(A) 

3

2' e
6

   
 

f  ;   (B)  

3

2' e
6

    
 

f  ; 

(C)  ' 3e
6

   
 

f  ;   (D) ' 3e
6

    
 

f . 

107.  §èi víi hµm sè y = ln
1

1x
, ta cã  

 (A)  xy' + 1 =  e
y
  ;  (B)  xy' + 1 = e

y
  ; 

 (C)  xy'  1 =  e
y
  ;  (D)  xy'  1 = e

y
. 

108.  Trªn h×nh 2.13, ®å thÞ cña ba hµm sè  

  y = a
x
 , y = b

x
 vµ y = c

x
 

(a, b vµ c lµ ba sè d−¬ng kh¸c 1 cho tr−íc) 

®−îc vÏ trong cïng mét mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

Dùa vµo ®å thÞ vµ c¸c tÝnh chÊt cña luü 

thõa, h·y so s¸nh ba sè a, b vµ c.  

(A)  a > b > c  ;  (B) a > c > b ; 

(C)  c > b > a ;  (D) b > c > a. 
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H×nh 2.14 

109.  Trªn h×nh 2.14, ®å thÞ cña ba hµm sè  

  y = logax , y = logbx  vµ y = logcx 

(a, b vµ c lµ ba sè d−¬ng kh¸c 1 cho tr−íc) ®−îc vÏ trong cïng mét mÆt 

ph¼ng to¹ ®é. Dùa vµo ®å thÞ vµ c¸c tÝnh chÊt cña l«garit, h·y so s¸nh ba sè a, 

b vµ c.  

(A)  a > b > c   ; (B) c > a > b ; 

(C)   b > a > c  ; (D) c > b > a. 

110.  Ph−¬ng tr×nh 2

2

log 4 log 2 3 xx  

cã bao nhiªu nghiÖm ?  

(A) 1 nghiÖm ;   (B) 2 nghiÖm ; 

(C) 3 nghiÖm ;  (D) V« nghiÖm. 
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Nguyªn hμm 

1.  Kh¸i niÖm nguyªn hµm 

Bµi to¸n më ®Çu. VËn tèc cña mét viªn ®¹n ®−îc b¾n lªn theo ph−¬ng th¼ng 

®øng t¹i thêi ®iÓm t lµ v (t) = 160  9,8t (m/s) (coi t = 0 lµ thêi ®iÓm viªn ®¹n 

®−îc b¾n lªn). TÝnh qu·ng ®−êng ®i ®−îc cña viªn ®¹n kÓ tõ khi b¾n lªn cho 

®Õn thêi ®iÓm t. 

Gäi s(t) lµ qu·ng ®−êng ®i ®−îc cña viªn ®¹n sau khi b¾n ®−îc t gi©y.  

Ta ®· biÕt v(t) = s'(t). Do ®ã ta ph¶i t×m hµm sè ( )s s t  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn : 

     s'(t) = 160 9,8t . 

NhiÒu vÊn ®Ò cña khoa häc vµ kÜ thuËt ®· dÉn tíi bµi to¸n sau ®©y : 

Cho hµm sè f x¸c ®Þnh  trªn  K, ë ®ã K lµ mét kho¶ng, mét ®o¹n hoÆc mét nöa 

kho¶ng nµo ®ã.  H·y t×m hµm sè F sao cho F'(x) = f(x) víi mäi x  thuéc K. 

§Þnh nghÜa 

Cho hµm sè f x¸c ®Þnh trªn K. Hµm sè F ®−îc gäi lµ nguyªn hµm 

cña  f  trªn K  nÕu F '(x) = f (x) víi mäi x  thuéc K. 

Chó ý 

1) Trong tr−êng hîp [ ; ]K a b , c¸c ®¼ng thøc '( ) ( ),F a f a  

'( ) ( )F b f b  ®−îc hiÓu lµ  

  
( ) ( )

lim ( )





x a

F x F a
f a

x a
 vµ 

( ) ( )
lim ( ).






x b

F x F b
f b

x b
 

2) Cho hai hµm sè f vµ F liªn tôc trªn ®o¹n [ ; ]a b . NÕu F lµ nguyªn 

hµm cña f trªn kho¶ng ( ; )a b  th× cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng 

'( ) ( )F a f a vµ '( ) ( )F b f b , do ®ã F còng lµ nguyªn hµm cña  f  

trªn ®o¹n [ ; ]a b . 

11§
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VÝ dô 1 

a) Hµm sè 
3

( )
3


x

F x  lµ nguyªn hµm cña hµm sè f (x) = 2x  trªn  v× 

3 '

3

 
  
 

x
 = 2x  víi mäi x  . 

b) Hµm sè F (x) = tanx lµ nguyªn hµm cña hµm sè f (x) = 
2

1

cos x
 trªn kho¶ng 

;
2 2

   
 

 v× (tanx)' = 
2

1

cos x
 víi mäi ; .

2 2

    
 

x  

c) Hµm sè F (x) = 32

3
x  lµ nguyªn hµm cña hµm sè f (x) = x  trªn nöa 

kho¶ng [0 ; +) v×  '( ) F x x  víi mäi (0 ; )x    vµ c¶ hai hµm sè f vµ F 

®Òu liªn tôc trªn [0 ; ) . 

 

H1  C¸c hμm sè 1( ) 2 cos2F x x   vμ 2( ) 2 cos2 2F x x    lμ nh÷ng nguyªn 

hμm cña hμm sè nμo ? 

§Þnh lÝ 1 

Gi¶ sö hµm sè F  lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè f  trªn K.  

Khi ®ã 

a) Víi mçi h»ng sè C, hµm sè y = F (x) + C còng lµ mét 

nguyªn hµm cña f  trªn K.  

b) Ng−îc l¹i, víi mçi nguyªn hµm G  cña f  trªn K th× tån t¹i 

mét h»ng sè C sao cho G (x) = F (x) + C  víi mäi x  thuéc K. 

Chøng minh 

a) Gi¶ sö G (x) = F (x) + C. Khi ®ã G '(x) = F '(x) = f (x).  

b) §Æt H(x) = G (x)F (x), ta cã H '(x) = G '(x) F '(x) = f (x) f (x) = 0 víi 

mäi x K . VËy H  lµ hµm sè kh«ng ®æi trªn K, tøc lµ H(x) = C víi C lµ mét 

h»ng sè. Suy ra G (x) = F (x) + C  víi mäi .x K                                                    
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VÝ dô 2. T×m nguyªn hµm F  cña hµm sè f (x) = 23x  trªn  tho¶ m·n ®iÒu 

kiÖn F(1) = 1. 

Gi¶i. DÔ thÊy y = 3x  lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè f (x) = 23x  nªn nguyªn 

hµm F cÇn t×m cã d¹ng  F(x) = 3x  + C. 

V× F(1) = 1 nªn 31  + C = 1, suy ra C = 2. VËy F (x) = 3x  2. 

 Tõ  ®Þnh lÝ 1 ta thÊy nÕu F lµ mét nguyªn hµm cña f trªn K th× mäi nguyªn 

hµm cña f trªn K ®Òu cã d¹ng ( ) F x C  víi C  .  VËy  ( ) F x C , C   

lµ hä tÊt c¶ c¸c nguyªn hµm cña f  trªn K. 

 Hä tÊt c¶ c¸c nguyªn hµm cña f  trªn K ®−îc kÝ hiÖu lµ ( )df x x . VËy   

   ( )d ( ) ,f x x F x C C    . 

Ng−êi ta còng dïng kÝ hiÖu ( )df x x  ®Ó chØ mét nguyªn hµm bÊt k× cña f.  

VËy 

    ( )d ' ( )f x x f x . 

(VÒ kÝ hiÖu ( )df x x  xem bµi  Em cã biÕt : "Nguån gèc cña kÝ hiÖu nguyªn 

hµm vµ tÝch ph©n" tr. 157).  

 Ng−êi ta ®· chøng minh ®−îc r»ng : Mäi hµm sè liªn tôc trªn K ®Òu cã 

nguyªn hµm trªn K. 

 Tõ ®©y, trong c¸c bµi to¸n vÒ nguyªn hµm cña mét hµm sè, nÕu kh«ng nãi g× 

thªm, ta lu«n gi¶ thiÕt r»ng hµm sè ®ã lµ liªn tôc vµ nguyªn hµm cña nã ®−îc 

xÐt trªn mçi kho¶ng (nöa kho¶ng, ®o¹n) x¸c ®Þnh cña hµm sè ®ã. 

2.   Nguyªn hµm cña mét sè hµm sè th−êng gÆp  

Bµi to¸n t×m nguyªn hµm lµ bµi to¸n ng−îc víi bµi to¸n t×m ®¹o hµm. ViÖc 

t×m nguyªn hµm cña mét hµm sè th−êng ®−îc ®−a vÒ t×m nguyªn hµm cña c¸c 

hµm sè ®¬n gi¶n h¬n. Sau ®©y lµ nguyªn hµm cña mét sè hµm sè ®¬n gi¶n 

th−êng gÆp. 
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1) dx C0  ,     xd  = 1 xd  = x + C ; 

2) 
1

1


  

 
x

x x Cd     (   1) ; 

3) 
1
 x

x
d  = ln|x| + C ;  

4) Víi k lµ h»ng sè kh¸c 0 

a) sin kx dx = 
cos


kx

k
 + C ;  

b) cos kx dx = 
sin kx

k
 + C ; 

c) ekx x d  = 
ekx

k
 + C ; 

d) 
ln

 
x

x a
a x C

a
d  (0 < a  1) ; 

5) a) 
2

1

cos
 x

x
d  = tanx + C ; 

b) 
2

1

sin
 x

x
d  = cotx + C. 

Ta dÔ dµng chøng minh c¸c c«ng thøc trªn b»ng c¸ch tÝnh ®¹o hµm vÕ ph¶i. 

Ch¼ng h¹n, v× 
'sin 

 
 

kx

k
 = coskx nªn ta cã c«ng thøc 4) b). 

VÝ dô 3 

a) 4 54
4 d .

5
x x x C   

b) 

1 3
11 2 2

2 32
d d .

1 3 3
1

2 2

x x
x x x x C C x C



      


   

c) 
sin

2cos d 2sin
2 1 2

2

x
x x

x    + C. 
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H2  T×m  a) 
3

1
dx

x
  ;   b) sin 2 d .x x  

3.  Mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña nguyªn hµm 

§Þnh lÝ 2 

NÕu f , g lµ hai hµm sè liªn tôc trªn  K  th× 

a) [ ( ) ( )]d ( )d ( )df x g x x f x x g x x     ; 

b) Víi mäi sè thùc 0k  ta cã  

 ( )d ( )dkf x x k f x x  . 

Chøng minh. a) Ta cÇn chøng tá r»ng vÕ ph¶i lµ mét nguyªn hµm cña .f g  

ThËt vËy ta cã  

      ( )d ( )d ' ( )d ' ( )d ' ( ) ( )f x x g x x f x x g x x f x g x        . 

b) Chøng minh t−¬ng tù.          

Dùa vµo nguyªn hµm cña c¸c hµm sè th−êng gÆp vµ vËn dông hai ®Þnh lÝ trªn 

ta cã thÓ tÝnh ®−îc nguyªn hµm cña nhiÒu hµm sè kh¸c. 

VÝ dô 4. T×m 

a) 
2

d
2

x
x

x

 
 

   ; 

b) 4( 1)( 3 )dx x x x   ; 

c) 2sin d .x x  

Gi¶i 

a) 
2

d
2

x
x

x

 
 

   = 
2

d d
2

x
x x

x
   

= 

1 1 3 1

2 2 2 21 1
d 2 d 4

2 3
x x x x x x C


      

= 31
4 .

3
x x C   
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b) 4( 1)( 3 )dx x x x   = 5 4 2( 3 3 )dx x x x x    

= 5 4 2d d 3 d 3 dx x x x x x x x       

= 
6 5 2

3 3
.

6 5 2
   

x x x
x C  

c) 2 1 cos2 1 1
sin d d d cos2 d

2 2 2

x
x x x x x x


       = 

sin 2

2 4


x x
 + C. 

H3  T×m 

a) 3 2( 2 4)dx x x   ;   b) 2cos d .x x  

C©u hái vμ bμi tËp 

1. T×m nguyªn hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a)  f (x) = 23x  + 
2

x
 ;    b) f (x) = 32x 5x + 7 ; 

c)  f (x) = 2

2

1 1

3
 x

x
 ; d) f (x) = 

1

3


x  ;                e) 2( ) 10 xf x . 

2. T×m 

a) 3( ) x x xd  ;    b) 
2




x x x
x

x
d  ; 

c) 24sin x xd  ;     d) 
1 cos 4

.
2




x
xd  

3. Chän kh¼ng ®Þnh ®óng trong c¸c kh¼ng ®Þnh d−íi ®©y : 

Nguyªn hµm cña hµm sè siny x x  lµ 

(A) 2 sin
2


x
x C  ;   (B) cos x x C  ;  (C) cos sin .  x x x C  

4. Kh¼ng ®Þnh sau ®óng hay sai ? 

NÕu  f (x) = (1 x )' th× ( )d .f x x x C    
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Mét sè ph−¬ng ph¸p t×m 
nguyªn hμm 

1.  Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè 

C¬ së cña ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè lµ ®Þnh lÝ sau ®©y. 

§Þnh lÝ 1 

Cho hµm sè u = u(x) cã ®¹o hµm liªn tôc trªn K vµ hµm sè y = f(u) 

liªn tôc sao cho f [u(x)] x¸c ®Þnh trªn K. Khi ®ã nÕu F lµ mét 

nguyªn hµm cña  f ,  tøc lµ ( )d ( )f u u F u C   th× 

  [ ( )] '( )d [ ( )] .f u x u x x F u x C     (1) 

Chøng minh 

Theo quy t¾c tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè hîp, ta cã 

  ( [ ( )] ) 'F u x C  =  ' ( ) '( )F u x u x  =  ( ) '( ).f u x u x  

VËy ta cã (1).             

Chó ý 

Trong thùc hµnh, ta th−êng viÕt t¾t  F[u(x)] lµ F(u) ; f[u(x)] lµ f(u) 

vµ coi du lµ vi ph©n cña hµm sè ( )u u x  (nghÜa lµ du = du(x) = u'(x)dx). 

Khi ®ã, c«ng thøc (1) ®−îc viÕt nh− sau : 

         ( ) '( )d ( ) d ( ) ( )df u x u x x f u x u x f u u     

         ( ) ( ) .F u C F u x C       (2) 

Ta nãi ®· thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn ( )u u x . 

VÝ dô 1. T×m 4(2 1) d .x x  

22§
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Gi¶i. Ta cã 4(2 1)x dx = 41
(2 1)

2
x (2x + 1)'dx = 41

(2 1) d(2 1).
2

x x                       

§Æt  ( ) 2 1  u u x x . ¸p dông c«ng thøc (2), ta cã 

 4 4 4 41 1 1
(2 1) d (2 1) d(2 1) d d

2 2 2
x x x x u u u u          

5 51 1 1
. (2 1) .

2 5 10
u C x C       

H1  T×m 
2 32 ( 1) dx x x . 

VÝ dô 2. T×m 
3 2

2
d .

4

x
x

x 
  

Gi¶i. Ta cã 

  
3 2

2 d

4

x x

x
 = 

2

3 2

( 4) '
d

4





x
x

x
 =

1
2 23( 4) d( 4).x x


    

§Æt  2 4 u x . ¸p dông c«ng thøc (2), ta cã 

 

11
32 23

3 2

2
d ( 4) d( 4) d

4

x
x x x u u

x


   


    

2 2

3 323 3
( 4) .

2 2
u C x C        

VÝ dô 3. T×m cos (7x + 5)dx. 

Gi¶i. Ta cã 

 cos(7 5)dx x  = 
1 1

'cos(7 5)(7 5) d cos(7 5)d(7 5).
7 7

x x x x x       

§Æt 7 5 u x . C«ng thøc (2) cho ta  

  
1 1

cos(7 5)d cos(7 5)d(7 5) cos d
7 7

x x x x u u        

1 1
sin sin(7 5) .

7 7
u C x C       

VÝ dô 4. T×m 
sin

e cos d
x

x x . 

Gi¶i. Ta cã 

  sine cos dx x x   = sine d(sin )x x . 
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§Æt  sinu x .  C«ng thøc (2) cho ta 

 sin sincos )x xx x x e d e d(sin  =  u uue d e  + C = sin xe  + C. 

H2 T×m 
21 d .xxe x  

2.  Ph−¬ng ph¸p lÊy nguyªn hµm tõng phÇn 

C¬ së cña ph−¬ng ph¸p lÊy nguyªn hµm tõng phÇn lµ ®Þnh lÝ sau ®©y. 

§Þnh lÝ 2 

NÕu u, v lµ hai hµm sè cã ®¹o hµm liªn tôc trªn K th× 

 ( ) '( ) ( ) ( ) ( ) '( ) .  u x v x x u x v x v x u x xd d  

C«ng thøc trªn gäi lµ c«ng thøc lÊy nguyªn hµm tõng phÇn (gäi t¾t lµ c«ng 

thøc nguyªn hµm tõng phÇn) vµ ®−îc viÕt gän d−íi d¹ng  

    .  u v uv v ud d   

Chøng minh 

Ta cÇn chøng tá vÕ ph¶i lµ mét nguyªn hµm cña 'uv . ThËt vËy  

   ( ) ( ) ( ) '( )d ' ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) '( )d 'u x v x v x u x x u x v x v x u x v x u x x      

( ) '( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) '( )   u x v x v x u x v x u x u x v x .                                     

VÝ dô 5. T×m cos d .x x x  

Gi¶i 

§Æt u(x) = x, v '(x) = cosx. Khi ®ã u'(x) = 1, v(x) = sinx (chØ cÇn lÊy mét 

nguyªn hµm cña v'). Theo c«ng thøc nguyªn hµm tõng phÇn, ta cã 

  cos dx x x  = x sinx  sin dx x  = x sinx + cosx + C. 

VÝ dô 6. T×m nguyªn hµm cña hµm sè ln .y x  

Gi¶i 

§Æt ( ) ln , d d .u u x x v x    Khi ®ã 
1

d du x
x

, ( ) .v v x x   Theo c«ng 

thøc nguyªn hµm tõng phÇn, ta cã 

ln dx x  = xlnx 
1

. dx x
x  = xlnx – dx  = xlnx – x + C. 
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H3   T×m nguyªn hμm cña hμm sè f(x) = 2e
3

xx
.  

(H−íng dÉn. §Æt u(x) = 
2, '( ) e ).

3
xx

v x   

C©u hái vμ bμi tËp 

5. Dïng ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè, t×m nguyªn hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a) f (x) = 
2

3

9

1 

x

x
    (H−íng dÉn. §Æt 31 u x ) ; 

b) f (x) = 
1

5 4x
    (H−íng dÉn. §Æt 5 4 u x ) ; 

c) f (x) = 
4 21 x x     (H−íng dÉn. §Æt 21 u x ) ; 

d) f (x) = 
2

1

(1 )x x
 (H−íng dÉn. §Æt 1 u x ). 

6. Dïng ph−¬ng ph¸p lÊy nguyªn hµm tõng phÇn, t×m nguyªn hµm cña c¸c hµm 

sè sau : 

a) f (x) = sin
2

x
x  ;            b) f (x) = 2x cosx ;   

c) f (x) = e ;xx              d) 3( ) ln(2 )f x x x . 

LuyÖn tËp 

T×m nguyªn hµm cña c¸c hµm sè sau : 

7.  a) f (x) = 23 7 3x x  ;   b) f (x) = cos(3x + 4) ; 

c) f (x) = 
2

1

cos (3 2)x
 ;  d) f (x) = 5 .sin cos

3 3

x x
 

8. a) f (x) = 

5
3

2 1
18

 
 

 
x

x  ;   b) f (x) = 
2

1 1 1
sin cos

x xx
 ; 

c) f (x) = 3exx  ;    d) f (x) = 3 9e x . 
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H×nh 3.1 

9. a) f (x) = 2 cos2x x  ;   b) f (x) =  x lnx ; 

c) 4( ) sin cosf x x x  ;  d) 2( ) cos( )f x x x . 

TÝch ph©n 

1.  Hai bµi to¸n dÉn ®Õn kh¸i niÖm tÝch ph©n 

a) DiÖn tÝch h×nh thang cong 
Cho hµm sè y = f (x) liªn tôc vµ lÊy gi¸ trÞ d−¬ng 

trªn ®o¹n [a ; b]. H×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®å thÞ 

hµm sè y = f (x), trôc hoµnh vµ hai ®−êng th¼ng 

x = a, x = b ®−îc gäi lµ h×nh thang cong (phÇn t« 

®Ëm trong h×nh 3.1). 

Bµi to¸n ®Æt ra lµ t×m c«ng thøc tÝnh diÖn tÝch 

cña h×nh thang cong.  

Bµi to¸n 1  

Cho h×nh thang cong giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè ( ),y f x   trôc hoµnh vµ hai 

®−êng th¼ng ,x a  x b  ( ).a b  Gi¶ sö f  lµ hµm sè liªn tôc, ®ång biÕn vµ 

nhËn gi¸ trÞ d−¬ng trªn ®o¹n [a ; b]. Chøng minh r»ng diÖn tÝch S cña h×nh 

thang cong ®ã lµ   

                      ( ) ( ) S F b F a  

trong ®ã F lµ mét nguyªn hµm bÊt k× cña f  trªn ®o¹n [a ; b].  

Chøng minh 

KÝ hiÖu ( )S x  ( )a x b   lµ diÖn tÝch h×nh thang cong giíi h¹n bëi ®å thÞ 

hµm sè ( )y f x , trôc hoµnh, ®−êng th¼ng x = a vµ ®−êng th¼ng ®i qua 

®iÓm x trªn trôc hoµnh vµ vu«ng gãc víi trôc hoµnh (h.3.2). Nh− vËy, ta cã 

mét hµm sè y = S(x) x¸c ®Þnh trªn ®o¹n [a ; b].  

33§
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Tr−íc hÕt, ta chøng minh y = S(x) lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè y = ( )f x  

trªn ®o¹n [a ; b]. ThËt vËy, gi¶ sö 0x  lµ mét ®iÓm tuú ý cè ®Þnh thuéc kho¶ng 

(a ; b). XÐt ®iÓm 0( ; ].x x b                   

Khi ®ã 0( ) ( )S x S x  lµ diÖn tÝch h×nh thang cong MNEQ (h.3.3). 

 

 

 

 

 

 

 

    H×nh 3.2              H×nh 3.3 

Do f lµ hµm ®ång biÕn nªn h×nh thang cong MNEQ n»m trong h×nh ch÷ nhËt 

MNEF vµ chøa h×nh ch÷ nhËt MNPQ. VËy 

    MNPQ MNEQ MNEFS S S  

tøc lµ   0 0 0 0( )( ) ( ) ( ) ( )( ),    f x x x S x S x f x x x  

suy ra   0
0

0

( ) ( )
( ) ( ).


 


S x S x

f x f x
x x

    (1) 

V× 
0

0lim ( ) ( )



x x

f x f x  nªn tõ (1) ng−êi ta chøng minh ®−îc 

   
0

0
0

0

( ) ( )
lim ( ).






x x

S x S x
f x

x x
 

T−¬ng tù víi 0[ ; ),x a x  ta còng cã 
0

0
0

0

( ) ( )
lim ( ).






x x

S x S x
f x

x x
 

VËy 
0

0
0

0

( ) ( )
lim ( )





x x

S x S x
f x

x x
 hay 0 0'( ) ( ).S x f x  

V× 0x  lµ tuú ý thuéc ( ; )a b , nªn suy ra '( ) ( )S x f x  víi mäi ( ; ).x a b  

T−¬ng tù, ta cã : '( ) ( ), '( ) ( ).S a f a S b f b   VËy hµm sè y = S(x) lµ mét 

nguyªn hµm cña f  trªn ®o¹n [a ; b]. Thµnh thö tån t¹i h»ng sè C sao cho 

( ) ( ) . S x F x C  
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DÔ thÊy ( ) ( ). S S b S a  

Do ®ã    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).       S S b S a F b C F a C F b F a              

H1  TÝnh diÖn tÝch h×nh thang cong giíi h¹n bëi ®å thÞ hμm sè 
4

y x , trôc hoμnh 

vμ hai ®−êng th¼ng x = 1 ; x = 2. 

b) Qu·ng ®−êng ®i ®−îc cña mét vËt 
Bµi to¸n 2  

Gi¶ sö mét vËt chuyÓn ®éng cã vËn tèc thay ®æi theo thêi gian, v = f(t) (0 < t < T). 

Chøng  minh r»ng  qu·ng  ®−êng L vËt ®i ®−îc trong kho¶ng thêi gian tõ thêi 

®iÓm t = a  ®Õn thêi ®iÓm t = b (0 < a < b < T) lµ 

    L = F(b) – F(a), 

trong ®ã F  lµ mét nguyªn hµm bÊt k× cña f  trªn kho¶ng (0 ; T).  

Chøng minh 

Gäi s = s(t) lµ qu·ng ®−êng ®i ®−îc cña vËt cho ®Õn thêi ®iÓm t. Qu·ng ®−êng 

vËt ®i ®−îc trong kho¶ng thêi gian tõ thêi ®iÓm t = a ®Õn thêi ®iÓm t = b lµ        

L = s(b)  s(a). MÆt kh¸c, ta ®· biÕt '( ) ( ),s t f t  do ®ã s = s(t) lµ mét nguyªn 

hµm cña f. Thµnh thö, tån t¹i h»ng sè C sao cho s(t) = F(t) + C. VËy 

 L = s(b) s(a) = [F(b) + C] [F(a) + C] = F(b) F(a).                

2.  Kh¸i niÖm tÝch ph©n 

Trong khoa häc vµ kÜ thuËt, cã nhiÒu ®¹i l−îng quan träng ®−îc biÓu thÞ b»ng 

hiÖu F(b) F(a) trong ®ã F lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè  f  nµo ®ã.  

§Þnh nghÜa 

Cho hµm sè f  liªn tôc trªn K vµ a, b lµ hai sè bÊt k× thuéc K. NÕu 

F lµ mét nguyªn hµm cña f  trªn K th× hiÖu sè  

   F(b) F(a) 

®−îc gäi lµ tÝch ph©n cña f  tõ a ®Õn b vµ kÝ hiÖu lµ 

   ( )d .

b

a

f x x   
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Trong tr−êng hîp a < b , ta gäi ( )
b

a

f x xd  lµ tÝch ph©n cña f trªn ®o¹n [a ; b]. 

H2  Chøng minh r»ng ( )d

b

a

f x x  lμ mét sè kh«ng phô thuéc vμo viÖc chän nguyªn 

hμm F  nμo trong hä c¸c nguyªn hμm cña f . 

Ng−êi ta cßn dïng kÝ hiÖu ( )
b

a
F x  ®Ó chØ hiÖu sè ( ) ( )F b F a . Nh− vËy nÕu 

F lµ mét nguyªn hµm cña f  trªn K th×  

   ( )d ( )

b
b

a
a

f x x F x . 

V× ( ) f x dx  lµ mét nguyªn hµm bÊt k× cña f  nªn ta cã  

    ( )d ( )d . 
b

b

a a

f x x f x x  

Ng−êi ta gäi hai sè a, b lµ hai cËn tÝch ph©n, sè a lµ cËn d−íi, sè b lµ cËn trªn, 

f lµ hµm sè d−íi dÊu tÝch ph©n, f (x)dx lµ biÓu thøc d−íi dÊu tÝch ph©n vµ x lµ 

biÕn sè lÊy tÝch ph©n. 

Chó ý 

§èi víi biÕn sè lÊy tÝch ph©n, ta cã thÓ chän bÊt k× mét ch÷ kh¸c 

thay cho x. Ch¼ng h¹n, nÕu sö dông ch÷ t, ch÷ u,... lµm biÕn sè lÊy 

tÝch ph©n th× 

( )d

b

a

f t t , ( )d ,

b

a

f u u  … ®Òu lµ mét sè vµ sè ®ã b»ng F(b) F(a). 

VÝ dô 1. 
5

3

1
dx

x
    5

3
ln x  = 

5
ln 5 ln 3 ln

3
   ; 

   

4

2

1
dx x

x

   
   

2 4

2
ln

2

 
 

 
x

x  = 6 + ln 2.      
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Víi ®Þnh nghÜa tÝch ph©n, bµi to¸n 1 cã thÓ ph¸t biÓu l¹i nh− sau : 

Cho hµm sè y = f(x) liªn tôc, ®ång biÕn vµ nhËn gi¸ trÞ d−¬ng trªn ®o¹n [a ; b]. 

Khi ®ã diÖn tÝch S cña h×nh thang cong giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè y = f(x), trôc 

hoµnh vµ hai ®−êng th¼ng x = a, x = b lµ S = ( )d .

b

a

f x x  

    Tæng qu¸t, ng−êi ta chøng minh ®−îc 

§Þnh lÝ 1  

Cho hµm sè y = f (x) liªn tôc, kh«ng ©m trªn ®o¹n [a ; b]. Khi 

®ã diÖn tÝch S cña h×nh thang cong giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè 

y = f (x), trôc hoµnh vµ hai ®−êng th¼ng x = a, x = b lµ 

                     S = ( ) .
b

a

f x xd  

H3  Mét vËt chuyÓn ®éng víi vËn tèc thay ®æi theo thêi gian v = f (t). Chøng minh 

r»ng qu·ng ®−êng mμ vËt ®i ®−îc trong kho¶ng thêi gian tõ thêi ®iÓm a ®Õn thêi 

®iÓm b lμ ( )d .

b

a

f t t  

VÝ dô 2. Mét «t« ®ang ch¹y víi vËn tèc 20m/s th× ng−êi l¸i ®¹p phanh (cßn 

nãi lµ "th¾ng"). Sau khi ®¹p phanh, «t« chuyÓn ®éng chËm dÇn ®Òu víi vËn tèc 

v(t) = 40t + 20 (m/s), trong ®ã t lµ kho¶ng thêi gian tÝnh b»ng gi©y kÓ tõ lóc 

b¾t ®Çu ®¹p phanh. Hái tõ lóc ®¹p phanh ®Õn khi dõng h¼n, «t« cßn di chuyÓn 

bao nhiªu mÐt ? 

Gi¶i. LÊy mèc thêi gian lµ lóc «t« b¾t ®Çu ®−îc phanh. Gäi T lµ thêi ®iÓm «t« 

dõng. Ta cã v(T) = 0 suy ra 20 = 40T hay T = 0,5. Nh− vËy, kho¶ng thêi gian tõ 

lóc ®¹p phanh ®Õn khi dõng h¼n cña «t« lµ 0,5 gi©y. Trong kho¶ng thêi gian 0,5 

gi©y ®ã, «t« di chuyÓn ®−îc qu·ng ®−êng lµ   

                      L = 

0,5

0

(20 40 )dt t  = (20t 220 t )
0,5

0
 = 5 (m). 
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3.  TÝnh chÊt cña tÝch ph©n  

C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña tÝch ph©n ®−îc ph¸t biÓu trong ®Þnh lÝ sau ®©y. 

®Þnh lÝ 2 

Gi¶ sö c¸c hµm sè ,f g  liªn tôc trªn K vµ a, b, c lµ ba sè bÊt 

k× thuéc K. Khi ®ã ta cã 

1) ( )d

a

a

f x x  = 0 ; 

2) ( )d ( )d

b a

a b

f x x f x x    ; 

3) ( )d ( )d ( )d

b c c

a b a

f x x f x x f x x     ; 

4) [ ( ) ( )]d ( )d ( )d

b b b

a a a

f x g x x f x x g x x      ; 

5) ( )d ( )d

b b

a a

kf x x k f x x   víi k  . 

Chøng minh.  Ta chøng minh c¸c tÝnh chÊt 3) vµ  4). 

Gi¶ sö F  lµ mét nguyªn hµm cña f . 

3) Ta cã 

  ( )d ( )d

b c

a b

f x x f x x    = ( ) ( ) ( ) ( )  F b F a F c F b  

= ( ) ( ) ( )d .

c

a

F c F a f x x    

4) ¸p dông ®Þnh lÝ 2 cña §1 ta cã 

[ ( ) ( )]d

b

a

f x g x x  =       ( ) ( ) d ( )d ( )d
b b b

a a a
f x g x x f x x g x x      

=  ( )d ( )d .

b b

a a

f x x g x x                 
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H4  H·y chøng minh c¸c tÝnh chÊt 1), 2) vμ 5). 

VÝ dô 3. Cho 

3

1

( )df x x   2  vµ  

3

1

( )dg x x   3. 

 H·y tÝnh 

    

3

1

[3 ( ) ( )]df x g x x   vµ  

3

1

[5 4 ( )]d .f x x  

Gi¶i 

 

3 3 3

1 1 1

[3 ( ) ( )]d 3 ( )d ( )df x g x x f x x g x x      = 3.(2)  3 = 9. 

 

3 3 3

1 1 1

[5 4 ( )]d 5 d 4 ( )df x x x f x x      = 5.2 4.(2) = 18.    

H5  T×m b nÕu biÕt r»ng  

  

0

(2 4)d 0

b

x x  . 

C©u hái vμ bμi tËp 

10. Kh«ng t×m nguyªn hµm, h·y tÝnh c¸c tÝch ph©n sau : 

a) 

4

2

3 d
2

x
x



  
   ;  b) 

2

1

dx x


  ;  c) 

3
2

3

9 d .x x



  

H−íng dÉn. ¸p dông ®Þnh lÝ 1. 

11. Cho biÕt 

2

1

( )df x x  = 4, 

5

1

( )df x x  = 6, 

5

1

( )dg x x  = 8. H·y tÝnh 

a) 

5

2

( )df x x  ;         b) 

2

1

3 ( )df x x  ; 
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c) 

5

1

[ ( ) ( )]df x g x x  ;      d) 

5

1

[4 ( ) ( )]d .f x g x x  

12. Cho biÕt 

3

0

( )df z z  = 3,  

4

0

( )df x x  = 7. H·y tÝnh 

4

3

( )d .f t t  

13. a) Chøng minh r»ng nÕu f (x)  0 trªn [a ; b] th× ( )d 0

b

a

f x x  .  

b) Chøng minh r»ng nÕu f (x)  g(x) trªn [a ; b] th× ( )d ( )d .

b b

a a

f x x g x x   

14. a) Mét vËt chuyÓn ®éng víi vËn tèc v(t) = 1 2sin 2t (m/s). TÝnh qu·ng ®−êng 

vËt di chuyÓn trong kho¶ng thêi gian tõ thêi ®iÓm t = 0(s) ®Õn thêi ®iÓm 

t = 
3

4


(s). 

b) Mét vËt chuyÓn ®éng chËm dÇn víi vËn tèc v(t) = 160 – 10t (m/s). TÝnh 

qu·ng ®−êng mµ vËt di chuyÓn ®−îc tõ thêi ®iÓm t = 0 ®Õn thêi ®iÓm mµ vËt 

dõng l¹i. 

15. Mét vËt ®ang chuyÓn ®éng víi vËn tèc 10m/s th× t¨ng tèc víi gia tèc 

a(t) = 3t + 2t  (m/s
2
). TÝnh qu·ng ®−êng vËt ®i ®−îc trong kho¶ng thêi gian 

10 gi©y kÓ tõ lóc b¾t ®Çu t¨ng tèc. 

16. Mét viªn ®¹n ®−îc b¾n lªn theo ph−¬ng th¼ng ®øng víi vËn tèc ban ®Çu 25m/s. 

Gia tèc träng tr−êng lµ 9,8m/s
2
.  

a) Sau bao l©u viªn ®¹n ®¹t tíi ®é cao lín nhÊt ? 

b) TÝnh qu·ng ®−êng viªn ®¹n ®i ®−îc tõ lóc b¾n lªn cho ®Õn khi ch¹m ®Êt 

(tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn tr¨m). 
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TÝnh gÇn ®óng tÝch ph©n vµ kh¸i niÖm 

tæng tÝch ph©n 

1.  TÝnh gÇn ®óng tÝch ph©n 

Tõ ®Þnh nghÜa tÝch ph©n ta thÊy muèn tÝnh tÝch ph©n ( ) d
b

a

f x x  th× ph¶i t×m ®−îc mét 

nguyªn hµm F  cña f . MÆc dï nguyªn hµm nµy ch¾c ch¾n tån t¹i nh−ng trong nhiÒu 
tr−êng hîp ta kh«ng thÓ t×m ®−îc biÓu thøc t−êng minh cña F(x) qua c¸c hµm s¬ cÊp 
®· biÕt. (Ch¼ng h¹n, ng−êi ta ®· chøng minh r»ng nguyªn hµm cña c¸c hµm sè 

2x
y e

 , 
sin x

y
x

 , 41y x  , ... kh«ng thÓ biÓu diÔn qua c¸c hµm s¬ cÊp ®· 

biÕt.). Trong nh÷ng tr−êng hîp nh− vËy, viÖc tÝnh ®óng tÝch ph©n ( )d

b

a

f x x  lµ kh«ng 

thÓ thùc hiÖn ®−îc. VËy cã thÓ tÝnh gÇn ®óng tÝch ph©n ®ã ®−îc kh«ng ? 

a) Cho hµm sè y = f(x) liªn tôc vµ lÊy gi¸ trÞ d−¬ng trªn ®o¹n [a ; b]. XÐt h×nh thang 

cong H giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè y = f (x), trôc hoµnh vµ hai ®−êng th¼ng x a , 

x b  (trªn h×nh 3.4, hµm sè 
2( ) 5 ,f x x  1, 2a b   ). Gäi S lµ diÖn tÝch cña H. 

Theo ®Þnh lÝ 1 ta cã ( )d 
b

a

S f x x .  

Víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, ta chia ®o¹n [a; b] lµm n ®o¹n con b»ng nhau bëi c¸c 

®iÓm 0x a , 1
b a

x a
n


  ,..., k

b a
x a k

n


  ,..., nx b  ( 0, 1, 2, ..., ).k n  

Dùng c¸c h×nh ch÷ nhËt kB  víi ®¸y lµ ®o¹n th¼ng 1[ ; ]k kx x  , chiÒu cao lµ ( )kf x  

(k = 0, …, n 1). DiÖn tÝch cña h×nh ch÷ nhËt kB  lµ 1( )( )k k kf x x x  . Gäi nA  lµ 

hîp cña n h×nh ch÷ nhËt 0 1 1, ,..., nB B B   (xem h×nh 3.4b víi n = 10) vµ S( nA ) lµ diÖn 

tÝch cña h×nh nA . Ta cã ( )nS A  lµ tæng diÖn tÝch cña n h×nh ch÷ nhËt 0 1 1, ,..., nB B B  . 

VËy 
1

1

0

( ) ( )( )
n

n k k k

k

S A f x x x






  . 

Khi sè ®iÓm chia n cµng lín, sè h×nh ch÷ nhËt 0 1 1, ,..., nB B B   cµng nhiÒu th× diÖn 

tÝch S( nA ) cña h×nh nA  cµng gÇn víi diÖn tÝch S cña H (xem h×nh 3.4c víi n = 20, 

h×nh 3.4d víi n = 30). VËy ( )nS S A  nghÜa lµ 
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1

1

0

( ) ( )( ).

b n

k k k

ka

f x x f x x x






  d  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh H      H×nh 10A  

a)        b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 20A       H×nh 30A  

       c)                               d) 

                                                                      H×nh 3.4  

b) Cã thÓ nhËn ®−îc c«ng thøc gÇn ®óng trªn víi lËp luËn nh− sau : Gi¶ sö  mét vËt 
chuyÓn ®éng víi vËn tèc v = f(t). Ta chia kho¶ng thêi gian [a; b] thµnh n kho¶ng thêi 

gian b»ng nhau a = t0 < t1 < . . .  < tn = b. Víi n kh¸ lín th× kho¶ng thêi gian (tk ; tk+1 ) 
kh¸ bÐ nªn cã thÓ coi r»ng trong kho¶ng thêi gian ®ã vËt chuyÓn ®éng víi vËn tèc 

kh«ng ®æi. Khi ®ã, qu·ng ®−êng vËt ®i ®−îc trong kho¶ng thêi gian (tk ; tk +1) xÊp xØ 
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b»ng f(tk )(tk +1  tk ). Thµnh thö qu·ng ®−êng vËt ®i ®−îc trong kho¶ng thêi gian 

[a ; b] xÊp xØ b»ng 
1

1

0

( )( ).
n

k k k

k

f t t t






  MÆt kh¸c, ta ®· biÕt qu·ng ®−êng ®i ®−îc lµ    

( )d

b

a

f t t . VËy ta cã 

   
1

1

0

( )d ( )( ).

b n

k k k

ka

f t f t t t






  t  

2.  Kh¸i niÖm tæng tÝch ph©n 

Mét c¸ch tæng qu¸t, cho hµm sè y = f(x) liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b]. Víi mçi sè nguyªn 

d−¬ng n, ta chia ®o¹n [a ; b] lµm n ®o¹n con b»ng nhau bëi c¸c ®iÓm chia 

 0 1,
b a

x a x a
n


   , ..., k

b a
x a k

n


  , ..., nx b  (k = 0, 1, 2…, n). 

Mçi ®o¹n con ®Òu cã ®é dµi b»ng  
b a

n


. 

KÝ hiÖu  
1

1

0

( )( ).
n

n k k k

k

S f x x x






     

nS  ®−îc gäi lµ tæng tÝch ph©n cÊp n cña hµm sè y = f (x) trªn ®o¹n [a ; b].  

Ng−êi ta ®· chøng minh ®−îc ®Þnh lÝ sau ®©y, gäi lµ ®Þnh lÝ c¬ b¶n cña tÝch ph©n 

§Þnh lÝ 

Cho hµm sè y = f (x) liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b]. Gäi nS  lµ tæng tÝch ph©n cÊp n cña 

hµm sè y = f (x) trªn ®o¹n [a, b]. Khi ®ã  

    lim ( ) d .

b

n

a

S f x x   

Thµnh thö khi n lín ta cã 
1

1

0

( ) ( )( ).

b n

n k k k

ka

f x x S f x x x






   d  

Nh− vËy tæng tÝch ph©n nS  dïng ®Ó tÝnh xÊp xØ tÝch ph©n. Khi cÊp n cµng lín th× tæng 

tÝch ph©n nS  cµng gÇn víi tÝch ph©n ( )d

b

a

f x x  vµ sù xÊp xØ cµng tèt, ®é chÝnh x¸c 

cµng cao. 

Chó ý. VÒ mÆt lÞch sö, kh¸i niÖm tÝch ph©n ®−îc h×nh thµnh ®éc lËp víi kh¸i niÖm 
nguyªn hµm. TÝch ph©n cña hµm sè f trªn ®o¹n [a ; b] ®−îc ®Þnh nghÜa lµ giíi h¹n 
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Em

co á biïë t

cña tæng tÝch ph©n cÊp n cña f  trªn ®o¹n [a; b]. §¼ng thøc ( ) ( ) ( )

b

a

f x x F b F a  d , 

mµ ta dïng lµm ®Þnh nghÜa tÝch ph©n, ®−îc t×m ra sau ®ã bëi hai nhµ to¸n häc Niu-
t¬n vµ Lai-b¬-nÝt. §¼ng thøc ®ã cho ta mèi liªn hÖ gi÷a tÝch ph©n vµ nguyªn 
hµm vµ ®−îc gäi lµ c«ng thøc Niu-t¬n  Lai-b¬-nÝt. 

Nguån gèc cña kÝ hiÖu nguyªn hµm vµ tÝch ph©n 

KÝ hiÖu tÝch ph©n lµ do nhµ to¸n häc thiªn tµi ng−êi §øc Lai-b¬-nÝt (1646  1716) 
®−a ra. TÝch ph©n cña hµm sè f trªn ®o¹n [a ; b] ®−îc «ng ®Þnh nghÜa lµ giíi h¹n cña 
tæng tÝch ph©n. 

   
1

1

0

lim ( )( ).
n

k k k

k

f x x x






     (1) 

Thêi Lai-b¬-nÝt, hiÖu 1 k kx x  th−êng ®−îc viÕt lµ 1d k k kx x x   do d lµ ch÷ 

®Çu cña ch÷ La-tinh "diferentia" (hiÖu sè). Do ®ã, giíi h¹n (1) ®−îc viÕt l¹i thµnh 

   
1

0

lim ( )d .
n

k k

k

f x x




  

KÝ hiÖu  (tæng sè) còng nh− ch÷ S cã nguån gèc tõ ch÷ La-tinh "summa" (cã 

nghÜa lµ tæng sè). DÊu tÝch ph©n  lµ mét biÕn d¹ng ®¬n gi¶n cña ch÷ S.  

KÝ hiÖu ( )d
b

a

f x x  muèn nãi r»ng ®©y lµ giíi h¹n cña tæng c¸c sè h¹ng ( )dk kf x x . 

Thµnh thö, giíi h¹n (1) ®−îc kÝ hiÖu lµ ( )d .

b

a

f x x  

C«ng thøc ( )d ( )

b
b

a
a

f x x F x  víi F lµ nguyªn hµm tuú ý cña f nªu lªn mèi liªn hÖ 

gi÷a tÝch ph©n vµ nguyªn hµm vµ kÝ hiÖu ( )df x x  ®−îc dïng ®Ó chØ c¸c nguyªn 

hµm cña f. ViÖc coi ( ) df x x  lµ mét nguyªn hµm bÊt k× cña f dÉn ®Õn c«ng thøc trùc 

quan vµ tiÖn lîi lµ   ( )d ( )d 
b b

a
a

f x x f x x . Ng−êi ta cßn gäi ( )d

b

a

f x x  lµ tÝch ph©n 

x¸c ®Þnh vµ ( )df x x  lµ tÝch ph©n bÊt ®Þnh (kh«ng x¸c ®Þnh) cña hµm  f. 
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Mét sè ph−¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n 

1.  Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè 

C¬ së cña ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè lµ c«ng thøc sau ®©y. 

   

( )

( )

[ ( )] '( )d ( )d , 
u bb

a u a

f u x u x x f u u     (1) 

trong ®ã hµm sè ( )u u x  cã ®¹o hµm liªn tôc trªn K,  hµm sè 

y = ( )f u  liªn tôc vµ sao cho hµm hîp [ ( )]f u x  x¸c ®Þnh trªn K ; 
a vµ b lµ hai sè thuéc K. 

C«ng thøc (1) ®−îc chøng minh nh− sau : 

Gäi F lµ nguyªn hµm cña f . Khi ®ã vÕ ph¶i cña (1) lµ    ( ) ( ) .F u b F u a  

Theo ®Þnh lÝ 1, §2, vÕ tr¸i cña (1) lµ  

 [ ( )]
b

a
F u x  = F [u(b)]F [u(a)].  

Ta thÊy vÕ tr¸i b»ng vÕ ph¶i. VËy (1) ®−îc chøng minh.     

C«ng thøc (1) ®−îc gäi lµ c«ng thøc ®æi biÕn sè. 

Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè th−êng ®−îc ¸p dông theo hai c¸ch sau ®©y. 

C¸ch 1. Gi¶ sö ta cÇn tÝnh ( )d .

b

a

g x x  NÕu ta viÕt ®−îc g(x) d−íi d¹ng 

[ ( ) ] '( )f u x u x , th× theo c«ng thøc (1) ta cã 

   ( )d

b

a

g x x  = 

( )

( )

( )d

u b

u a

f u u .   

VËy bµi to¸n quy vÒ tÝnh 

( )

( )

( )d .

u b

u a

f u u  Trong nhiÒu tr−êng hîp viÖc tÝnh tÝch 

ph©n míi nµy ®¬n gi¶n h¬n. 

VÝ dô 1. TÝnh 
2

2

1

e d .xx x                      

44§
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Gi¶i 

Ta cã 
2 2 21

e d e d( ).
2

x xx x x  §Æt u = 2x  ta cã u(1) = 1, u(2) = 4. Do ®ã 

  
2

2

1

exx x d  = 

4

1

e

2

u

u d  = 41
(e e).

2
  

H1  TÝnh 

3

1

2 3 dx x  b»ng c¸ch ®Æt 2 3.u x   

C¸ch 2. Gi¶ sö ta cÇn tÝnh ( ) .f x x




 d  §Æt x = x(t) ( )t K  vµ , a b K  tho¶ 

m·n   = x(a),   = x(b) th× c«ng thøc (1) cho ta 

   ( )df x x




  = [ ( )] '( )d .

b

a

f x t x t t   

VËy bµi to¸n quy vÒ tÝnh ( )
b

a

g t td  (ë ®ã ( ) [ ( )]. '( )g t f x t x t ). Trong nhiÒu 

tr−êng hîp, viÖc tÝnh tÝch ph©n míi nµy ®¬n gi¶n h¬n. 

VÝ dô 2. TÝnh 

1
2

0

1 dx x . 

Gi¶i 

§Æt x = sin t. Ta cã d d(sin ) cos d x t t t , 0 = sin 0 vµ 1 sin
2


 .  

VËy 

1 2
2 2

0 0

1 d 1 sin .cos d .x x t t t



     

V× 0 ;
2

t
    

 nªn 21 sin cos . t t  Do ®ã 

1
2

0

1 dx x  = 
2

2

0

cos dt t



  = 
2 2

00

1 1 sin 2
.(1 cos2 )d

2 2 2 4

t
t t t

 
     

   

H2  TÝnh 

1

2

2
0

d

1

x

x
  b»ng c¸ch ®Æt sin .x t  
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2.  Ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn 
T−¬ng tù nh− ph−¬ng ph¸p lÊy nguyªn hµm tõng phÇn, ta còng cã ph−¬ng 

ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn. C¬ së cña ph−¬ng ph¸p nµy lµ c«ng thøc sau ®©y. 

  ( ) '( )d ( ) ( ) ( ) '( )d ,

b bb

a
a a

u x v x x u x v x v x u x x        (2) 

trong ®ã c¸c hµm sè u, v cã ®¹o hµm liªn tôc trªn K vµ a, b lµ hai sè 
thuéc K. 

ThËt vËy, theo ®Þnh lÝ 2 §2, ta cã  

   ( ) '( )d ( ) '( )d ( ) ( ) ( ) '( )d

b b b

a a
a

u x v x x u x v x x u x v x v x u x x      

         ( ) ( ) ( ) '( )d ( ) ( ) ( ) '( )d

bbb b

a aa
a

u x v x v x u x x u x v x v x u x x     .      

C«ng thøc (2) gäi lµ c«ng thøc tÝch ph©n tõng phÇn vµ cßn ®−îc viÕt 

d−íi d¹ng  d d .

b bb

a
a a

u v uv v u    

VÝ dô 3. TÝnh 

1

0

e d .xx x  

Gi¶i. Chän u(x) = x, v '(x) = ex . Khi ®ã u'(x) = 1, ( )  xv x e . Do ®ã 

    
1 11

00 0

e d e e dx x xx x x x    = e (e 1) = 1. 

VÝ dô 4. TÝnh 

2

1

ln d x x x . 

Gi¶i.  Chän ln , d d u x v x x .  Khi ®ã 
d

d 
x

u
x

, 
2

.
2


x

v  Do ®ã  

  

2
2 22

1 11

ln d ln d
2 2

 
   
 

 
x x

x x x x x  = 
3

.2 ln 2
4

  

H3  TÝnh 

2

0

sin d .



 x x x  
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C©u hái vμ bμi tËp 

17. Dïng ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè tÝnh c¸c tÝch ph©n sau : 

a) 

1

0

1d x x  ;  b) 
4

2
0

tan
d

cos




x

x
x

 ;          c) 

1
3 4 3

0

(1 ) d t t t  ;  

d) 

1

2 2
0

5
d

( 4)
x

x
x

 ;      e) 

3

2
0

4
d

1


x
x

x

 ;     f) 
6

0

(1 cos3 )sin3 d .



 x x x  

18. Dïng ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn ®Ó tÝnh c¸c tÝch ph©n sau : 

a) 

2
5

1

ln d x x x  ;     b) 

1

0

( 1) dxx x e  ;   

c) 

0

cos d



 x x xe ;     d) 
2

0

cos d .x x x



  

LuyÖn tËp 

19. TÝnh  a) 

1
5 4

0

2 (2 5 )d  t t t t  ;  b) 
2

0

sin cos d .x x x x



  

20. TÝnh   a)

1

4

0

5(5 4cos ) sin d



 t t t  ;  b) 

3 3

2
0

d .

1

x x

x 
  

21. Gi¶ sö  F lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè 
sin


x

y
x

 trªn kho¶ng (0 ; + ). 

Khi ®ã 

3

1

sin 2
d

x
x

x
 lµ  

 (A) F(3) – F(1) ;    (B) F(6) – F(2) ; 

 (C) F(4) – F(2) ;     (D) F(6) – F(4). 
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22. Chøng minh r»ng  

a) 

1 1

0 0

( )d (1 )df x x f x x    ;  b)  
1 1

1 0

( )d ( ) ( ) df x x f x f x x



    . 

23. Cho 

1

0

( )d 3f x x  . TÝnh 

0

1

( )df x x


  trong c¸c tr−êng hîp sau : 

a) f  lµ hµm sè lÎ ;   b) f  lµ hµm sè ch½n. 

24. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau : 

a) 
3

2
2

1

e dxx x  ;    b) 

3
2

1

1
(ln ) dx x

x  ; 

c) 

3
2

0

1 dx x x  ;   d) 
3

1
2 3

0

e dxx x  ;   e) 
2

0

cos
d .

1 sin

x
x

x



  

25. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau : 

a) 
4

0

cos2 dx x x



  ;    b) 

1

0

ln(2 )
d

2

x
x

x


  ; 

c) 
2

2

0

cos dx x x



  ;    d) 

1
2 3

0

1 dx x x ;  e) 

e
2

1

ln dx x x . 

øng dông tÝch ph©n                                         
®Ó tÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng 

 
Trong thùc tiÔn cuéc sèng còng nh− trong khoa häc kÜ thuËt, ng−êi ta cÇn 

ph¶i tÝnh diÖn tÝch cña nh÷ng h×nh ph¼ng còng nh− thÓ tÝch cña nh÷ng vËt 

thÓ phøc t¹p. Ch¼ng h¹n : 

Khi x©y dùng mét nhµ m¸y thuû ®iÖn, ®Ó tÝnh l−u l−îng cña dßng s«ng ta ph¶i 

tÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn ngang cña dßng s«ng. ThiÕt diÖn ®ã th−êng lµ mét 

h×nh kh¸ phøc t¹p. 

55§
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H×nh 3.5 

Khi ®ãng tµu, c¸c kÜ s− cÇn x¸c ®Þnh thÓ tÝch cña khoang tµu cã h×nh d¹ng 

®Æc biÖt. 

Tr−íc khi phÐp tÝnh tÝch ph©n ra ®êi, víi mçi h×nh vµ mçi vËt thÓ nh− vËy 

ng−êi ta l¹i ph¶i nghÜ ra mét c¸ch ®Ó tÝnh. Sù ra ®êi cña tÝch ph©n cho chóng 

ta mét ph−¬ng ph¸p tæng qu¸t ®Ó gi¶i hµng lo¹t nh÷ng bµi to¸n tÝnh diÖn tÝch 

vµ thÓ tÝch nãi trªn. 

Trong §5 ta nãi vÒ øng dông tÝch ph©n ®Ó tÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng vµ trong 

§6 nãi vÒ øng dông tÝch ph©n ®Ó tÝnh thÓ tÝch vËt thÓ. 

 

 

 

 

 

 

 

Trong ®Þnh lÝ 1 §3, ta ®· biÕt : NÕu y = f(x) lµ mét hµm liªn tôc vµ lÊy gi¸ trÞ 

kh«ng ©m trªn ®o¹n [a ; b] th× diÖn tÝch S cña h×nh thang cong giíi h¹n bëi ®å 

thÞ hµm sè y = f(x), trôc hoµnh vµ hai ®−êng th¼ng x = a, x = b lµ    

     S  =  ( ) .
b

a

f x xd  

ViÖc tÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®−êng cong th−êng ®−îc quy 

vÒ tÝnh diÖn tÝch cña h×nh thang cong b»ng c¸ch chia h×nh ph¼ng ®ã thµnh mét 

sè h×nh thang cong. 

VÝ dô 1 (DiÖn tÝch h×nh elip). TÝnh diÖn tÝch cña h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi elip :  

   
2 2

2 2
1 

x y

a b
 (a > b > 0). 

Gi¶i 

Ta tÝnh diÖn tÝch S cña mét phÇn t− h×nh elip 

n»m trong gãc phÇn t− thø nhÊt. §ã lµ mét 

h×nh giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè y = 2 2 ,
b

a x
a

  

trôc hoµnh, trôc tung vµ ®−êng th¼ng x a  (h.3.5). 
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VËy S  = 2 2

0

d .
a

b
a x x

a
 

Ta tÝnh tÝch ph©n trªn b»ng ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè. 

§Æt sinx a t .  Ta cã 

           d d( sin ) cos dx a t a t t  , 0 sin0 a  vµ sin
2


a a . 

Do ®ã 

      
2

2 2 2 2 2

0 0

d sin . cos d



   
a

a x x a a t a t t     

     = 
2 2

2 2 2 2

0 0

cos . cos d cos d

 

 a t a t t a t t  

(v× 0 ;
2

    
t  nªn  2cos cost t ).  

Suy ra S  = ab
2

2

0

cos dt t



  = 
2

0

sin 2
.

2 2 4


   

 

ab t ab
t  

VËy diÖn tÝch h×nh elip lµ 4S = .ab  

 Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã 

NÕu hµm sè y = f(x) liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b] th× diÖn tÝch S cña 

h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè y = f(x), trôc hoµnh vµ 

hai ®−êng th¼ng x = a, x = b lµ  

   S = ( ) d .

b

a

f x x   (1) 

VÝ dô 2. TÝnh diÖn tÝch S cña h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè 

y = 3 1x , ®−êng th¼ng x = 2, trôc tung vµ trôc hoµnh. 
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H×nh 3.6 

H×nh 3.7 

H×nh 3.8 

Gi¶i. (h.3.6) §Æt 3( ) 1. f x x  

Ta thÊy f(x)  0 trªn [0 ; 1] vµ f(x)  0 
trªn [1 ; 2]. 

Theo c«ng thøc (1), diÖn tÝch S cña 

h×nh ®ang xÐt lµ 

      S = 

2
3

0

1 dx x  

= 

1 2
3 3

0 1

(1 )d ( 1)dx x x x     

= 
3 11 7

4 4 2
  . 

H1  T×m diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n 

bëi ®å thÞ hμm sè y = 4  2
x , ®−êng th¼ng 

x = 3, trôc tung vμ trôc hoμnh. 

 §Ó tÝnh diÖn tÝch S cña h×nh ph¼ng 

giíi h¹n bëi ®å thÞ c¸c hµm sè y = f (x), 

y = g(x) liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b] vµ hai 

®−êng th¼ng x  = a, x = b (h.3.7), ta cã 

c«ng thøc sau :     

 S = ( ) ( ) d .
b

a

f x g x x   (2) 

VÝ dô 3. TÝnh diÖn tÝch S cña h×nh 

ph¼ng giíi h¹n bëi parabol y = 22  x  
vµ ®−êng th¼ng y = x. 

Gi¶i (h.3.8) 

Tr−íc hÕt, ta t×m hoµnh ®é giao ®iÓm 
c¸c ®å thÞ cña hai hµm sè ®· cho b»ng 

c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh 22 .x x    
Ta cã 

 22  x  = x  x = 1 vµ x = 2. 

H×nh ph¼ng ®ang xÐt giíi h¹n bëi c¸c ®å 

thÞ cña hai hµm sè 22 , y x   y x  

vµ hai ®−êng th¼ng 1, x  2.x  
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H×nh 3.9 

Theo c«ng thøc (2) ta cã 

 S  = 

2
2

1

(2 )dx x x



     

= 

2
2 3

1

2
2 3



 
   

 

x x
x  = 

9 .
2

      

H2  TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®−êng th¼ng y = x + 2 vμ parabol 

y = 
2 2. x x  

 §Ó tÝnh diÖn tÝch mét sè h×nh ph¼ng phøc t¹p h¬n ta ph¶i chia h×nh ®· cho 

thµnh mét sè h×nh ®¬n gi¶n mµ ta ®· biÕt c¸ch tÝnh diÖn tÝnh. 

VÝ dô 4. TÝnh diÖn tÝch S cña h×nh ph¼ng H giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè 

y x , trôc hoµnh vµ ®−êng th¼ng y = x 2. 

Gi¶i (h.3.9) 

Ta t×m hoµnh ®é giao ®iÓm c¸c ®å thÞ 

cña hai hµm sè y x  vµ y = x2 

b»ng c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh x  = x 2. 

KÕt qu¶ ®−îc x = 4. 

DiÖn tÝch S cña h×nh H b»ng diÖn tÝch 

h×nh tam gi¸c cong OCA trõ ®i diÖn 

tÝch h×nh tam gi¸c ABC. 

DiÖn tÝch h×nh tam gi¸c cong OCA lµ 

434
2

0 0

2
d

3
x x x  = 

16 .
3

 

DiÖn tÝch h×nh tam gi¸c ABC  lµ 

 
. 2.2

2.
2 2

 
AB AC

 

VËy S = 
16 10 .2
3 3
   
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Chó ý 

T−¬ng tù (b»ng c¸ch coi x lµ hµm cña biÕn y) th× diÖn tÝch S cña 

h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®−êng cong x = g(y), x = h(y) (g vµ h lµ 

hai hµm liªn tôc trªn ®o¹n [c ; d]) vµ hai ®−êng th¼ng y = c, y = d lµ 

    ( ) ( ) d .

d

c

S g y h y y    (3) 

Ch¼ng h¹n trong vÝ dô 4, coi h×nh H lµ h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi 

®−êng cong x = 2,y  ®−êng th¼ng x = y + 2, trôc hoµnh y = 0 vµ 

®−êng th¼ng y = 2. Do ®ã, ta cã thÓ tÝnh ngay S theo c«ng thøc (3) 
nh− sau : 

  S = 

2
2

0

( 2 )dy y y  
2

2 3

0

2
2 3

 
   

 

y y
y  = 

10
.

3
 

C©u hái vμ bμi tËp 

26. TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè sin 1, y x  trôc hoµnh 

vµ hai ®−êng th¼ng 0x  vµ 
7 .
6


x  

27. TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi : 

a) §å thÞ hµm sè y = 2cos x , trôc hoµnh, trôc tung vµ ®−êng th¼ng  x  ; 

b) §å thÞ hai hµm sè y = x  vµ y = 3 x  ; 

c) §å thÞ hai hµm sè y = 2 2x  vµ y = 4x  2 2x  trong miÒn x   0. 

28. TÝnh diÖn tÝch c¸c h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi : 

a) §å thÞ c¸c hµm sè y = 2
x 4, y =  2

x 2x vµ hai ®−êng th¼ng x = 3, 

2 x  ; 

b) §å thÞ hai hµm sè y = 2x 4 vµ y =  2x 2x ; 

c) §å thÞ hµm sè y = 3 4 ,x x trôc hoµnh, ®−êng th¼ng x = 2 vµ ®−êng 

th¼ng x = 4.  
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øng dông tÝch ph©n ®Ó tÝnh 
thÓ tÝch vËt thÓ 

1.  TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ 

Cho mét vËt thÓ  

trong kh«ng gian  

to¹ ®é Oxyz. Gäi B 

lµ phÇn cña vËt thÓ  

giíi h¹n bëi hai 

mÆt ph¼ng vu«ng 

gãc víi trôc Ox t¹i 

c¸c ®iÓm a vµ b.  

Gäi S(x) lµ diÖn 

tÝch thiÕt diÖn cña 

vËt thÓ bÞ c¾t bëi 

mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc Ox t¹i ®iÓm cã hoµnh ®é ( ) x a x b  

(h.3.10). 

Gi¶ sö S = S(x) lµ mét hµm sè liªn tôc. Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng thÓ 

tÝch V cña B  lµ 

    V  = ( ) d .

b

a

S x x       (1) 

Sö dông c«ng thøc (1) ta t×m ®−îc c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch cña mét sè vËt thÓ 

quen thuéc trong h×nh häc. 

VÝ dô 1 (ThÓ tÝch khèi chãp côt). Cho khèi chãp côt cã chiÒu cao h, diÖn tÝch 

®¸y nhá vµ ®¸y lín thø tù lµ  0S , 1.S  Chøng minh r»ng thÓ tÝch V cña nã lµ 

V = 0 0 1 1( )
3

 
h

S S S S . 

66§
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Gi¶i 

Trong hÖ trôc to¹ ®é Oxyz, 

ta ®Æt khèi chãp (sinh ra 

khèi chãp côt) sao cho 

®−êng cao n»m trªn trôc 

Ox vµ ®Ønh trïng víi gèc 

to¹ ®é. 

Gäi a vµ b lÇn l−ît lµ 

kho¶ng c¸ch  tõ O ®Õn ®¸y 

nhá vµ ®¸y lín, ta cã chiÒu 

cao cña khèi chãp côt lµ 

 h b a  (h.3.11).  ThiÕt diÖn cña khèi chãp côt c¾t bëi mÆt ph¼ng vu«ng 

gãc víi trôc Ox t¹i ®iÓm cã hoµnh ®é x ( ) a x b  lµ mét ®a gi¸c ®ång d¹ng 

víi ®¸y lín víi tØ sè ®ång d¹ng lµ 
x

b
. 

Ta cã 
1

( )S x

S
 = 

2

2

x

b
. VËy S(x) = 1S  

2

2

x

b
. 

Theo c«ng thøc (1), ta cã 

 V = 
2

1 2
d

b

a

x
S x

b
  = 

3 3
1

2

( )

3

S b a

b
 = 

2 2
1 1 1

2
.

3

  S a S ab S bb a

b
 

= 
2

1 1
123

 
  

 

S a S ah
S

bb
. 

§Ó ý r»ng 
2

1
0 2

( )
S a

S S a
b

   vµ  1S a

b
 = 

2
1

1 1 02

S a
S S S

b
  nªn V = 0 0 1 1( ).

3

h
S S S S   

NhËn xÐt. Khèi chãp ®−îc coi lµ khèi chãp côt cã 0 0S . V× vËy, thÓ tÝch V 

cña khèi chãp cã chiÒu cao h vµ diÖn tÝch ®¸y S lµ 

    .
3


Sh

V  

2.  ThÓ tÝch khèi trßn xoay 

Mét h×nh ph¼ng quay xung quanh mét trôc nµo ®ã t¹o nªn mét khèi 

trßn xoay. 
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 Cho hµm sè y = f(x) liªn tôc, kh«ng ©m trªn 

[a ; b]. H×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè 

y = f(x), trôc hoµnh vµ hai ®−êng th¼ng x = a, 

x = b quay quanh trôc hoµnh t¹o nªn mét 

khèi trßn xoay (h.3.12). ThÓ tÝch V cña nã 

®−îc tÝnh theo c«ng thøc  

        V = 2 ( )d .
b

a

f x x   (2)  

ThËt vËy, thiÕt diÖn cña khèi trßn xoay c¾t bëi mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi 

trôc Ox t¹i ®iÓm x ( ) a x b  lµ mét h×nh trßn b¸n kÝnh f(x). Do ®ã 

S(x) = 2( )f x .  V× thÕ, tõ c«ng thøc (1) ta suy ra c«ng thøc (2).    

VÝ dô 2 (ThÓ tÝch khèi chám cÇu). Cho mét khèi chám cÇu b¸n kÝnh R vµ 

chiÒu cao h. Chøng minh r»ng thÓ tÝch V cña khèi chám cÇu lµ  

   V =  
2 .

3

   
 

h
h R  

Gi¶i 

Trong mÆt ph¼ng Oxy, xÐt h×nh ph¼ng giíi 

h¹n bëi cung trßn t©m O b¸n kÝnh R cã 

ph−¬ng tr×nh 2 2 , y R x  trôc hoµnh vµ 

®−êng th¼ng  x R h  (0 ). h R  Quay 

h×nh ph¼ng ®ã quanh trôc hoµnh ta thu ®−îc 

khèi chám cÇu b¸n kÝnh R chiÒu cao h 

(h.3.13). 

Theo c«ng thøc (2) thÓ tÝch cña khèi chám 

cÇu lµ 

V = 2 2( )d

R

R h

R x x



   = 
3

2

3 

 
  
 

R

R h

x
R x  

  = 
3 3

3 2 ( )
( )

3 3

 
      

R R h
R R R h  = 2

3

   
 

h
h R . 

H×nh 3.12 

H×nh 3.13 



 171 

H×nh 3.15 

NhËn xÐt 

Khèi b¸n cÇu b¸n kÝnh R ®−îc coi lµ khèi chám cÇu b¸n kÝnh R vµ chiÒu cao    

h = R. V× vËy, thÓ tÝch cña khèi b¸n cÇu b¸n kÝnh R lµ 

   
3

2 2
.

3 3

     
 

R R
V R R  

Do ®ã, thÓ tÝch h×nh cÇu b¸n kÝnh R lµ 

   
34

.
3




R
V  

H  XÐt h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®å thÞ hμm sè 
2y x , c¸c ®−êng th¼ng 1,x   

2x   vμ trôc hoμnh. TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay t¹o thμnh khi quay h×nh ph¼ng ®ã 
quanh trôc hoμnh. 

 T−¬ng tù, cho ®−êng cong cã ph−¬ng 

tr×nh x = g(y), trong ®ã g lµ hµm sè liªn 
tôc vµ kh«ng ©m trªn ®o¹n [c ; d]. 
H×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®−êng cong 

x = g(y), trôc tung vµ hai ®−êng th¼ng 

y = c, y = d, quay quanh trôc tung t¹o 
nªn mét khèi trßn xoay (h.3.14). ThÓ 

tÝch V cña nã ®−îc tÝnh theo c«ng thøc   

               2 ( )d .

d

c

V g y y         (3) 

ThËt vËy, tõ c«ng thøc (2) b»ng c¸ch xem x lµ hµm cña biÕn y ta suy ra c«ng 

thøc (3).             

VÝ dô 3 (ThÓ tÝch khèi nãn côt). Cho 

khèi nãn côt cã chiÒu cao h, b¸n kÝnh 

®¸y lín vµ ®¸y nhá lÇn l−ît lµ R vµ r. 

Chøng minh r»ng thÓ tÝch V cña khèi 

nãn côt ®ã lµ 

 2 21
( ).

3
   V h R Rr r  

Gi¶i 

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy xÐt h×nh 

thang vu«ng OABC víi OA = h, AB = r vµ 

OC = R (h.3.15). Quay h×nh thang ®ã quanh 

trôc Oy ta ®−îc khèi nãn côt  ®· cho. 

H×nh 3.14 
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Gi¶ sö BC kÐo dµi c¾t Oy t¹i D. §Æt AD = l, OD = a. Ta cã a  l = h. Ph−¬ng 

tr×nh ®−êng th¼ng BC lµ 
( )

.



R a y

x
a

 Theo c«ng thøc (3) ta cã 

    V = 
2 2

2
0

( )


h
R a y

y
a

d  = 
2

3 3

2
( )

3




R
a l

a
 

= 
2

2 2

2
( )( )

3


  

R
a l a al l

a
 = 

22

1 .
3

      
  

R h l l

a a
 

V× 
l r

a R
 nªn khi thay 

l

a
 bëi 

r

R
 ta ®−îc 

  

2
21

1
3

       
  

r r
V R h

R R
 = 2 21

( ).
3
  h R Rr r     

NhËn xÐt. Khi R = r, khèi nãn côt trë thµnh khèi trô cã chiÒu cao h vµ b¸n 

kÝnh ®¸y R. V× vËy, thÓ tÝch cña khèi trô lµ 

  2 2 2 21
( ) .

3
V h R R R R h       

Khi r = 0, khèi nãn côt trë thµnh khèi nãn cã chiÒu cao h vµ b¸n kÝnh ®¸y R. 

V× vËy, thÓ tÝch cña khèi nãn lµ 

    21
.

3
V Rh   

C©u hái vμ bμi tËp 

29. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ n»m gi÷a hai mÆt ph¼ng x = 1 vµ x = 1, biÕt r»ng 

thiÕt diÖn cña vËt thÓ bÞ c¾t bëi mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc Ox  t¹i ®iÓm cã 

hoµnh ®é x (1  x  1) lµ mét h×nh vu«ng c¹nh lµ 2 21 . x   

30. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ n»m gi÷a hai mÆt ph¼ng x = 0 vµ x =  , biÕt r»ng 

thiÕt diÖn cña vËt thÓ bÞ c¾t bëi mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc Ox  t¹i ®iÓm cã 

hoµnh ®é x (0  x   ) lµ mét tam gi¸c ®Òu c¹nh lµ 2 sin .x  

31. Cho h×nh ph¼ng A giíi h¹n bëi c¸c ®−êng y = 0, x = 4 vµ y = x 1. TÝnh thÓ 

tÝch cña khèi trßn xoay t¹o thµnh khi quay h×nh A quanh trôc hoµnh. 
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Em

co á biïë t

32. Cho h×nh ph¼ng B giíi h¹n bëi c¸c ®−êng 
2

x
y

, x = 0, y = 1 vµ y = 4. TÝnh 

thÓ tÝch cña khèi trßn xoay t¹o thµnh khi quay h×nh B quanh trôc tung. 

33. Cho h×nh ph¼ng B giíi h¹n bëi c¸c ®−êng x = 25 y , x = 0, y = 1 vµ y = 1. 

TÝnh thÓ tÝch cña khèi trßn xoay t¹o thµnh khi quay h×nh B quanh trôc tung. 

1. Ai lµ ng−êi ph¸t minh ra phÐp tÝnh tÝch ph©n ? 

Cïng víi phÐp tÝnh vi ph©n, phÐp tÝnh tÝch ph©n lµ mét thµnh tùu lín cña trÝ tuÖ nh©n 
lo¹i. Nã ®· t¹o nªn mét b−íc ngoÆt lín trong sù ph¸t triÓn cña khoa häc vµ trë thµnh 
mét c«ng cô s¾c bÐn, ®Çy søc m¹nh ®−îc c¸c nhµ khoa häc sö dông réng r·i trong 
nghiªn cøu còng nh− trong øng dông thùc tiÔn. 

PhÐp tÝnh vi ph©n vµ tÝch ph©n do hai nhµ b¸c häc lín lµ Niu-t¬n (I. Newton 1643  1727), 

ng−êi Anh vµ Lai-b¬-nit (G. Leibniz 1646  1716), ng−êi §øc, s¸ng t¹o ra ®ång thêi 
vµ ®éc lËp víi nhau. 

Thùc ra ®©y lµ mét cuéc ch¹y tiÕp søc cña nhiÒu thÕ hÖ c¸c nhµ b¸c häc xuÊt s¾c 

trong nhiÒu thÕ kØ. Tr−íc Niu-t¬n vµ Lai-b¬-nit hai ngh×n n¨m, nhµ b¸c häc ¸c-si-mÐt 
®· cã ý t−ëng ®Çu tiªn vÒ phÐp tÝnh tÝch ph©n. Trong bøc th− göi ng−êi b¹n, «ng ®· 
®−a ra mét ph−¬ng ph¸p míi gäi lµ "ph−¬ng ph¸p vÐt c¹n" vµ ®· sö dông nã ®Ó gi¶i 
nhiÒu bµi to¸n tÝnh diÖn tÝch, thÓ tÝch, chiÒu dµi cung. §ã lµ tiÒn th©n cña phÐp tÝnh 
tÝch ph©n. Sau «ng nhiÒu nhµ to¸n häc kh¸c còng tham gia më ®−êng cho sù ra ®êi 
cña tÝch ph©n, trong ®ã ph¶i kÓ ®Õn nh÷ng ®ãng gãp xuÊt s¾c cña c¸c nhµ khoa häc 
nh− J. Kª-ple (J. Kepler), Ca-va-li-¬-ri (B. Cavalieri), PhÐc-ma, §Ò-c¸c, Ba-r©u (I. Barrow). 

Ngµy nay c¸c nhµ nghiªn cøu ®Òu nhÊt trÝ r»ng vÒ mÆt thêi gian, Niu-t¬n kh¸m ph¸ 
ra phÐp vi tÝnh vi - tÝch ph©n tr−íc Lai-b¬-nit kho¶ng 10 n¨m nh−ng Lai-b¬-nit l¹i cho 
c«ng bè c«ng khai c«ng tr×nh cña m×nh tr−íc Niu-t¬n tíi ba n¨m. VÒ h×nh thøc, phÐp 
tÝnh tÝch ph©n cña Niu-t¬n vµ phÐp tÝnh tÝch ph©n cña Lai-b¬-nit kh¸c nhau râ rÖt. 
Niu- t¬n tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ cña m×nh d−íi ng«n ng÷ H×nh häc, cßn Lai-b¬-nit dïng 
ng«n ng÷ §¹i sè. C¸c kÝ hiÖu cña Lai-b¬-nit phong phó vµ thuËn tiÖn h¬n nhiÒu so 
víi c¸c kÝ hiÖu cña Niu-t¬n (dÊu tÝch ph©n vµ c¸c kÝ hiÖu vi ph©n, ®¹o hµm mµ chóng 
ta dïng ngµy nay lµ cña Lai-b¬-nit). VÒ sù kÕt hîp gi÷a phÐp tÝnh vi  tÝch ph©n víi 
c¸c nghiªn cøu vÒ khoa häc tù nhiªn th× Lai-b¬-nit kh«ng s©u s¾c b»ng Niu-t¬n 
nh−ng ®øng trªn gãc ®é to¸n häc th× phÐp tÝnh vi -tÝch ph©n cña Lai-b¬-nit thÓ hiÖn 
mét tÇm nh×n bao qu¸t h¬n, mét trÝ t−ëng t−îng tinh tÕ h¬n.  
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Isaac Newton 
(1643  1727) 

Gottfried Leibniz 
(1646  1716) 

2. Vµi nÐt  vÒ cuéc ®êi vµ sù nghiÖp cña Niu-t¬n 
vµ Lai-b¬-nit 

1) Niu-t¬n (1643  1727) lµ nhµ to¸n häc, vËt lÝ häc, c¬ häc 
vµ thiªn v¨n häc vÜ ®¹i ng−êi Anh. ¤ng sinh ra ë mét vïng 
quª ë n−íc Anh. Ng−êi cha qua ®êi tr−íc khi «ng ra ®êi. 
Ng−êi mÑ v× qu¸ ®au buån nªn sinh «ng thiÕu th¸ng. Lóc 
míi sinh «ng bÐ tíi møc ®Æt ®−îc vµo mét chiÕc cèc to. 
Kh«ng ai ngê r»ng ®øa bÐ quÆt quÑo nh− vËy l¹i cã thÓ thä 
tíi 85 tuæi vµ trë thµnh mét nhµ khoa häc vÜ ®¹i nh− vËy. 

Niu-t¬n ®−îc ng−êi ®−¬ng thêi m« t¶ lµ cã tÇm vãc trung 
b×nh, bÐo ch¾c, ®Çu lu«n ®éi tãc gi¶, cã ®«i m¾t s¸ng vµ 
th«ng minh. ¤ng sèng rÊt gi¶n dÞ, khiªm nh−êng, say mª 
víi c«ng viÖc vµ rÊt ®·ng trÝ. 

2) Lai-b¬-nit (1646  1716) lµ nhµ to¸n häc, vËt lÝ häc, triÕt 
häc thiªn tµi ng−êi §øc. ¤ng sinh ë thµnh phè Lai-xÝch 
(Leipzig), lµ con trai mét gi¸o s− triÕt häc. Tõ lóc 6 tuæi «ng 
®· suèt ngµy mª m¶i ®äc s¸ch. N¨m «ng 7 tuæi th× cha «ng 
qua ®êi. N¨m 15 tuæi «ng ®· vµo ®¹i häc vµ häc vÒ luËt 
häc, triÕt häc vµ to¸n häc. N¨m 20 tuæi (n¨m 1666) «ng ®· 
b¶o vÖ luËn ¸n tiÕn sÜ luËt häc ®ång thêi còng c«ng bè 
c«ng tr×nh to¸n häc ®Çu tiªn cña m×nh víi nhan ®Ò : 
"Nh÷ng suy nghÜ vÒ nghÖ thuËt tæ hîp". Sau ®ã «ng ®−îc 
bæ nhiÖm lµm quan chøc ngo¹i giao t¹i Ph¸p. 

Nh÷ng cèng hiÕn vÒ to¸n häc chØ lµ mét phÇn nhá trong sù 
nghiÖp cña «ng. ë thêi ®¹i «ng, ng−êi ta biÕt ®Õn «ng nh− 
mét nhµ ngo¹i giao, nhµ luËt häc vµ nhµ triÕt häc. ¤ng biÕt 
rÊt nhiÒu ngo¹i ng÷ vµ hÇu hÕt c¸c kiÕn thøc cña «ng ®Òu 
cã ®−îc b»ng con ®−êng tù häc. 

Lai-b¬-nit ®−îc ng−êi ®−¬ng thêi m« t¶ lµ cã thÓ tr¹ng gµy gß, tÇm th−íc, da xanh vµ 
còng lu«n ®eo tãc gi¶. TrÝ nhí cña «ng còng kh¸c ng−êi th−êng : Nh÷ng ®iÒu khã 
hiÓu ®−îc «ng nhí rÊt tèt nh−ng nh÷ng ®iÒu dÔ hiÓu th× «ng l¹i quªn ngay. 

LuyÖn tËp 
34. TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi : 

a) §å thÞ c¸c hµm sè y = x, y = 1 vµ 
2

4


x
y  trong miÒn 0,x  y  1 ; 

b) §å thÞ hai hµm sè y = 4 24x x  + 4, y = 2,x  trôc tung vµ ®−êng th¼ng 

1x   ; 

c) §å thÞ c¸c hµm sè 2,y x  4 4 y x  vµ 4 4.  y x  
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35. TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi : 

a) §å thÞ hai hµm sè y = 2x  + 1 vµ y = 3  x ; 

b) C¸c ®−êng x = 3y , y = 1 vµ x = 8 ; 

c) §å thÞ hai hµm sè y = x , y = 6  x  vµ trôc hoµnh. 

36. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ T n»m gi÷a hai mÆt ph¼ng x = 0 vµ x =  , biÕt r»ng 

thiÕt diÖn cña vËt thÓ c¾t bëi mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc Ox  t¹i ®iÓm cã 

hoµnh ®é x (0  x   ) lµ mét h×nh vu«ng c¹nh lµ 2 sin .x  

37. Cho h×nh ph¼ng A giíi h¹n bëi c¸c ®−êng y = 2,x  y = 0, x = 0 vµ x = 2. TÝnh 

thÓ tÝch cña khèi trßn xoay t¹o thµnh khi quay h×nh A quanh trôc hoµnh. 

38. Cho h×nh ph¼ng A giíi h¹n bëi c¸c ®−êng y = cos x, y = 0, x = 0 vµ 
4


x . 

TÝnh thÓ tÝch cña khèi trßn xoay t¹o thµnh khi quay h×nh A quanh trôc hoµnh. 

39. Cho h×nh ph¼ng A giíi h¹n bëi c¸c ®−êng 2
x

y x e , y = 0, x = 0 vµ x = 1. TÝnh 

thÓ tÝch cña khèi trßn xoay t¹o thµnh khi quay h×nh A quanh trôc hoµnh. 

40. Cho h×nh ph¼ng B giíi h¹n bëi c¸c ®−êng x = 2sin 2y , x = 0, y = 0 vµ 
2


y . 

TÝnh thÓ tÝch cña khèi trßn xoay t¹o thµnh khi quay h×nh B quanh trôc tung. 

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp ch−¬ng III 

T×m nguyªn hµm cña c¸c hµm sè sau (tõ bµi  41 ®Õn bµi  43) : 

41. a) y = 32 (1 )x x  ;    b) y = 
1

4

2
8 x

x

 ; 

c) y = 

1 3

2 2sin( 1)x x  ;    d) y = 
2

sin(2 1)

cos (2 1)





x

x
. 

42. a) y = 
2

1 1
cos 1

  
 xx

 ;    b) y = 3 4 3(1 )x x  ; 

c) y = 
2e

3

xx
 ;     d) y = 2e .xx  
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43. a) y = xx e  ;     b) y = 
ln

.
x

x
 

44. T×m hµm sè y = f(x) nÕu biÕt dy = 2 312 (3 1)x x dx vµ f (1) = 3. 

45. X¸c ®Þnh sè b d−¬ng ®Ó tÝch ph©n 2

0

( )
b

x x xd  cã gi¸ trÞ lín nhÊt. 

46. Cho biÕt 

9

1

( )d 1,f x x    

9

7

( )d 5f x x  , 

9

7

( )d 4g x x  . H·y t×m 

a) 

9

1

2 ( )df x x  ;     b) 

9

7

[ ( ) ( )]df x g x x  ; 

c) 

9

7

[2 ( ) 3 ( )]df x g x x  ;   d) 

7

1

( )d .f x x  

47. Cho hµm sè f  liªn tôc trªn [a ; b]. TØ sè 

   
1

( )d

b

a

f x x
b a   

®−îc gäi lµ gi¸ trÞ trung b×nh cña hµm sè f  trªn [a ; b] vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ m(f). 

Chøng minh r»ng tån t¹i ®iÓm c   [a ; b] sao cho m(f) = f(c). 

48. Gi¶ sö mét vËt tõ tr¹ng th¸i nghØ khi 0 ( )t s  chuyÓn ®éng th¼ng víi vËn tèc 

v(t) = t(5t) (m/s). T×m qu·ng ®−êng vËt ®i ®−îc cho tíi khi nã dõng l¹i. 

49. Mét chÊt ®iÓm A xuÊt ph¸t tõ vÞ trÝ O, chuyÓn ®éng th¼ng nhanh dÇn ®Òu ; 

8 gi©y sau nã ®¹t ®Õn vËn tèc 6m/s. Tõ thêi ®iÓm ®ã nã chuyÓn ®éng th¼ng 

®Òu. Mét chÊt ®iÓm B xuÊt ph¸t tõ cïng vÞ trÝ O nh−ng chËm h¬n 12 gi©y so 

víi A  vµ chuyÓn ®éng th¼ng nhanh dÇn ®Òu. BiÕt r»ng B ®uæi kÞp A sau 8 gi©y 

(kÓ tõ lóc B xuÊt ph¸t). T×m vËn tèc cña B  t¹i thêi ®iÓm ®uæi kÞp A.  

50. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau : 

a) 
2

2

0

sin 2 dx x x



  ; b) 

2
2

1

(2 1)dx x x  ; c) 
2

3
2

2

( 1)e d .x xx x  

51. TÝnh diÖn tÝch c¸c h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi : 

a) §å thÞ c¸c hµm sè y = 4  2x , y = x + 2 ; 

b) C¸c ®−êng cong cã ph−¬ng tr×nh x  = 4  4y
2 vµ x  = 1  y

4
 trong miÒn x  0. 
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52. TÝnh diÖn tÝch cña c¸c h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi : 

a) Parabol y = 2x  2x + 2, tiÕp tuyÕn cña nã t¹i ®iÓm M(3 ; 5) vµ trôc tung ; 

b) Parabol y =  2x  + 4x 3 vµ c¸c tiÕp tuyÕn cña nã t¹i c¸c ®iÓm A(0 ; 3) vµ 

B(3 ; 0). 

53. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ n»m gi÷a hai mÆt ph¼ng x = 0 vµ x = 2, biÕt r»ng thiÕt 

diÖn cña vËt thÓ bÞ c¾t bëi mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc Ox  t¹i ®iÓm cã 

hoµnh ®é x (0  x  2) lµ mét nöa h×nh trßn ®−êng kÝnh 25 .x  

54. XÐt h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®−êng hypebol 
2

y
x

 vµ c¸c ®−êng th¼ng y = 1, 

y = 4, x = 0. TÝnh thÓ tÝch cña khèi trßn xoay t¹o thµnh khi quay h×nh ph¼ng 

®ã quanh trôc tung.  

55. Cho h×nh ph¼ng A giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè y = cos 0
2

   
 

x x  vµ hai 

trôc to¹ ®é. TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay t¹o thµnh khi quay A quanh 

trôc hoµnh. 

56. Cho h×nh ph¼ng A giíi h¹n bëi ®−êng cong cã ph−¬ng tr×nh x(y + 1) = 2 vµ 

c¸c ®−êng th¼ng x = 0, y = 0, y = 3. TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay t¹o ®−îc khi 

quay A quanh trôc tung. 

57. Cho h×nh ph¼ng A giíi h¹n bëi ®−êng cong cã ph−¬ng tr×nh x  2y  = 0 vµ c¸c 

®−êng th¼ng y = 2, x = 0. TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay t¹o thµnh khi quay A 

a) Quanh trôc hoµnh ;   b) Quanh trôc tung. 

58. Cho h×nh ph¼ng A giíi h¹n bëi ®−êng cong cã ph−¬ng tr×nh 

1

2 2
x

y x e  vµ c¸c 

®−êng th¼ng x = 1, x = 2, y = 0. TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay t¹o thµnh khi 

quay A quanh trôc hoµnh. 

59. Cho h×nh ph¼ng A giíi h¹n bëi ®−êng cong cã ph−¬ng tr×nh 2 3y x  vµ c¸c 

®−êng th¼ng y = 0, x = 1 trong miÒn y  0. TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay t¹o 

®−îc khi quay A 

a) Quanh trôc hoµnh ;   b) Quanh trôc tung. 
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Bμi tËp tr¾c nghiÖm kh¸ch quan 

Trong mçi bµi tËp d−íi ®©y, h·y chän mét ph−¬ng ¸n  trong c¸c ph−¬ng ¸n  ®· 

cho ®Ó ®−îc  kh¼ng ®Þnh ®óng. 

60. Gi¶ sö 

5

1

ln
2 1




dx
c

x
. Gi¸ trÞ cña c lµ 

(A) 9 ;    (B) 3 ;               (C) 81 ;   (D) 8. 

61. Gi¸ trÞ  cña 

2
2

0

2e xdx  lµ 

(A) 4e  ;   (B) 4e 1  ;  (C) 44e  ;   (D) 43e 1  . 

62. Gi¸ trÞ cña 

0
2 3

1

( 1)



 x x dx   lµ 

(A) 
7

70
 ;  (B) 

1

60
  ;      (C) 

2

15
 ;   (D) 

1

60
. 

63. DiÖn tÝch h×nh ph¼ng n»m trong gãc phÇn t− thø nhÊt, giíi h¹n bëi ®−êng 

th¼ng y = 4x vµ ®å thÞ hµm sè  y = x
3
 lµ 

(A) 4 ;  (B) 5 ;            (C) 3 ;   (D)  3,5. 

64. DiÖn tÝch h×nh ph¼ng n»m trong gãc phÇn t− thø nhÊt, giíi h¹n bëi hai ®−êng 

th¼ng y = 8x, y = x vµ ®å thÞ hµm sè  y = x
3
 lµ 

(A) 12 ;  (B) 15,75  ;     (C) 6,75 ;   (D) 4 . 

65. DiÖn tÝch h×nh ph¼ng n»m trong gãc phÇn t− thø nhÊt, giíi h¹n bëi ®−êng 

th¼ng y = 2x vµ ®å thÞ hµm sè  y = x
2
 lµ 

(A) 
4

3
 ;  (B) 

3

2
 ;   (C) 

5

3
 ;   (D) 

23

15
 . 
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66. Cho h×nh ph¼ng A giíi h¹n bëi ®å thÞ hai hµm sè y = x
2
 vµ y = 6  x . ThÓ 

tÝch khèi trßn xoay t¹o ®−îc khi quay A xung quanh trôc tung lµ 

(A) 
32

3


 ;  (B)  9  ;    (C) 8  ;   (D) 

20

3


 . 

67. Cho a, b lµ hai sè d−¬ng. Gäi K lµ h×nh ph¼ng n»m trong gãc phÇn t− thø hai, 

giíi h¹n bëi parabol y = ax
2
 vµ ®−êng th¼ng y = bx. BiÕt r»ng thÓ tÝch khèi 

trßn xoay t¹o ®−îc khi quay K xung quanh trôc hoµnh lµ mét sè kh«ng phô 

thuéc vµo gi¸ trÞ cña a vµ b. Khi ®ã a vµ b tho¶ m·n ®iÒu kiÖn sau 

(A) 4 52b a  ; (B) 3 52b a  ;      (C) 5 32b a  ;   (D) 4 22b a . 
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sè phøc 

1. Kh¸i niÖm sè phøc 

Ta ®· biÕt r»ng c¸c ph−¬ng tr×nh 2 21 0, 4 0x x     kh«ng cã nghiÖm thùc. 

Mét c¸ch tæng qu¸t c¸c ph−¬ng tr×nh bËc hai víi hÖ sè thùc 2 0Ax Bx C    mµ 

biÖt thøc 0  , ch¼ng h¹n 2 2 2 0  x x  (biÖt thøc 4),     ®Òu kh«ng cã 

nghiÖm thùc. 

Sù ph¸t triÓn cña to¸n häc, khoa häc ®ßi hái ph¶i më réng tËp hîp c¸c sè thùc 

thµnh mét tËp hîp sè míi gäi lµ tËp hîp c¸c sè phøc, trong ®ã cã c¸c phÐp 

to¸n céng vµ nh©n víi c¸c tÝnh chÊt t−¬ng tù phÐp to¸n céng vµ nh©n sè thùc 

sao cho c¸c ph−¬ng tr×nh nãi trªn ®Òu cã nghiÖm. 

Muèn thÕ, ng−êi ta ®−a ra sè i sao cho b×nh ph−¬ng cña nã b»ng –1. Khi ®ã i 

lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 2 1 0 x  vµ 2i lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng 

tr×nh 2 4 0 x  ; cßn 1 + i  lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 2 2 2 0,x x    

tøc lµ ph−¬ng tr×nh 2( 1) 1 0  x ,... C¸c sè a + bi ( , a b  ) gäi lµ c¸c 

sè phøc.  

Víi c¸c sè phøc, ng−êi ta cßn chøng minh ®−îc r»ng mäi ph−¬ng tr×nh bËc 2, 

3, 4, … ®Òu cã nghiÖm (phøc). Sè phøc còng liªn quan chÆt chÏ víi h×nh häc 

ph¼ng, víi l−îng gi¸c , ... (xem bµi Em cã biÕt "Vµi nÐt lÞch sö ph¸t triÓn 

sè phøc", trang 197).  

®Þnh nghÜa 1 

Mét sè phøc lµ mét biÓu thøc d¹ng a bi , trong ®ã a  vµ b  lµ 

nh÷ng sè thùc vµ sè i  tho¶ m·n 2 1. i  KÝ hiÖu sè phøc ®ã lµ 

z  vµ viÕt . z a bi  

i  ®−îc gäi lµ ®¬n vÞ ¶o, a  ®−îc gäi lµ phÇn thùc vµ b  ®−îc gäi 
lµ phÇn ¶o cña sè phøc . z a bi  

TËp hîp c¸c sè phøc ®−îc kÝ hiÖu lµ  . 

11§



 182 

Chó ý 

Sè phøc 0 z a i  cã phÇn ¶o b»ng 0 ®−îc coi lµ sè thùc vµ viÕt lµ 

0   a i a   . 

Sè phøc cã phÇn thùc b»ng 0  ®−îc gäi lµ sè ¶o (cßn gäi lµ sè thuÇn ¶o) : 

0  z bi bi  ( )b   ; 0 1 1  i i i . 

Sè 0 0 0 0  i i   võa lµ sè thùc võa lµ sè ¶o. 

VÝ dô 1 

Sè phøc 2 3 z i  cã phÇn thùc b»ng 2,  phÇn ¶o b»ng 3.  

Sè phøc z i   (tøc lµ (1)i) cã phÇn thùc b»ng 0,  phÇn ¶o b»ng 1  ; ®ã lµ 

mét sè ¶o. 

®Þnh nghÜa 2 

Hai sè phøc z  = a bi  ( , )a b  , 'z  = ' 'a b i  ( ', ' )a b   

gäi lµ b»ng nhau nÕu 

   ',a a  '.b b  

Khi ®ã ta viÕt '.z z  

H1  Khi nμo sè phøc a bi  (a, b  ) b»ng 0 ? 

2.  BiÓu diÔn h×nh häc sè phøc 

Ta ®· biÕt biÓu diÔn h×nh häc c¸c sè thùc bëi c¸c ®iÓm trªn mét trôc sè. 

§èi víi c¸c sè phøc, ta h·y xÐt mÆt ph¼ng to¹ ®é .Oxy  Mçi sè phøc 

 z a bi  ( , )a b   ®−îc biÓu diÔn bëi ®iÓm M  cã to¹ ®é ( ; ).a b  Ng−îc 

l¹i, râ rµng mçi ®iÓm ( ; )M a b  biÓu diÔn mét sè phøc lµ  z a bi . Ta cßn 

viÕt ( )M a bi  hay M(z). 

V× lÏ ®ã, mÆt ph¼ng to¹ ®é víi viÖc biÓu diÔn sè phøc nh− thÕ ®−îc gäi lµ mÆt 

ph¼ng phøc. 

Gèc to¹ ®é O biÓu diÔn sè 0. 

C¸c ®iÓm trªn trôc hoµnh Ox  biÓu diÔn c¸c sè thùc, do ®ã trôc Ox  cßn ®−îc 

gäi lµ trôc thùc.  
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H×nh 4.1 

C¸c ®iÓm trªn trôc tung Oy  biÓu 

diÔn c¸c sè ¶o, do ®ã trôc Oy  cßn 

®−îc gäi lµ trôc ¶o. 

Trªn h×nh 4.1 cã c¸c ®iÓm O, A, B, 

C, D, E, F theo thø tù biÓu diÔn c¸c 

sè phøc 0, 1, i, 2, 2i, 1 + 2i, 2  i. 

3.  PhÐp céng vµ phÐp trõ sè phøc       

a) Tæng cña hai sè phøc 

®Þnh nghÜa 3 

Tæng cña hai sè phøc , z a bi  ' ' ' z a b i  (a, b, a', b'  ) 

lµ sè phøc 
     'z z  = ' ( ') .  a a b b i  

Nh− vËy, ®Ó céng hai sè phøc, ta céng c¸c phÇn thùc víi nhau, céng c¸c phÇn 

¶o víi nhau. 

VÝ dô 2. Ta cã (3 ) (2 3 )  i i      = 5 2i  ; 

   (1 2 ) (2 2 )  i i    = 3 ; 

   (2 2 ) ( 2 3 )   i i  = i. 

b) TÝnh chÊt cña phÐp céng sè phøc 

Tõ ®Þnh nghÜa 3, dÔ thÊy phÐp céng c¸c sè phøc cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y, 

t−¬ng tù phÐp céng c¸c sè thùc. 

 TÝnh chÊt kÕt hîp : 

    ( ') '' z z z  = ( ' '') z z z  víi mäi z, z ', z ''  . 

TÝnh chÊt giao ho¸n : 

    'z z  = ' z z  víi mäi z, z '  . 

Céng víi 0 : 
   0z  = 0 + z = z  víi mäi .z   

Víi mçi sè phøc  z a bi  ( , ),a b   nÕu kÝ hiÖu sè phøc  a bi  lµ z 

th× ta cã 
    ( ) ( ) 0.     z z z z  

Sè z ®−îc gäi lµ sè ®èi cña sè phøc z . 
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H2  Trong mÆt ph¼ng phøc, cho ®iÓm M biÓu diÔn sè z. H·y t×m ®iÓm biÓu diÔn 

sè z. 

c) PhÐp trõ hai sè phøc 

®Þnh nghÜa 4 

HiÖu cña hai sè phøc z vµ z' lµ tæng cña z víi z ', tøc lµ 

     ' ( ').   z z z z  

NÕu , z a bi  ' ' ' z a b i   (a, b, a', b'  ) th× 

   ' ' ( ') .    z z a a b b i  

d) ý nghÜa h×nh häc cña phÐp céng vµ phÐp trõ sè phøc 
Trong mÆt ph¼ng phøc, ta ®· coi ®iÓm M  cã to¹ ®é ( ; )a b  biÓu diÔn sè phøc 

. z a bi  Ta còng coi mçi vect¬ 

u  cã to¹ ®é ( ; )a b  biÓu diÔn sè phøc 

. z a bi  

Khi ®ã, nãi ®iÓm M  biÓu diÔn sè phøc z  còng cã nghÜa lµ vect¬ 

OM  biÓu 

diÔn sè phøc ®ã. 

DÔ thÊy r»ng, nÕu , '
 
u u  theo thø tù biÓu diÔn c¸c sè phøc , 'z z  th× 

   '
 
u u  biÓu diÔn sè phøc ',z z  

   '
 
u u  biÓu diÔn sè phøc '.z z  

VÝ dô 3. Quan s¸t h×nh 4.2, ta thÊy :  

 Vect¬ OM u
 

 cã to¹ ®é (1 ; 3) 

biÓu diÔn sè phøc 1 3 z i  ; 

Vect¬ ' '
 
OM u  cã to¹ ®é (2 ; 1) 

biÓu diÔn sè phøc ' 2 z i  ; 

Vect¬ ' 
  
OP u u  cã to¹ ®é 

(3 ; 4) biÓu diÔn sè phøc 

' 3 4  z z i  ; 

Vect¬ ' 'OQ MM u u  
   

 cã to¹ 

®é (1 ; 2) biÓu diÔn sè phøc 

' 1 2 .  z z i       H×nh 4.2 
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4.  PhÐp nh©n sè phøc 

a) TÝch cña hai sè phøc 

Cho hai sè phøc , z a bi  ' ' ' z a b i  (a, b, a ', b '  ). Thùc hiÖn phÐp 

nh©n mét c¸ch h×nh thøc biÓu thøc a bi  víi biÓu thøc ' ' ,a b i  råi thay 

2 1, i  ta ®−îc 

   ( )( ' ' ) a bi a b i  = 2' ' ( ' ' )  aa bb i ab a b i  

        = ' ' ( ' ' ) .  aa bb ab a b i  

§iÒu ®ã dÉn ta ®Õn ®Þnh nghÜa sau ®©y. 

®Þnh nghÜa 5 

TÝch cña hai sè phøc  z a bi  vµ ' ' ' z a b i  (a, b, a', b'  ) 

lµ sè phøc 

   'zz  = ' ' ( ' ' ) .  aa bb ab a b i   

VÝ dô 4. Ta cã 

   (2 )(1 2 ) i i  = (2 2) (4 1)   i  = 4 3 i  ; 

   (2 )(2 ) i i    = (4 + 1) + (2 + 2)i = 5 ; 

   (2 )(1 2 ) i i  = (2  2) + (4 + 1)i = 5i . 

NhËn xÐt.  Víi mäi sè thùc k vµ mäi sè phøc a bi  (a, b  ), ta cã 

    ( )k a bi  = ( 0 )( ) k i a bi  = ka kbi , 

®Æc biÖt 0 0z  víi mäi sè phøc z. 

H3  NÕu vect¬ u


 biÓu diÔn sè phøc z th× vect¬ ku


 (k  ) biÓu diÔn sè phøc nμo ? 

V× sao ? 

VÝ dô 5. Trong mÆt ph¼ng phøc, nÕu ®iÓm M biÓu diÔn sè phøc z, ®iÓm M ' 

biÓu diÔn sè phøc z ' (M kh¸c M ') th× trung ®iÓm P cña ®o¹n th¼ng MM ' biÓu 

diÔn sè phøc 
1

( ').
2

z z  §iÒu ®ã suy ra tõ hÖ thøc 
1

( ').
2

 
  
OP OM OM  
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H4  XÐt sè phøc z x yi   (x, y  ). TÝnh 
2z  vμ t×m tËp hîp c¸c ®iÓm cña mÆt 

ph¼ng phøc biÓu diÔn c¸c sè phøc z sao cho 
2z  lμ sè thùc. 

b) TÝnh chÊt cña phÐp nh©n sè phøc 
Tõ ®Þnh nghÜa 5, dÔ thÊy r»ng phÐp nh©n c¸c sè phøc cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y 

t−¬ng tù phÐp nh©n c¸c sè thùc. 

TÝnh chÊt giao ho¸n : 

  'zz  = 'z z  víi mäi , 'z z   . 

 TÝnh chÊt kÕt hîp : 

  ( ') ''zz z  = ( ' '')z z z  víi mäi , ', ''z z z   . 

Nh©n víi 1 : 

  1. .1 z z z  víi mäi z   . 

TÝnh chÊt ph©n phèi (cña phÐp nh©n ®èi víi phÐp céng) : 

  ( ' '')z z z  = ' ''zz zz  víi mäi , ', ''z z z   . 

Tõ c¸c tÝnh chÊt nãi trªn ta cã thÓ thùc hiÖn phÐp to¸n céng vµ nh©n c¸c sè 

phøc theo c¸c quy t¾c nh− phÐp to¸n céng vµ nh©n c¸c sè thùc. 

VÝ dô 6. ( ')( ') z z z z  = ' ' ' '  zz z z zz z z  = 2 2'z z  ; 

  ( ')( ') z z z z  = 2( ')z z  = 2 22 ' ' z zz z  ; 

  2( )bi  = 2 2b i  = 2b  (b  ) ; 

  3i  = 2.i i  = i , 4i  = 2 2.i i  = 1 , 5i  = i  ; 

  3(1 ) i  = 2 31 3 3  i i i  = 2 2  i . 

H5  H·y ph©n tÝch 
2 4z   thμnh nh©n tö. 

5.  Sè phøc liªn hîp vµ m«®un cña sè phøc 

a) Sè phøc liªn hîp 

®Þnh nghÜa 6 

Sè phøc liªn hîp cña  z a bi  (a, b  ) lµ a bi  vµ ®−îc 

kÝ hiÖu bëi z . 
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H×nh 4.4 

Nh− vËy 

   .z a bi a bi     

VÝ dô 7. 2 3 i  = 2 3 i  ; 

  4 2  i  = 4 2  i  ; 

  i i   ; 

. i i  

 Râ rµng z


 = z  nªn ng−êi ta cßn nãi z vµ z  

lµ hai sè phøc liªn hîp víi nhau (gäi t¾t lµ 

hai sè phøc liªn hîp).  

Hai sè phøc liªn hîp khi vµ chØ khi c¸c ®iÓm biÓu diÔn cña chóng ®èi xøng 

víi nhau qua trôc thùc Ox (h.4.3).         

H6  Chøng minh r»ng sè phøc z lμ sè thùc khi vμ chØ khi .z z   

 Tõ ®Þnh nghÜa 6, dÔ suy ra : 

 Víi mäi sè phøc z, z ', ta cã 

   'z z  = 'z z  ; 

   'zz  = '.z z  

H7  Chøng minh r»ng víi mäi sè phøc ( , ),z a bi a b    ta cã 
2 2.zz a b   

b) M«®un cña sè phøc 

Ta ®· biÕt gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña sè thùc a lµ 
kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm biÓu diÔn a ®Õn gèc to¹ 
®é trªn trôc sè. DÔ thÊy r»ng kho¶ng c¸ch tõ 

®iÓm M biÓu diÔn sè phøc  z a bi  (a, b  ) 

®Õn gèc to¹ ®é O cña mÆt ph¼ng phøc lµ 

     2 2OM a b zz  


 (h.4.4).  

®Þnh nghÜa 7 

M«®un cña sè phøc  z a bi  (a, b  ) lµ sè thùc kh«ng ©m 

2 2a b  vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ .z  

H×nh 4.3  
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Nh− vËy 

 NÕu  z a bi  (a, b  ) th× 2 2 .z zz a b    

VÝ dô 8.  1i  ; 21 2 1 2 5.   i  

NhËn xÐt 
1) NÕu z  lµ sè thùc th× m«®un cña z lµ gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña sè thùc ®ã. 

2) 0z  khi vµ chØ khi 0z . 

VÝ dô 9. Trong mÆt ph¼ng phøc, tËp hîp c¸c ®iÓm biÓu diÔn c¸c sè phøc z sao 

cho 1z  lµ ®−êng trßn b¸n kÝnh 1 víi t©m t¹i gèc to¹ ®é. 

H8  Chøng minh r»ng z z  víi mäi sè phøc z. 

6.  PhÐp chia cho sè phøc kh¸c 0 

H9  Cho sè phøc z a bi   (a, b  ) kh¸c 0. Chøng minh r»ng sè 

1

2 2

1
( )z a bi

a b

  


 = 
2

1
z

z
 lμ sè tho¶ m·n 

1 1.zz
   

§Þnh nghÜa 8 

Sè nghÞch ®¶o cña sè phøc z  kh¸c 0 lµ sè 1

2

1
z z

z

  . 

Th−¬ng 
z
z
'
 cña phÐp chia sè phøc 'z  cho sè phøc z kh¸c 0 lµ 

tÝch cña 'z  víi sè phøc nghÞch ®¶o cña z, tøc lµ 1'
' .

z
z z

z
 

Nh− vËy 

    NÕu 0z  th× 
2

' '
.

z z z

z z
  

Chó ý 

Do 
2

' ' 'z z z z z

z zzz
   nªn ®Ó tÝnh 

'z

z
 ta chØ viÖc nh©n c¶ tö sè vµ 

mÉu sè víi z . 
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VÝ dô 10 

3

1




i

i
 = 

(3 )(1 )

(1 )(1 )

 
 

i i

i i
 = 

2 4

2

 i
 = 1 2 i  ; 

2 2

2 2




i

i
 = 

( 2 2 )( 2 2 )

( 2 2 )( 2 2 )

 
 

i i

i i
 = 

2

2 2

( 2 2 )

( 2) 2





i
 = 

2 4 2

6

  i
 = 

1 2 2
;

3

i 
  

1

i
 = i. 

NhËn xÐt 

1) Víi 0z , ta cã 1 11
1. .  z z

z
 

2) DÔ thÊy r»ng th−¬ng 
'z

z
 lµ sè phøc w sao cho zw = z '. Tõ ®ã cã thÓ nãi 

phÐp chia (cho sè phøc kh¸c 0) lµ phÐp to¸n ng−îc cña phÐp nh©n. 

H10  T×m sè phøc z tho¶ m·n (1 2 ) 3 .i z z i    

C©u hái vμ bμi tËp 

1. Cho c¸c sè phøc 

  2 3 i  ; 1 2 i  ; 2 . i  

a) BiÓu diÔn c¸c sè ®ã trong mÆt ph¼ng phøc. 

b) ViÕt sè phøc liªn hîp cña mçi sè ®ã vµ biÓu diÔn chóng trong mÆt 

ph¼ng phøc. 

c) ViÕt sè ®èi cña mçi sè phøc ®ã vµ biÓu diÔn chóng trong mÆt ph¼ng phøc. 

2. X¸c ®Þnh phÇn thùc vµ phÇn ¶o cña mçi sè sau : 

a) (2 4 ) (3 2 )   i i i  ;                               b) 2( 2 3 ) i  ;  

c) (2 3 )(2 3 ) i i  ;                                          d) (2 )(3 ). i i i  

3. X¸c ®Þnh c¸c sè phøc biÓu diÔn bëi c¸c ®Ønh cña mét lôc gi¸c ®Òu cã t©m lµ 

gèc to¹ ®é O  trong mÆt ph¼ng phøc, biÕt r»ng mét ®Ønh biÓu diÔn sè i . 

4. Thùc hiÖn phÐp tÝnh  

1

2 3 i
 ; 

1

1 3

2 2
 i

 ;      
3 2 i

i
 ;  

3 4
.

4




i

i
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5. Cho 
1 3

.
2 2

  z i  

H·y tÝnh :   
1

z
 ; z  ; 2z  ; 3( )z  ; 21 . z z  

6. Chøng minh r»ng : 

a) PhÇn thùc cña sè phøc z  b»ng 
1

( )
2

z z , phÇn ¶o cña sè phøc z  b»ng 

1
( )

2
z z

i
  ; 

b) Sè phøc z  lµ sè ¶o khi vµ chØ khi z z   ; 

c) Víi mäi sè phøc z, z', ta cã ' ',  z z z z  ' . 'zz z z , vµ nÕu 0z  th× 

' 'z z

z z

   
 

. 

7. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn 0,m  ta cã 

  4 1mi  ; 4 1 mi i  ; 4 2 1  mi  ; 4 3 .  mi i  

8. Chøng minh r»ng : 

a) NÕu vect¬ u


 cña mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn sè phøc z th× ®é dµi cña vect¬ 

u


 lµ ,u z


 vµ tõ ®ã nÕu c¸c ®iÓm 1 2,A A  theo thø tù biÓu diÔn c¸c sè phøc 

1 2,z z  th× 1 2 2 1A A z z 


 ; 

b) Víi mäi sè phøc , ',z z  ta cã ' 'zz z z  vµ khi 0z  th× 
' 'z z

z z
  ; 

c) Víi mäi sè phøc z, z', ta cã ' ' .  z z z z  

9. X¸c ®Þnh tËp hîp c¸c ®iÓm trong mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn c¸c sè phøc z  

tho¶ m·n tõng ®iÒu kiÖn sau : 

a) | | 1 z i  ;  b) 1 


z i

z i
 ;  c) | 3 4 |.z z i    

LuyÖn tËp 
10. Chøng minh r»ng víi mäi sè phøc 1,z  ta cã 

 2 91 ...   z z z  = 
10 1

.
1




z

z
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11. Hái mçi sè sau ®©y lµ sè thùc hay sè ¶o ( z  lµ sè phøc tuú ý cho tr−íc sao cho 

biÓu thøc x¸c ®Þnh) ? 

 2 2( )z z  ;  
3 3( )

z z

z z




 ;  

2 2( )
.

1

z z

zz




 

12. X¸c ®Þnh tËp hîp c¸c ®iÓm trong mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn c¸c sè phøc z  

tho¶ m·n tõng ®iÒu kiÖn sau : 

a) 2z  lµ sè thùc ©m ;   b) 2z  lµ sè ¶o ; 

c) 2 2( )z z  ;    d) 
1

z i
 lµ sè ¶o. 

13. T×m nghiÖm phøc cña c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 2 0  iz i  ;           b) (2 3 ) 1  i z z  ; 

c) (2 ) 4 0i z    ;           d) ( 1)( 3 )( 2 3 ) 0iz z i z i      ; 

e) 2 4 0. z  

14. a) Cho sè phøc  z x yi  (x, y  ). Khi ,z i  h·y t×m phÇn thùc vµ phÇn 

¶o cña sè phøc .



z i

z i
 

b) X¸c ®Þnh tËp hîp c¸c ®iÓm trong mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn c¸c sè phøc z 

tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 



z i

z i
 lµ sè thùc d−¬ng. 

15. a) Trong mÆt ph¼ng phøc, cho ba ®iÓm , ,A B C  kh«ng th¼ng hµng theo thø tù 

biÓu diÔn c¸c sè phøc 1 2 3, , .z z z  Hái träng t©m cña tam gi¸c ABC  biÓu diÔn 

sè phøc nµo ? 

b) XÐt ba ®iÓm , ,A B C  cña mÆt ph¼ng phøc theo thø tù biÓu diÔn ba sè phøc 

ph©n biÖt 1 2 3, ,z z z  tho¶ m·n 1 2 3 . z z z  

Chøng minh r»ng , ,A B C  lµ ba ®Ønh cña mét tam gi¸c ®Òu khi vµ chØ khi 

    1 2 3 0.  z z z  

16. §è vui. Trong mÆt ph¼ng phøc cho c¸c ®iÓm : O (gèc to¹ ®é), A biÓu diÔn 

sè 1, B biÓu diÔn sè phøc z kh«ng thùc, A' biÓu diÔn sè phøc ' 0z  vµ B' biÓu 

diÔn sè phøc zz'. 

Hai tam gi¸c OAB, OA'B ' cã ph¶i lµ hai tam gi¸c ®ång d¹ng kh«ng ? 
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C¨n bËc hai cña sè phøc 
vμ ph−¬ng tr×nh bËc hai 

1.  C¨n bËc hai cña sè phøc 

§Þnh nghÜa 

Cho sè phøc .w  Mçi sè phøc z  tho¶ m·n 2 z w  ®−îc gäi lµ 

mét c¨n bËc hai cña w. 

Nãi c¸ch kh¸c, mçi c¨n bËc hai cña w  lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

2 0 z w  (víi Èn z ). 

Cã thÓ t×m c¨n bËc hai cña sè phøc w nh− sau : 

a) Tr−êng hîp w lµ sè thùc 

DÔ thÊy r»ng c¨n bËc hai cña 0 lµ 0. 

XÐt sè thùc w = a  0, 

Khi a > 0 th× 2 ( )( )   z a z a z a . Do ®ã, 2 0 z a  khi vµ chØ khi 

z a  hoÆc . z a  VËy a cã hai c¨n bËc hai lµ a  vµ . a  

Khi a < 0 th× 2 ( )( )z a z a i z a i      . Do ®ã, 2 0 z a  khi vµ chØ 

khi z a i   hoÆc .z a i   VËy a cã hai c¨n bËc hai lµ a i  vµ .a i   

VÝ dô 1.  Hai c¨n bËc hai cña 1 lµ i vµ i. 

Hai c¨n bËc hai cña 2a  (a lµ sè thùc kh¸c 0) lµ ai vµ ai. 

b) Tr−êng hîp w = a + bi (a, b  ), b  0 

 z x yi  (x, y  ) lµ c¨n bËc hai cña w khi vµ chØ khi 2 z w , tøc lµ 

    2( )x yi  = .a bi  

22§
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Do 2( )x yi  = 2 2 2 x y xyi  nªn 2 z w  khi vµ chØ khi 

     
2 2

2 .

  




x y a

xy b
 

VËy ®Ó t×m c¸c c¨n bËc hai cña w = a + bi  ta cÇn gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh nµy.  

Mçi cÆp sè thùc (x ; y) nghiÖm ®óng hÖ ph−¬ng tr×nh ®ã cho ta mét c¨n bËc 

hai x + yi cña sè phøc a + bi. 

VÝ dô 2 

a) T×m c¸c c¨n bËc hai cña 5 12 ,i   tøc lµ t×m c¸c sè phøc x yi  (x, y  ) 

sao cho 2( ) 5 12x yi i     nªn ta cÇn gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 

    
2 2 5

2 12.

   




x y

xy
 

Ph−¬ng tr×nh thø hai cho 
12 6

,
2

 y
x x

 thay vµo ph−¬ng tr×nh thø nhÊt, ta cã :  

  

2

2

36
5

6
.

   

 

x
x

y
x

  

4 25 36 0

6

   




x x

y
x

  

2 4

6
.

 




x

y
x

 

HÖ nµy cã hai nghiÖm (2 ; 3) ; (2 ; 3). 

VËy cã hai c¨n bËc hai cña 5 + 12i  lµ 2 3 i  vµ 2 3 .  i  

b) T×m c¸c c¨n bËc hai cña i tøc lµ t×m x yi  (x, y  ) sao cho 

2( )x yi i   nªn ta cÇn gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh  

     
2 2 0

2 1.

  




x y

xy
 

DÔ thÊy nã cã hai nghiÖm 
2 2

;
2 2

 
 
 

, 
2 2

;
2 2

 
  
 

. 

VËy i cã hai c¨n bËc hai lµ 
2

(1 )
2

  i . 
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 Mét c¸ch tæng qu¸t, cã thÓ chøng minh r»ng 

* Sè 0 cã ®óng mét c¨n bËc hai lµ 0. 

* Mçi sè phøc kh¸c 0 cã hai c¨n bËc hai lµ hai sè ®èi nhau 

(kh¸c 0 ). 

§Æc biÖt, sè thùc a d−¬ng cã hai c¨n bËc hai lµ a  vµ  a  ; 

sè thùc a ©m cã hai c¨n bËc hai lµ a i  vµ . a i  

H1  BiÕt mét c¨n bËc hai cña 1w  lμ 1z  vμ mét c¨n bËc hai cña 2w  lμ 2.z  H·y t×m 

tÊt c¶ c¸c c¨n bËc hai cña 1 2.w w  

2.  Ph−¬ng tr×nh bËc hai 

Nhê tÝnh ®−îc c¨n bËc hai cña sè phøc, dÔ thÊy mäi ph−¬ng tr×nh bËc hai 

   2 0  Az Bz C       (1) 

trong ®ã A, B, C lµ nh÷ng sè phøc, (A  0) ®Òu cã hai nghiÖm phøc (cã thÓ 

trïng nhau). ViÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh ®ã ®−îc tiÕn hµnh t−¬ng tù nh− trong 

tr−êng hîp A, B, C lµ nh÷ng sè thùc. Cô thÓ lµ : 

  XÐt biÖt thøc 2 4 .  B AC  

* NÕu   0 th× ph−¬ng tr×nh (1) cã hai nghiÖm ph©n biÖt 

  1 ,
2

B
z

A

 
  2 2

B
z

A

 
  

trong ®ã   lµ mét c¨n bËc hai cña . 

* NÕu  = 0 th× ph−¬ng tr×nh (1) cã nghiÖm kÐp 

   1 2
.

2
  

B
z z

A
 

§Æc biÖt, khi  lµ sè thùc d−¬ng th× hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (1) lµ 

1 ,
2

  


B
z

A
 2 2

  


B
z

A
 ; khi  lµ sè thùc ©m th× hai nghiÖm cña 

ph−¬ng tr×nh (1) lµ 1 2

  


B i
z

A
, 2

.
2

  


B i
z

A
 



 195 

 

VÝ dô 3 

a) Ph−¬ng tr×nh 2 1 0  z z  cã biÖt thøc 3    nªn nã cã hai nghiÖm 

ph©n biÖt lµ 
1 3

.
2

 i
 

b) Ph−¬ng tr×nh 2 ( 2 ) 2 0    z i z i  cã biÖt thøc 

  2( 2 ) 8    i i  = 23 4 (2 )  i i  

nªn nã cã hai nghiÖm lµ 

  1z  = 
1

[2 (2 )]
2

  i i  = 2 vµ 2z  = 
1

[2 (2 )]
2

  i i  = i. 

H2  XÐt ph−¬ng tr×nh bËc hai 

   
2 0Az Bz C    

trong ®ã A, B, C lμ nh÷ng sè thùc, 0.A   Chøng minh r»ng nÕu 0z    lμ mét 

nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh th× 0z  còng lμ mét nghiÖm cña nã. 

Chó ý 

Trªn ®©y, ta ®· thÊy mäi ph−¬ng tr×nh bËc hai (víi hÖ sè phøc) cã 

hai nghiÖm phøc (cã thÓ trïng nhau). H¬n n÷a, ng−êi ta cßn chøng 

minh ®−îc r»ng mäi ph−¬ng tr×nh bËc n 

    1
0 1 1... 0

    n n
n nA z A z A z A  

(trong ®ã n  lµ mét sè nguyªn d−¬ng, 0,A  1,A  ..., nA  lµ 1n  sè 

phøc cho tr−íc, 0 0)A   lu«n cã n  nghiÖm phøc (kh«ng nhÊt thiÕt 

ph©n biÖt). 

TÝnh chÊt quan träng nµy cña tËp hîp c¸c sè phøc lµ néi dung cña 

mét ®Þnh lÝ gäi lµ §Þnh lÝ c¬ b¶n cña ®¹i sè. 

C©u hái vμ bμi tËp 

17. T×m c¸c c¨n bËc hai cña mçi sè phøc sau : 

  i  ; 4i  ; 4  ; 1 4 3 i . 
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18. Chøng minh r»ng nÕu z  lµ mét c¨n bËc hai cña sè phøc w  th× .z w  

19. T×m nghiÖm phøc cña c¸c ph−¬ng tr×nh bËc hai sau : 

a) 2 1 z z  ; 

b) 2 2 5 0  z z  ; 

c) 2 (1 3 ) 2(1 ) 0.    z i z i  

Chó ý : Cã thÓ dïng m¸y tÝnh bá tói ®Ó t×m nghiÖm (gÇn ®óng) cña ph−¬ng 

tr×nh bËc hai víi hÖ sè thùc ngay c¶ khi nghiÖm cña nã kh«ng ph¶i lµ sè thùc. 

Ch¼ng h¹n, dïng m¸y tÝnh bá tói CASIO fx-500MS ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh 

2 6 58 0  x x  th× Ên 

MODE  MODE  1 MODE  2 (®Ó vµo ch−¬ng tr×nh gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc 

hai), Ên tiÕp 

1  =    6   =    58   (®Ó ®−a vµo c¸c hÖ sè cña ph−¬ng tr×nh) ; Ên tiÕp 

=  : trªn mµn h×nh hiÖn 1x  = 3 ; Ên tiÕp 

SHIFT   Re Im  : trªn mµn h×nh hiÖn 1 7. , ix  (®iÒu ®ã cã nghÜa lµ 

nghiÖm thø nhÊt lµ 3 7 i ) ; Ên tiÕp 

=  : trªn mµn h×nh hiÖn 2x  = 3 ; Ên tiÕp 

SHIFT   Re Im  : trªn mµn h×nh hiÖn 2 7. ,  ix  (®iÒu ®ã cã nghÜa lµ 

nghiÖm thø hai lµ 3 7 ).i  

(Thùc ra, chØ cÇn biÕt nghiÖm thø nhÊt lµ 3 7 i  th× ®· suy ra ngay nghiÖm thø 

hai lµ 3 7 3 7  i i ). 

20. a) Hái c«ng thøc Vi-Ðt vÒ ph−¬ng tr×nh bËc hai víi hÖ sè thùc cã cßn ®óng cho 

ph−¬ng tr×nh bËc hai víi hÖ sè phøc kh«ng ? V× sao ? 

b) T×m hai sè phøc, biÕt tæng cña chóng b»ng 4  i  vµ tÝch cña chóng b»ng 

5(1 ). i  

c) Cã ph¶i mäi ph−¬ng tr×nh bËc hai 2 0  z Bz C  ( ,B C  lµ hai sè phøc) 

nhËn hai nghiÖm lµ hai sè phøc liªn hîp kh«ng thùc ph¶i cã c¸c hÖ sè ,B C  lµ 

hai sè thùc ? V× sao ? §iÒu ng−îc l¹i cã ®óng kh«ng ? 
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Girolamo Cardano  
(1501 1576) 

Em

co á biïë t

21. a) Gi¶i ph−¬ng tr×nh sau : 

  2 2( )( 2 1) 0.   z i z iz  

b) T×m sè phøc B ®Ó ph−¬ng tr×nh bËc hai 2 3 0  z Bz i  cã tæng b×nh 

ph−¬ng hai nghiÖm b»ng 8. 

22. §è vui. Mét häc sinh kÝ hiÖu mét c¨n bËc hai cña 1  lµ 1  vµ tÝnh 

1. 1   nh− sau : 

a) Theo ®Þnh nghÜa c¨n bËc hai cña 1  th× 1. 1 1.     

b) Theo tÝnh chÊt cña c¨n bËc hai (tÝch cña hai c¨n bËc hai cña hai sè b»ng c¨n 

bËc hai cña tÝch hai sè ®ã) th× 

   1. 1 ( 1).( 1) 1 1.        

Tõ ®ã, häc sinh ®ã suy ra 1 1.   

H·y t×m ®iÒu sai trong lËp luËn trªn. 

                     

vµi nÐt lÞch sö ph¸t triÓn sè phøc 

Tõ l©u, ng−êi ta ®· biÕt c«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc hai 
2 0ax bx c    (a  0). 

Hái cã ch¨ng c«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc ba 

  3 2 0ax bx cx d     (a  0)  

(chØ dïng phÐp tÝnh céng, trõ, nh©n, chia, lÊy c¨n 
trªn c¸c hÖ sè) ?  

§Õn thÕ kØ XVI, C¸c-®a-n« (G. Cardano, 1501  1576, 

ng−êi ý) t×m ra mét c«ng thøc nh− thÕ ; nh−ng dï a, 

b, c, d lµ nh÷ng sè thùc vµ chØ nh»m t×m nghiÖm 

thùc, c«ng thøc vÉn ®Ò cËp ®Õn sè phøc.  

Ch¼ng h¹n, víi ph−¬ng tr×nh 3 0x px q    (p, q lµ 

hai sè thùc cho tr−íc) th× c«ng thøc nghiÖm cã d¹ng        
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2 3 2 3

3 3 .
2 4 27 2 4 27

q q p q q p
x          

Cô thÓ lµ gäi  lµ mét c¨n bËc hai cña 
2 3

4 27

q p
 , lÊy ,u v  sao cho 3

2

q
u    , 

3

2

q
v     (mµ 

3

p
uv   ) th× x u v   lµ mét nghiÖm cña 3 0.  x px q  

NÕu 
2 3

0
4 27

q p
   th× ta gÆp c¨n bËc hai    cña sè thùc ©m nh−ng kÕt qu¶ u v  cã 

thÓ vÉn lµ sè thùc.  

VÝ dô, víi ph−¬ng tr×nh 3 15 4 0x x    th× 
2 3

121
4 27

q p
    ; lÊy 11i   th× 

32 11 (2 ) ;
2

q
i i      32 11 (2 ) .

2

q
i i       VËy lÊy 2u i  , 

2 5
3

p
v i uv

      
 

 th× 4u v   lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 3 15 4 0.x x           

Tuy c«ng thøc nghiÖm ph−¬ng tr×nh bËc ba mang tªn C¸c-®a-n« nh−ng thùc ra, 

T¸c-ta-gli-a (N. Tartaglia, 1499  1557, ng−êi ý) ®· t×m ®−îc lêi gi¶i nhiÒu kiÓu 
ph−¬ng tr×nh bËc ba vµ tiÕt lé ph−¬ng ph¸p gi¶i cho C¸c-®a-n«. Nhê ®ã C¸c-®a-n« 
t×m ra lêi gi¶i tæng qu¸t vµ c«ng bè nã vµo n¨m 1545. Mét häc trß cña C¸c-®a-n« lµ 

Fe-ra-ri (L. Ferrari, 1522  1565, ng−êi ý) t×m ra c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc bèn b»ng 
c¸ch ®−a vÒ gi¶i mét ph−¬ng tr×nh bËc ba. 

ViÖc c¸c nhµ to¸n häc ý t¸o b¹o dïng c¸c biÓu thøc chøa nh÷ng sè ®ang cßn cã vÎ 
bÝ Èn (sè ¶o) ®Ó ®Õn ®−îc kÕt qu¶ thùc dÇn dµ còng lµm cho c¸c nhµ to¸n häc chÊp 

nhËn sö dông kÝ hiÖu 1a b   (a, b lµ hai sè thùc) khi gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc hai, 

bËc ba, bËc bèn trong thÕ kØ XVII.  

Sang ®Çu thÕ kØ XVIII, Moa-vr¬ (A. De Moivre, 1667  1754, ng−êi Anh) t×m ®−îc mèi 
liªn quan gi÷a c¨n cña sè phøc víi l−îng gi¸c. N¨m 1746, §a-l¨m-be (J. D'Alembert, 

1717  1783, ng−êi Ph¸p) ®−a ra chøng minh ®Çu tiªn ®Þnh lÝ c¬ b¶n cña ®¹i sè. ¥-le 

(L. Euler, 1707  1783, ng−êi Thuþ SÜ) còng nghiªn cøu vÊn ®Ò nµy vµ chÝnh ¥-le ®· 

dïng kÝ hiÖu i ®Ó chØ ®¬n vÞ ¶o. Gau-x¬ (C. Gauss, 1777  1855, ng−êi §øc) ®−a ra 
chøng minh ®Çy ®ñ ®Þnh lÝ c¬ b¶n cña ®¹i sè vµo n¨m 1799. 

§Õn thÕ kØ XIX, lÝ thuyÕt hµm sè biÕn sè phøc ®−îc ph¸t triÓn m¹nh (nh÷ng ng−êi 
®ãng gãp lín lµ C«-si (A.L. Cauchy, 1789  1857, ng−êi Ph¸p), Ri-man (B. Riemann, 

1826  1866, ng−êi §øc), ...). Ngµy nay sè phøc xuÊt hiÖn trong nhiÒu nghiªn cøu 
to¸n häc, vËt lÝ, khoa häc, kÜ thuËt. 
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LuyÖn tËp 

23. T×m nghiÖm phøc cña ph−¬ng tr×nh 
1

 z k
z

 trong c¸c tr−êng hîp sau : 

a) 1k  ;   b) 2k  ;  c) 2 .k i  

24. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau trªn  (tøc lµ t×m nghiÖm phøc cña c¸c ph−¬ng tr×nh 

®ã) vµ biÓu diÔn h×nh häc tËp hîp c¸c nghiÖm cña mçi ph−¬ng tr×nh (trong 

mÆt ph¼ng phøc) : 

a) 3 1z  = 0  ;   b) 4 1z  = 0  ; 

c) 4 4z  = 0 ;   d) 4 38 8z z  = 1.z  

25. a) T×m c¸c sè thùc ,b c  ®Ó ph−¬ng tr×nh (víi Èn z ) 

   2 0  z bz c  

nhËn 1 z i  lµm mét nghiÖm. 

b) T×m c¸c sè thùc , ,a b c  ®Ó ph−¬ng tr×nh (víi Èn )z  

   3 2 0   z az bz c  

nhËn 1 z i  lµm nghiÖm vµ còng nhËn 2z  lµm nghiÖm. 

26. a) Dïng c«ng thøc céng trong l−îng gi¸c ®Ó chøng minh r»ng víi mäi sè 

thùc , ta cã 

  2(cos sin ) cos2 sin 2 .i i       

Tõ ®ã h·y t×m mäi c¨n bËc hai cña sè phøc cos2 sin 2 .i   H·y so s¸nh 

c¸ch gi¶i nµy víi c¸ch gi¶i trong bµi häc ë §2. 

b) T×m c¸c c¨n bËc hai cña 
2

(1 )
2

 i  b»ng hai c¸ch nãi ë c©u a). 
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D¹ng l−îng gi¸c cña sè phøc vμ 
øng dông 

 

1.  Sè phøc d−íi d¹ng l−îng gi¸c 

a) Acgumen cña sè phøc 0z  

®Þnh nghÜa 1 

Cho sè phøc 0.z  Gäi M  lµ ®iÓm trong mÆt ph¼ng phøc biÓu 

diÔn sè .z  Sè ®o (radian) cña mçi gãc l−îng gi¸c tia ®Çu Ox, tia 

cuèi OM ®−îc gäi lµ mét acgumen cña z . 

Chó ý 

NÕu   lµ mét acgumen 

cña z  (h.4.5) th× mäi 

acgumen cña z  cã d¹ng 

2 ,k    k  . (Ng−êi 

ta th−êng nãi : Acgumen 

cña 0z  x¸c ®Þnh sai 

kh¸c 2 ,k  k  ). 

VÝ dô 1 (h.4.6). 

a) Sè thùc d−¬ng tuú ý cã mét acgumen 

lµ 0.  

b) Sè thùc ©m tuú ý cã mét acgumen 

lµ . 

c) C¸c sè 3 ,i  2 i  vµ 1  i  theo thø tù 

cã mét acgumen lµ ,



 
2


  vµ .

4


 

33§

H×nh 4.5 

H×nh 4.6 
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H×nh 4.8 

NhËn xÐt 

Hai sè phøc z  vµ lz  (víi 0z  vµ l lµ sè 

thùc d−¬ng) cã acgumen sai kh¸c 

2  k k  v× c¸c ®iÓm biÓu diÔn cña 

chóng cïng thuéc mét tia gèc O  (h.4.7). 

H1  BiÕt sè phøc 0z   cã mét acgumen lμ .  

H·y t×m mét acgumen cña mçi sè phøc sau : 

z  ; z  ; z  ; 
1

z
 (®Ó ý r»ng 

1 1
z

z zz
 ). 

b) D¹ng l−îng gi¸c cña sè phøc 

XÐt sè phøc 0  z a bi  (a, b  ). 

KÝ hiÖu r lµ m«®un cña z  vµ  lµ mét 
acgumen cña z (h.4.8) th× dÔ thÊy r»ng : 

 cos ,a r   sinb r  .      

VËy 0  z a bi  cã thÓ viÕt d−íi d¹ng 

(cos sin ).z r i    

Ta cã 

®Þnh nghÜa 2 

D¹ng (cos sin ),z r i    trong ®ã 0,r  ®−îc gäi lµ d¹ng 

l−îng gi¸c cña sè phøc 0.z  Cßn d¹ng  z a bi  (a, b  ) 

®−îc gäi lµ d¹ng ®¹i sè cña sè phøc z. 

NhËn xÐt. §Ó t×m d¹ng l−îng gi¸c (cos sin )r i   cña sè phøc  z a bi  

(a, b  ) kh¸c 0 cho tr−íc, ta cÇn : 

1) T×m r  : ®ã lµ m«®un cña ,z  2 2 r a b  ; sè r  ®ã còng lµ kho¶ng c¸ch 

tõ gèc O ®Õn ®iÓm M biÓu diÔn sè z  trong mÆt ph¼ng phøc. 

2) T×m   : ®ã lµ mét acgumen cña z ;   lµ sè thùc sao cho cos
a

r
   vµ 

sin
b

r
   ; sè   ®ã còng lµ sè ®o mét gãc l−îng gi¸c tia ®Çu ,Ox  tia cuèi .OM  

H×nh 4.7 
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VÝ dô 2 

a) Sè 2 cã m«®un b»ng 2, cã mét acgumen b»ng 0 nªn nã cã d¹ng l−îng gi¸c 
2(cos0 sin0) i  ; 

b) Sè 2 cã m«®un b»ng 2, cã mét acgumen b»ng  nªn nã cã d¹ng l−îng 

gi¸c 2(cos sin )  i  ; 

c) Sè i  cã m«®un b»ng 1, cã mét acgumen b»ng 
2


 nªn nã cã d¹ng l−îng 

gi¸c cos sin
2 2

 
 i  ; 

d) Sè 1 + i cã m«®un b»ng 2 , cã mét acgumen b»ng 
4


 nªn nã cã d¹ng 

l−îng gi¸c 2 cos sin
4 4

   
 

i  ; 

e) Sè 1 3 i  cã m«®un b»ng 2 21 ( 3) 2,   cã mét acgumen lµ   sao 

cho 
1

cos ,
2

   
3

sin .
2

 
  LÊy 

3
 
   th× 

  1 3 i  = 
1 3

2
2 2

 
 

 
i  = 2 cos sin .

3 3

               
i  

chó ý 

1) 1z  khi vµ chØ khi cos sinz i    ( )   . 

2) Khi 0z  th× 0 z r  nh−ng acgumen cña z  kh«ng x¸c ®Þnh 

(®«i khi coi acgumen cña 0  lµ sè thùc tuú ý vµ vÉn viÕt 
0 0(cos sin )i   ). 

3) CÇn ®Ó ý ®ßi hái r > 0 trong d¹ng l−îng gi¸c (cos sin )r i   cña 

sè phøc z  0. 

VÝ dô 3 

a) Sè phøc (cos sin )i    cã d¹ng l−îng gi¸c lµ 

   cos( ) sin( ).i       

b) Sè phøc cos sini   cã d¹ng l−îng gi¸c lµ 

   cos( ) sin( ).i     

H2  Cho z  = (cos sin )r i   (r > 0), t×m m«®un vμ mét acgumen cña 
1

z
, tõ ®ã 

suy ra d¹ng l−îng gi¸c cña 
1

z
. 
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2.  Nh©n vµ chia sè phøc d−íi d¹ng l−îng gi¸c 

Ta ®· biÕt c«ng thøc nh©n vµ chia sè phøc d−íi d¹ng ®¹i sè. Sau ®©y lµ ®Þnh lÝ 

nªu lªn c«ng thøc nh©n vµ chia sè phøc d−íi d¹ng l−îng gi¸c ; chóng cho c¸c 

quy t¾c tÝnh to¸n ®¬n gi¶n vÒ nh©n vµ chia sè phøc. 

®Þnh lÝ 

NÕu z  = (cos sin )r i  , 

  'z  = ' (cos ' sin ')r i   ( 0, ' 0), r r  

th× 'zz  = ' [cos( ') sin ( ')]rr i      , 

  
'z

z
 = 

'
[cos( ' ) sin ( ' )]

r
i

r
       (khi 0)r  . 

Nãi mét c¸ch kh¸c, ®Ó nh©n c¸c sè phøc d−íi d¹ng l−îng gi¸c, ta lÊy tÝch c¸c 

m«®un vµ tæng c¸c acgumen ; ®Ó chia c¸c sè phøc d−íi d¹ng l−îng gi¸c ta lÊy 

th−¬ng c¸c m«®un vµ hiÖu c¸c acgumen. 

Chøng minh 

    'zz  = [ (cos sin )] [ '(cos ' sin ')]r i r i      

= '[cos cos ' sin sin ' (sin cos ' cos sin ')]rr i           

= '[cos( ') sin ( ')].rr i                                                           

MÆt kh¸c, ta cã 
1 1

[cos( ) sin ( )].i
z r

      Theo c«ng thøc nh©n sè phøc, 

ta cã 

  
' 1 '

' [cos( ' ) sin ( ' )].
z r

z i
z z r

                                 

VÝ dô 4. Ta cã        1 + i = 2 cos sin
4 4

  
 

 
i  

  vµ       3  i  = 2 cos sin ,
6 6

  
 

 
i  

  nªn  
1

3



i

i
 = 

2
cos sin

2 4 6 4 6

       
          

i  

= 
2

cos sin
2 12 12

  
 

 
i . 
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A. De Moivre 
(1667  1754) 

NhËn xÐt. NÕu thùc hiÖn phÐp chia trong vÝ dô 4 d−íi d¹ng ®¹i sè, ta ®−îc 

 
1

3



i

i
 = 

1
1 3 ( 3 1)

4
    i  nªn tõ kÕt qu¶ trªn suy ra 

 
2(1 3)

cos
12 4

 
 ,   

2( 3 1)
.sin

12 4

 
  

3.  C«ng thøc Moa-vr¬ (Moivre) vµ øng dông 

a) C«ng thøc Moa-vr¬ 

Tõ c«ng thøc nh©n sè phøc d−íi d¹ng l−îng gi¸c, b»ng 

quy n¹p to¸n häc dÔ dµng suy ra r»ng víi mäi sè 

nguyªn d−¬ng n, 

       [ (cos sin )] (cos sin )n nr i r n i n       

vµ khi 1,r  ta cã 

       (cos sin ) cos sin .ni n i n       

C¶ hai c«ng thøc ®ã ®Òu ®−îc gäi lµ c«ng thøc Moa-vr¬. 

VÝ dô 5.  5(1 ) i  = 

5

2 cos sin
4 4

   
    

i  

= 
5 5 5

( 2) cos sin
4 4

   
 

i  

= 
2 2

4 2
2 2

 
  
 

i  

= 4(1 ).  i  

b) øng dông vµo l−îng gi¸c 

C«ng thøc khai triÓn luü thõa bËc ba cña nhÞ thøc cos sini   cho ta 

3(cos sin )i   = 3 2 2 3cos 3cos ( sin ) 3cos ( sin ) ( sin )i i i         

= 3 2 2 3cos 3cos sin (3cos sin sin ).i         

MÆt kh¸c, theo c«ng thøc Moa-vr¬, 

  3(cos sin ) cos3 sin 3 .i i       
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Tõ ®ã suy ra 

  cos3  = 3 2cos 3cos sin    = 34 cos 3cos ,   

  sin3  = 2 33cos sin sin    = 33sin 4sin .   

T−¬ng tù, b»ng c¸ch ®èi chiÕu c«ng thøc khai triÓn luü thõa bËc n  cña nhÞ 

thøc cos sini   víi c«ng thøc Moa-vr¬, cã thÓ biÓu diÔn cosn  vµ sin n  

theo c¸c luü thõa cña cos ,  sin .  

c) C¨n bËc hai cña sè phøc d−íi d¹ng l−îng gi¸c 

Tõ c«ng thøc Moa-vr¬,  dÔ thÊy sè phøc (cos sin ),z r i     r > 0 cã hai 

c¨n bËc hai lµ  

 (cos sin )
2 2

r i
 
   

vµ (cos sin ) cos( ) sin ( ) .
2 2 2 2

r i r i
            

 
 

C©u hái vμ bμi tËp 

27. H·y t×m d¹ng l−îng gi¸c cña c¸c sè phøc : z  ; z  ; 
1

z
 ; kz (k  *

) trong 

mçi tr−êng hîp sau : 

a) (cos sin )z r i    (r > 0) ; 

b) z = 1 3 .i  

28. ViÕt c¸c sè phøc sau d−íi d¹ng l−îng gi¸c : 

a) 1 3 i  ; 1  i  ; (1 3)(1 ) i i  ; 
1 3

1



i

i
 ; 

b) 2 ( 3 )i i  ; 

c) 
1

2 2 i
 ; 

d) z = sin cosi   (  ). 
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Pol(   1   ,   3   ) =   

RCL F 

SHIFT Rec( 2     ,  SHIFT          3    )    = 

RCL F 

Chó ý : Cã thÓ dïng m¸y tÝnh bá tói ®Ó chuyÓn ®æi d¹ng ®¹i sè víi d¹ng 

l−îng gi¸c cña sè phøc 0z . Ch¼ng h¹n, dïng m¸y tÝnh bá tói CASIO 

fx – 500MS ®Ó : 

1) §æi tõ d¹ng ®¹i sè 1 3 z i  thµnh d¹ng l−îng gi¸c (cos sin )z r i    

th× (®Æt ë chÕ ®é "ra®ian") Ên liªn tiÕp  

              : trªn mµn h×nh hiÖn 2 

(tøc lµ r = 2) ; Ên tiÕp  

                        : trªn mµn h×nh hiÖn  F = 1,047197551 (tøc lµ ).
3

 
  

2) §æi tõ d¹ng l−îng gi¸c 2(cos sin )
3 3

 
 z i  thµnh d¹ng ®¹i sè z = a + bi 

th× (®Æt ë chÕ ®é "ra®ian") Ên liªn tiÕp 

 

 

trªn mµn h×nh hiÖn 1 (tøc a = 1) ;  Ên tiÕp 

                        : trªn mµn h×nh hiÖn F = 1,732050808 (tøc lµ  3).b   

29. Dïng c«ng thøc khai triÓn nhÞ thøc Niu-t¬n 19(1 ) i  vµ c«ng thøc Moa-vr¬ ®Ó 

tÝnh   0 2 4 16 18
19 19 19 19 19... .C C C C C      

30. Gäi M, M ' lµ c¸c ®iÓm trong mÆt ph¼ng phøc theo thø tù biÓu diÔn c¸c sè 

3 , z i  ' (3 3) (1 3 3) .   z i  

a) TÝnh 
'
.

z

z
 

b) Chøng minh r»ng hiÖu sè acgumen cña z' víi acgumen cña z lµ mét sè ®o 

cña gãc l−îng gi¸c (OM, OM '). TÝnh sè ®o ®ã. 

31. Cho c¸c sè phøc 
2

(1 )
2

 w i  vµ 
1

( 1 3).
2

i     

a) Chøng minh r»ng 0 cos sin ,
12 12

 
 z i  1 0 ,z z   2

2 0z z   lµ c¸c nghiÖm 

cña ph−¬ng tr×nh 3 0.z w   

b) BiÓu diÔn h×nh häc c¸c sè phøc 0,z  1,z  2.z  
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LuyÖn tËp 

32. Sö dông c«ng thøc Moa-vr¬ ®Ó tÝnh sin 4  vµ cos 4  theo c¸c luü thõa cña 

sin  vµ cos .  

33. TÝnh 

 6( 3 ) i  ;  

2004

1

 
  

i

i
 ; 

21
5 3 3

.
1 2 3

 
   

i

i
 

34. Cho sè phøc 
1

(1 3).
2

  w i  T×m c¸c sè nguyªn d−¬ng n ®Ó nw  lµ sè thùc. 

Hái cã ch¨ng mét sè nguyªn d−¬ng m ®Ó mw  lµ sè ¶o ? 

35. ViÕt d¹ng l−îng gi¸c cña sè phøc z vµ cña c¸c c¨n bËc hai cña z cho mçi 

tr−êng hîp sau : 

a) 3z  vµ mét acgumen cña iz lµ 
5

4


 ; 

b) 
1

3
z  vµ mét acgumen cña 

1

z

i
 lµ 

3
.

4


  

36. ViÕt d¹ng l−îng gi¸c cña c¸c sè phøc sau : 

a) 1 tan
5


 i  ;    b) 

5
tan

8


 i  ; 

c) 1 cos sini    (  ,   k2, k  ). 

 

 

c¨n bËc n cña sè phøc 

T−¬ng tù ®Þnh nghÜa c¨n bËc hai cña sè phøc, ta gäi sè phøc z  sao cho n
z w  lµ 

mét c¨n bËc n cña sè phøc w (n lµ sè nguyªn cho tr−íc, n > 1). 

Râ rµng chØ cã mét c¨n bËc n  cña 0w  lµ 0.  

Khi 0,w   ta viÕt w d−íi d¹ng l−îng gi¸c (cos sin ),w R i    0.R   Ta cÇn 

t×m (cos sin ), z r i   (r > 0) sao cho .nz w  
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Theo c«ng thøc Moa-vr¬, nz w  cã nghÜa lµ 

  (cos sin )n
r n i n   = (cos sin ),R i   

tøc lµ n
r R  vµ 2 ,n k     ( ).k    

Tõ ®ã ,nr R  
2k

n

  
 , tøc lµ 

 
2 2

cos sin .n k k
z R i

n n n n

                 
 

LÊy 0, 1,..., 1,k n   ta ®−îc n  c¨n bËc n  ph©n biÖt cña .w  

VÝ dô 

Sè w  = i = cos sin
2 2

i
 
  cã ba c¨n bËc ba lµ 

1z  = cos sin
6 6

i
 
  

 = 
1

( 3 )
2

i  ; 

2z  = 
2 2

cos sin
6 3 6 3

i
           

   
 

 = 
1

( 3 )
2

i   ; 

3z  = 
4 4

cos sin
6 3 6 3

i
           

   
 = i  ;      H×nh 4.9 

(trªn h×nh 4.9 cã ba ®iÓm A, B, C theo thø tù biÓu diÔn 1,z  2,z  3z ). 

Chó ý : NÕu 0w   th× c¸c c¨n bËc n ( 3n   cho tr−íc) cña w ®−îc biÓu diÔn 

trªn mÆt ph¼ng phøc bëi c¸c ®Ønh cña mét n-gi¸c ®Òu néi tiÕp ®−êng trßn t©m O b¸n 

kÝnh .n w  

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp ch−¬ng IV 
37. T×m phÇn thùc vµ phÇn ¶o cña mçi sè phøc sau : 

a) 3(2 3 ) i  ; 

b) 
3 2 1

1 3 2

 


 
i i

i i
 ;  

c) 2( ) 2( ) 5   x iy x iy  (x, y  ). Víi x, y nµo th× sè phøc ®ã lµ sè thùc ? 
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38. Chøng minh r»ng nÕu 1 z w  th× sè 

    
1




z w

zw
 

lµ sè thùc (gi¶ sö 1 + zw  0). 

39. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau trªn  : 

a) 2( 3 ) 6( 3 ) 13     z i z i  = 0 ; 

b) 

2
3 3

3 4
2 2

       
iz iz

z i z i
 = 0 ; 

c) 2 2 2( 1) ( 3)  z z  = 0. 

40. XÐt c¸c sè phøc 

 1 6 2, z i   2 2 2 ,  z i   1
3

2

.
z

z
z

 

a) ViÕt 1 2 3, ,z z z  d−íi d¹ng l−îng gi¸c. 

b) Tõ c©u a), h·y tÝnh 
7

cos
12


 vµ 

7
.sin

12


 

41. Cho ( 6 2) ( 6 2).   z i  

a) ViÕt 2z  d−íi d¹ng ®¹i sè vµ d−íi d¹ng l−îng gi¸c. 

b) Tõ c©u a), h·y suy ra d¹ng l−îng gi¸c cña z. 

42. a) B»ng c¸ch biÓu diÔn h×nh häc c¸c sè phøc 2 i  vµ 3 i , h·y chøng minh 

r»ng nÕu 
1

tan ,
2

a  
1

tan
3

b  víi a, b  0 ;
2

 
 
 

 th× .
4


 a b  

b) B»ng c¸ch biÓu diÔn h×nh häc c¸c sè phøc  2 , 5i i   vµ 8 ,i  h·y chøng 

minh r»ng nÕu 
1

tan ,
2

a
1

tan ,
5

b  
1

tan
8

c  víi a, b, c  0 ;
2

 
 
 

 th× 

.
4


  a b c  
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Bμi tËp tr¾c nghiÖm kh¸ch quan 

Trong mçi bµi tËp d−íi ®©y, h·y chän mét ph−¬ng ¸n trong c¸c ph−¬ng ¸n ®· 

cho ®Ó ®−îc kh¼ng ®Þnh ®óng. 

43. PhÇn thùc cña 2z i  lµ 

(A) 2 ;  (B) 2i ;   (C) 0 ;  (D) 1. 

44. PhÇn ¶o cña 2 z i  lµ 

(A) 2 ;  (B) 2i ;   (C) 0 ;  (D) 1. 

45. Sè z z  lµ 

(A) sè thùc ; (B) sè ¶o ;   (C) 0 ;  (D) 2. 

46. Sè z z  lµ : 

(A) sè thùc ; (B) sè ¶o ;   (C) 0 ;  (D) 2i. 

47. Sè 
1

1  i
 b»ng 

(A) 1  i  ;  (B) 
1

(1 )
2

 i  ;  (C) 1  i  ;  (D) i. 

48. TËp hîp c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

z

z
z i

 lµ 

(A) {0 ; 1 } i  ; (B) {0} ;   (C) {1 } i  ; (D) {0, 1}. 

49. M«®un cña 1 2 i  b»ng 

(A) 3 ;  (B) 5  ;   (C) 2 ;  (D) 1. 

50. M«®un cña 2 iz  b»ng 

(A) 2 z  ;  (B) 2 z  ;   (C) 2 z  ;  (D) 2. 

51. Acgumen cña 1  i  b»ng 

(A) 
3

2
4


 k  (k  ) ;   (B) 2

4


  k  (k  ) ; 

(C) 2
4


 k  (k  ) ;    (D) 2

2


 k  (k  ). 
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52. NÕu acgumen cña z  b»ng 2
2


  k  (k  ) th× 

(A) PhÇn ¶o cña z lµ sè d−¬ng vµ phÇn thùc cña z b»ng 0 ; 

(B) PhÇn ¶o cña z lµ sè ©m vµ phÇn thùc cña z b»ng 0 ; 

(C) PhÇn thùc cña z lµ sè ©m vµ phÇn ¶o cña z b»ng 0 ; 

(D) PhÇn thùc vµ phÇn ¶o cña z ®Òu lµ sè ©m. 

53. NÕu z = cos  isin th× acgumen cña z b»ng 

(A) 2k    (k  ) ;                 (B) 2k    (k  ) ; 

(C) 2k      (k  ) ;   (D) 2
2

k 
    (k  ). 

54. NÕu z = sin cosi    th× acgumen cña z b»ng 

(A) 2
2

k
     (k  ) ;       (B) 2

2
k

     (k  ) ; 

(C) 2
2

k
    (k  ) ;   (D)    + k2 (k  ). 

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp cuèi n¨m 

I – bµi tËp tù luËn 

1. a) Chøng minh r»ng hµm sè f(x) = e
x  x  1 ®ång biÕn trªn nöa kho¶ng 

[0 ; +). 

b) Tõ ®ã, suy ra  e
x
 > x + 1 víi mäi x > 0. 

2. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè  f (x) = 2x
3
  3x

2
  12x  10. 

b) Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh 2x
3
  3x

2
  12x  10 = 0 cã nghiÖm thùc  

duy nhÊt. 

c) Gäi nghiÖm thùc duy nhÊt cña ph−¬ng tr×nh lµ α. Chøng minh r»ng 3,5 < α < 3,6. 

3. Gäi (C ) lµ ®å thÞ cña hµm sè y = ln x vµ (D) lµ mét tiÕp tuyÕn bÊt k× cña (C ). 

Chøng minh r»ng trªn kho¶ng (0 ; +), (C ) n»m ë phÝa d−íi cña ®−êng 

th¼ng (D). 
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4. Mét x−ëng in cã 8 m¸y in, mçi m¸y in ®−îc 3600 b¶n in trong mét giê. Chi 

phÝ ®Ó vËn hµnh mét m¸y trong mçi lÇn in lµ 50 ngh×n ®ång. Chi phÝ 

cho n m¸y ch¹y trong mét giê lµ 10(6n + 10) ngh×n ®ång. 

Hái nÕu in 50000 tê qu¶ng c¸o th× ph¶i sö dông bao nhiªu m¸y ®Ó ®−îc l·i 

nhiÒu nhÊt ? 

5. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè f (x) =
2

1

6  x x
 trªn 

®o¹n [0 ; 1]. 

6. a) Cho P(x) = 
4

4 2

x

x
 vµ hai sè a, b tho¶ m·n a + b = 1. H·y tÝnh P(a) + P(b). 

b) H·y so s¸nh A = 3 18  vµ  B = 
6 6

1
log 2 log 5

21

6


 
 
 

.  

7. a) Chøng minh r»ng nÕu a vµ b lµ hai sè d−¬ng tho¶ m·n a
2
 + b

2
 = 7ab th× 

 7 7 7

1
log log log .

3 2


 

a b
a b  

b) BiÕt a vµ b lµ hai sè d−¬ng, a  1 sao cho logab = 3 . H·y tÝnh 

3

3
log

a b

a

b
. 

8. a) T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè y = cosx. e2tanx
  vµ  y = log2(sinx). 

b) Chøng minh r»ng hµm sè y = e
4x

 + 2e x  tho¶ m·n hÖ thøc y'''  13y'  12y = 0. 

9. a) VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè y = 2
x
, y =  2

x
 vµ y =  3

x
trªn cïng mét mÆt 

ph¼ng to¹ ®é. H·y nªu nhËn xÐt vÒ vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña ba ®å thÞ ®ã. 

b) VÏ ®å thÞ hµm sè y = log3x. Tõ ®ã h·y suy ra ®å thÞ cña hµm sè 

y = 2 + log3x  vµ ®å thÞ cña hµm sè y = log3(x + 2). 

10. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh vµ hÖ ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 
2 2sin cos81 81x x = 30 ;   b) 2

3 1 1

2 2

log log 3log 5 2x   
 
 

 ;  
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c) 
2log 1 log log 24 6 2.3 0   x x x  ;  d) 

9 3

2 8 2 2,

1 1 1
log log (9 ).

2 2

 


 

x y

y
x

 

11. T×m tËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = 2log[1 log( 5 16)]  x x  ;  

b) y = 2
0,5 2

1
log ( 6) .

2
x x

x x
   


 

12. T×m nguyªn hµm cña mçi hµm sè sau : 

a) y = x
3
(1 + x

4
)
3
 ; b) y = cosx sin 2x ;  c) y = 

2
.

cos

x

x
 

13. T×m hµm sè  f , biÕt r»ng f '(x) = 28sin
12

  
 

x  vµ  f (0) = 8. 

14. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau : 

a)

1

2
0

d

1
x

x
 ;  b) 

1

2
0

d

1 
x

x x
 ;   c) 

1
2

0

e d . xx x  

15. TÝnh diÖn tÝch c¸c h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®−êng 

a) 2 0 y x  vµ 23 2 y x  ; 

b) y
2
  4x = 4  vµ  4x  y = 16. 

16. a) Cho h×nh thang cong A giíi h¹n bëi ®å thÞ hµm sè y = e
x
, trôc hoµnh vµ c¸c 

®−êng th¼ng x = 0 vµ x = 1. TÝnh thÓ tÝch cña khèi trßn xoay t¹o ®−îc khi 

quay A quanh trôc hoµnh. 

b) Cho h×nh ph¼ng B giíi h¹n bëi parabol y = x
2
 + 1 vµ ®−êng th¼ng y = 2. 

TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay t¹o ®−îc khi quay B quanh trôc tung. 

17. Cho c¸c sè phøc z1 = 1 + i ,  z2 = 1  2i. H·y tÝnh vµ biÓu diÔn h×nh häc c¸c 

sè phøc : 

  2
1z  ; z1z2 ; 2z1  z2 ; 1 2z z   vµ  2

1

.
z

z
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18. TÝnh : 

a)    2 2
3 3  i i  ;    b)    2 2

3 3  i i  ; 

c)    3 3
3 3  i i  ;    d) 

2

2

( 3 )
.

( 3 )

i

i




 

19. a) X¸c ®Þnh phÇn thùc cña sè phøc 
1

1




z

z
, biÕt r»ng  z  = 1 vµ z   1. 

b) Chøng minh r»ng nÕu 
1

1




z

z
 lµ sè ¶o th×  z  = 1. 

20. X¸c ®Þnh tËp hîp c¸c ®iÓm M trªn mÆt ph¼ng phøc biÓu diÔn c¸c sè phøc 

(1 + i 3 )z + 2, trong ®ã  z  1   2. 

21. T×m c¸c c¨n bËc hai cña mçi sè phøc :  

8 + 6i  ;  3 + 4i  vµ  1  2 2 i. 

 

22. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau trªn  : 

a) 2 3 3 0z z i     ; 

b) 2 (cos sin ) sin cos 0,z i z i        

trong ®ã   lµ sè thùc cho tr−íc. 

23. TÝnh 

6
4

1 3

 
  

i

i
 vµ 

 
 

5

11

3
.

1 3





i

i

 

II – bµi tËp tr¾c nghiÖm  kh¸ch  quan 

Trong mçi bµi tËp d−íi ®©y, h·y chän mét ph−¬ng ¸n trong c¸c ph−¬ng ¸n ®· 

cho ®Ó ®−îc kh¼ng ®Þnh ®óng. 

24. Hµm sè f (x) = 
3 21

2 3 1
3e

x x x  
 

(A) §ång biÕn trªn mçi kho¶ng ( ; 1) vµ (3 ; +) ;  
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(B) NghÞch biÕn trªn mçi kho¶ng ( ; 1) vµ (3 ; +) ; 

(C) §ång biÕn trªn kho¶ng ( ; 1) vµ nghÞch biÕn trªn kho¶ng (3 ; +) ; 

(D) NghÞch biÕn trªn kho¶ng ( ; 1) vµ ®ång biÕn trªn kho¶ng (3 ; +).  

25. Hµm sè f (x) = 2sin 2sinx x  cã gi¸ trÞ nhá nhÊt lµ 

(A)  
1

2
 ;  (B)   0 ;  (C)   1 ;  (D)  

1
.

3
 

26. Gäi (C ) lµ ®å thÞ cña hµm sè y = 2 x x . Khi ®ã 

(A) §−êng th¼ng y = x + 1 lµ tiÖm cËn xiªn cña (C ) (khi x  +) ; 

(B) §−êng th¼ng y = x + 
1

2
 lµ tiÖm cËn xiªn cña (C ) (khi x  +) ; 

(C) §−êng th¼ng y = x  lµ tiÖm cËn xiªn cña (C ) (khi x  +) ;  

(D) §å thÞ (C ) kh«ng cã tiÖm cËn xiªn (khi x  +). 

27. §å thÞ cña hµm sè y = x
3
  x + 1 tiÕp xóc t¹i ®iÓm (1 ; 1) víi  

(A) Parabol  y = 2x
2
  1 ;  (B) Parabol  y = x

2
 ; 

(C) Parabol  y = x
2
 + 2x ;  (D) §−êng th¼ng y = 2x + 1. 

28. Cho hai sè d−¬ng a vµ b. §Æt X  = ln
2

a b
 vµ  Y =  

ln ln

2

a b
. Khi ®ã 

(A) X  > Y ;      (B)   X  <  Y ; 

(C) X    Y ;     (D)   X    Y. 

29. Cho hai sè kh«ng ©m a vµ b. §Æt 2e

a b

X



  vµ 
2

a b

Y



e e

. Khi ®ã 

(A) X  > Y ;        (B)   X  <  Y ; 

(C) X    Y ;       (D)   X    Y. 

30. Cho (G) lµ ®å thÞ cña hµm sè y = log2x.  Ta cã thÓ suy ra ®å thÞ cña hµm sè 

y = log22(x + 3) b»ng c¸ch tÞnh tiÕn (G) theo vect¬  

(A) v


 = (3 ; 1) ;      (B)   v


 = (3 ; 1) ; 
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(C) v


 = (3 ; 1)               (D)   v


 = (3 ; 1).  

31. Cho hµm sè 2
5( ) log ( 1) f x x . Khi ®ã 

(A) 
1

'(1)
2 ln 5

f  ;    (B) 
1

'(1)
ln 5

f  ; 

(C) 
3

'(1)
2 ln 5

f  ;    (D) 
2

.'(1)
ln 5

f  

32. BiÕt r»ng ®å thÞ cña hµm sè y = a
x
  vµ ®å thÞ cña hµm sè y = logbx  c¾t nhau t¹i 

®iÓm 1( 2 ; 2).  Khi ®ã 

(A)   a > 1 vµ b > 1 ;    (B) a > 1 vµ 0 < b < 1 ; 

(C)   0 < a < 1 vµ b > 1 ;   (D) 0 < a < 1 vµ 0 < b < 1. 

33. Cho hµm sè 
4

2

2 3
( )




x
f x

x
. Khi ®ã 

(A) d
32 3

( )
3

  
x

f x x C
x

 ;        (B) d
32 3

( )
3

  
x

f x x C
x

 ; 

(C) d 3 3
( ) 2   f x x x C

x
 ;    (D) d

32 3
( ) .

3 2
  

x
f x x C

x
 

34. NÕu a lµ mét sè tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn : 

 a  
3

;
2 2

  
  

 vµ d2

0

cos( ) sin 
a

x a x a  

th× 

(A) a =   ;         (B) a =   ; 

(C)  a = 2   ;        (D) a = 2 . 

35. Gäi S lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c sè nguyªn d−¬ng k tho¶ m·n ®iÒu kiÖn  

    d
1

ln 2. 
k

x
x

e

e  

Khi ®ã 

(A) S =  {1} ;         (B) S = {2} ; 



 217 

(C) S = {1 ; 2} ;           (D) S = . 

36. Cho sè phøc z tuú ý. XÐt c¸c sè phøc 2 2( )z z    vµ ( ).zz i z z     

Khi ®ã 

(A)  lµ sè thùc,  lµ sè thùc ;     (B)  lµ sè thùc,  lµ sè ¶o ; 

(C)  lµ sè ¶o,  lµ sè thùc ;              (D)  lµ sè ¶o,  lµ sè ¶o. 

37. Cho sè phøc tuú ý z  1. XÐt c¸c sè phøc 

 
2005

2 2( )
1

i i
z z

z
 
  


 vµ 

3
2( )

1

z z
z z

z
 
  


.  

Khi ®ã 

(A)  lµ sè thùc,  lµ sè thùc ;    (B)  lµ sè thùc,  lµ sè ¶o ; 

(C)  lµ sè ¶o,  lµ sè thùc ;      (D)  lµ sè ¶o,  lµ sè ¶o. 

38. NÕu m«®un cña sè phøc z b»ng r (r > 0) th× m«®un cña sè phøc (1  i)
2
z  b»ng 

(A)  4r ;                                          (B) 2r ;          

(C)  2r  ;                 (D) r. 
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Ch−¬ng I 

4. a  0. 5. 2  a  2. 10. a) 18000 ng−êi vµ 

22000 ng−êi ; b) 
2

120
'( ) ,

( 5)



f t

t
 t > 0 ; 

c)  N¨m 1990 : 0,192 ;  N¨m 2008 : 0,065 ; 

 N¨m 1996. 11. a) ( 3) 1   C§y f  ; 

7
( 1)

3
   CTy f  ; b) Hµm sè kh«ng cã cùc 

trÞ ; c) ( 1) 2   C§y f  ; (1) 2 CTy f  ; 

d) ( 1) 1  C§y f  ; (0) 0 CTy f  ; 

e) 
2

( 1) 2
15

  C§y f  ; 
13

(1) 1
15

 CTy f  ; 

f) (0) 3  C§y f  ; (2) 1. CTy f  

12. a) ( 2) 2CTy y     ; ( 2) 2 C§y y  ; 

b) (0) 2 2 C§y y  ; 

c) 
6C§y y k
     

 
 = 

3
2

6 2
k


      ; 

6CTy y k
    

 
 = 

3
2

6 2
k


     ; 

d) ( ) 2(1 cos )CTy y k k      ; 

2 1 .2 4
3 2C§y y k
      

 
 

13. a = 2, b = 3, c = 0, d = 0. 14. a = 3, b = 0,    

c = 4. 16. max ( ) 1



x

f x


 ; 
1

min ( ) .
2


x

f x


 

17. a) ; 
[ 2 ; 3]

max ( ) 10
x

f x
 

  ; 
[ 2 ; 3]
min ( ) 6
 

 
x

f x  ; 

b) 
[ 4 ; 0]

max ( ) 4
 

 
x

f x  ; 
[ 4 ; 0]

1
min ( ) 5

3 
 

x
f x  ; 

c) 
0

min ( ) 2



x

f x  ; d)
[2 ; 4]

max ( ) 4



x

f x ;  

[2 ; 4]
min ( ) 4


 
x

f x  ; e) 
[0 ;1]

2
max ( ) 3

3


x
f x  ;  

[0 ;1]
min ( ) 2



x

f x  ;  f) 
[0 ; 2]

3
max ( ) .

2


x
f x  

18. a) max 3



x

y


 ; 
3

min
2

 
x

y


 ; 

b) 
1

max 5
16


x

y


 ; 
1

min 3 .
2x

y





 

19. .
4


a

BM  Khi ®ã diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt lµ 

23
.

8
S a  20. n = 12 (con c¸). 

21. a) 
1

( 1)
2

   CTy f  ; 
1

(1)
2

 C§y f  ; 

b) 
3 3

6
2 4CTy f

    
 

 ; c) (0) 5C§y f   ; 

d) Hµm sè kh«ng cã cùc trÞ. 22. m > 0. 

23. 20mg ; ®é gi¶m huyÕt ¸p nhiÒu nhÊt lµ 100. 

24. M(1 ; 1) ; 5.AM  25. 9 km/h. 

26. a) 375 ng−êi/ngµy ; b) ngµy thø 15 ; 

675 ng−êi/ngµy ; c) Tõ ngµy thø 11 ®Õn ngµy 

thø 19 ; d) Hµm sè f  ®ång biÕn trªn [0 ; 25]. 

27. a)
   3;1 3;1

max 3 2 3; min 3 2 1
x x

x x
   

     ;      

b) 
   2 ; 2 2 ; 2

max ( ) 2 2 ; min ( ) 2
x x

f x f x
   

    ;  

c) 
11

max ( ) 3 ; min ( )
4x x

f x f x
 

 
 

 ; 

d) 
; ;

2 2

5 3
.max ( ) ; min ( )

6 2 2
x x

f x f x
               

 
     

28. H×nh vu«ng cã c¹nh dµi 10 cm. 

H−íng dÉn gi¶i, ®¸p sè c¸c bµi tËp 
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29. a) 
3 1

;
4 8

  
 

I  ; 

3

4

1

8

  

  

x X

y Y

 ; 22Y X  ;  

b) 
7

1 ;
2

  
 

I  ; 

1

7

2

 



 

x X

y Y
 ; 21

2
Y X  ; 

c) 
1 1

;
8 16

 
 
 

I  ; 

1

8

1

16

  

  

x X

y Y

 ; 24 Y X  ; 

d) I (0 ; 5) ; 
5


  

x X

y Y
 ; 22 .Y X  

30. a) I (1 ; 1) ; b) 
1

1

x X

y Y

 
  

 ; 3 3Y X X   ;  

c) y =3x + 2. 31. 
2

2

 
  

x X

y Y
 ; 

1
 Y

X
 ; 

32. a) I (1 ; ); b) I (1 ; ).  

33. 0

0

 
  

x X x

y Y y
 ; . 

c
Y aX

X
 

34. a) TiÖm cËn ®øng : 
2

3
 x  ; tiÖm cËn 

ngang: 
1

3
y  ; b) x = 3 ; y = 2 ; c) TiÖm cËn 

xiªn :    y = x + 2 ; tiÖm cËn ®øng : x = 3 ; 

d) TiÖm cËn ®øng 
1

2
 x ; tiÖm cËn xiªn: 

7

2 4
 

x
y  ; e) x = 1 ; x = 1 ; y = 0 ; f) x = 1 ;    

y = 0. 35. a) TiÖm cËn ®øng : x = 0 ; tiÖm cËn 

xiªn : y = x  3 ; b) x = 0 ; x = 2 ; y = x + 2 ; 

c) x = 1, x = 1, y = x ; d) x = 1 ; 
3

5
x  ; 

1

5
 y  ; 36. a) y = x (khi x  +), y = x 

(khi x  ) ; b) y = 3x (khi x  +), y = x (khi 

x  ) ; c) y = 2x (khi x  +) ; y = 0 (khi x  ) ; 

d) 
1

2
 y x  (khi x +),  

1

2
  y x  (khi x  ). 

 37.  a)  2y x  (khi x  +) ; 

  y = 0 (khi x  ) ; 

 b)  y = x  2 (khi x  +) ; 

  y = x + 2 (khi x  ) ; 

 c)  y = x (khi x  +) ; 

  y = x (khi x  ) ; 

 d)  x = 1, x = 1, y = 1. 

38. a) x = 3 ; y = x + 1 ; b) I(3 ; 4), 
3

4;

x X

y Y

 
  

 

c) 
5

.Y X
X

   39. a) I(2 ; 3) ; 
2

Y X
X

   ; 

b) I (5 ; 2) ; 
4

. Y X
X

 40. b) 3 5.  y x  

41. b)   m < 1 hoÆc m > 3 : 1 nghiÖm ; 

 m = 1 hoÆc m = 3 : 2 nghiÖm ; 

 1 < m < 3 : 3 nghiÖm. 

43. c) 
8 7

33 3
 y x  vµ 

8 7 .
33 3

y x    

45. b)   m < 2 hoÆc m > 2 : 1 nghiÖm 

 m = 2 hoÆc m = 2 : 2 nghiÖm ; 

2 < m < 2 : 3 nghiÖm. 

46. a) m < 1, 2 < m < 3, m > 3.  48. a) m > 0; 

b) 
4 13

123 6
  y x  vµ 

4 13 .
123 6

y x   

53. b) 
3 1

4 2
  y x ; c) 

3 11.
4 2

y x    

54. b) §å thÞ cña hµm sè 
1

1
1

  


y
x

 lµ 

h×nh ®èi xøng cña (H ) qua trôc hoµnh. 

55. b) 3( 2) y x . 56. b) Gi÷ nguyªn phÇn 

cña (C ) n»m phÝa trªn trôc hoµnh vµ lÊy ®èi 

xøng phÇn cña (C ) n»m phÝa d−íi trôc hoµnh 

qua trôc hoµnh. 
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57. b) Hai giao ®iÓm : A(0 ; 1), 
1 3

;
2 2

  
 

B  ; 

c) §−êng th¼ng y = 1 lµ tiÕp tuyÕn chung cña 

(C ) vµ (P ) t¹i A ; ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña 

(C ) vµ (P ) t¹i B, theo thø tù, lµ 
3 3

2 4
  y x  

vµ 
1

2
2

  y x  ; d) Trªn 
1

;
2

   
 

 (C ) 

n»m phÝa d−íi (P) ; trªn 
1

; 0
2

  
 

 vµ (0 ; +) 

(C ) n»m phÝa trªn (P ). 
58. b)  m < 0 hoÆc m > 12 ;  m < 0. 

60. O (0 ; 0) ; 
3

.
2

y x  

61. TiÕp ®iÓm : 
2 2

20 0; (1 cot ) .
tan 2

 
 

 

v v

g g



 

63. c) m < 3 hoÆc 3 < m < 0. 

64. a) a = 2 ; b = 3. 

65. b) 4 2 6 m  hoÆc 4 2 6 m  ; 

c) PhÇn cña ®−êng th¼ng 5 2, y x  víi 

6
1 ,

3
 x  

6
1 .

3
 x  66. a = 6 ; 

9 .
2

b   

67. 1o
 a) 2( ) 0,0001 0,2 10000  T x x x  ; 

b) 
10000

( ) 0,0001 0,2  M x x
x

; x = 10000 

(cuèn) ; 2
o
. b) 573 < x < 17427 ; c) 9000 (cuèn) ; 

71 triÖu ®ång. 70. 3

2

V
r 


 ; 3

4 .V
h 


  

71. §é dµi hai c¹nh cßn l¹i ®Òu lµ 5cm. 

73. a) p < 0. 74. b) 3 1  y x  ; c) 3. m   

75. b) m = 9, 
1 .
9

m   

78. b) Giao ®iÓm cña (P) vµ (H ) lµ A(0 ; 1) ; 

c) Trªn ( ; 1) vµ (0 ; +), (P) n»m phÝa trªn 

(H) ; trªn (1 ; 0), (P) n»m phÝa d−íi (H).  

80. (B)  81. (C)  82. (D)  83. (D)  84. (A)  85. (C) 
86. (B)   87. (A)  88. (C)   89. (D)  90. (B)   91. (C)  
92. (A)  93. (D) 94.  (B)  95. (C)   96.  (B)  
97. (D)  98. (A)  99. (C)  100. (D). 

Ch−¬ng II 

1. a) Sai ; b) §óng ; c) Sai ; d) Sai. 

2. §iÒu kiÖn C. 3. 2 ; 36 ; 
25

16
 ; 

12
.

5
 

4. a) 
80

27
  ; b) 

116

16
; c) 12 ; d) 10. 

5. a) ab ; b) 2a. 

6. a) 3 3 2  ; b) 3 33 30 63   ; 

c) 3 37 15 10 28.    

7. HD : 37 5 2 (1 2) .    

8. a) 4 b  ; b) 32 ab  ; c) 1; d) a . 

10. a) HD : 24 2 3 ( 3 1)    ; 

b) 

3

3 5 .9 80
2

 
    

 
 

11. a)  
5

16 3 4
1

3 3
3

  ; b) 600 4003 5  ; 

c) 

5
3

7
14

1
2.2

2


   
 

 ; d) 30 407 4 . 12. §iÒu 

kiÖn B. 13. §iÒu kiÖn C. 14. §iÒu kiÖn 0 < a < 1.  

15. 
1

16
 ; 4 ; 3. 16. a ; a. 17.  21,59 triÖu ®ång 

18. a) 

7

12
x  ; b) 

2

15



 
 
 

a

b
 ; c) 

1

22

3

 
 
 

 ; d) 

1

4
.a  
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19. a) 3a  ; b) 2a ;   c) 
2

2 3

2a

a b
; d) x y  . 

20. a) Khi a  1 th×  = 0 ; khi a = 1 th×  

tuú ý ;  b) 3 <  < 3. 21. a) x = 1 ; b) x =  1 

vµ x = 16. 

22. a) 4 3x ; b) 11 7x ; c) 

10

10

2

2;

 


 

x

x
  

d) 3 5x . 23. Kh¼ng ®Þnh d). 

24. a) Sai ; b) §óng ; c) Sai ; d) Sai. 

25. a) log loga ax y  ; a > 0, a  1, 

x > 0, y > 0 ; b) loga

x

y
 ; a > 0, a  1, x > 0, 

y > 0 ; c) loga x  ; a > 0, a  1, x > 0 ; 

d) b ; a > 0, a  1, b > 0. 

26. a) a > 1 ; b) 0 < a < 1. 

27. 1 ; 4 ; 0 ; 2 ;  
1

3
 ; 

3
.

2
  28. 3 ; 1 ; 3 ; 2. 

29. 18 ; 32 ; 
1

125
; 32. 30. a) x = 625 ; b) x = 3 ; 

c) x = 25 ; d) x = 5,5. 31. 1,65 ; 1,29 ; 0,13 ; 

0,42. 32. a) 
4

3
 ; b) 2 ; c) 

1

2
 ; d) 3.  

33. a) 3 4

1
log 4 log

3
  ; b) 6 6log 1,1 log 0,99

3 7 .  

34  . a) log2 log3 log5   ; 

 b) log12 log5 log7   ; 

 c) 3log2 log3 2 log5   ; 

 d) 1 2 log3 log27.   

35. a) 8 ; b) 11. 

36. a) 4 7x a b  ; b) 2 3. .x a b  

37. a) 2 + 2  2 ; b) 
1 .2
2

   

38. a) 0 ; b) log18 2  ; 

 c) 
5

20 log2 log3
2

  ; d) 
3

log .
16

 

39. a) x = 3 ; b) x = 7 ; c) 

1

8
5 .


x  

40. 31M  cã 10 ch÷ sè ; 127M  cã 39 ch÷ sè ; 

1398269M  cã 420921 ch÷ sè. 

41. 4 n¨m 2 quý.  42. Sai tõ ln(2 ) ln ln . e e e  

43. 2a + 3b ; 4a  2b ; 2b  2a ; 2a  2b. 

45. 900 con ; 3 giê 9 phót. 

46.  82 235 n¨m. 

47. a) a  863 188 841,4 ; b)  52,5 mmHg. 

48. a) 3e
2
 ; b) 3. 49. a) y' = (2x  1)e

2x
 ; 

b) y' = 

4

4

2 ( 1)e 1

e 1

   



x

x

x x
 ; 

c) y'  =  1
e e

2
x x  ; d) y'  =  1

e e
2

x x . 

50. a) §ång biÕn ; b) NghÞch biÕn. 

52. Ta cã b¶ng sau 

STT Lo¹i ©m thanh 
0

I

I
 

®é lín 

(L) 

1 Ng−ìng nghe 1 0 dB 

2 Nh¹c ªm dÞu 4000 36 dB 

3 Nh¹c m¹nh ph¸t ra 

tõ loa 
6,810

8
 88 dB 

4 TiÕng m¸y bay 

ph¶n lùc 
2,310

12
 124 dB 

5 Ng−ìng ®au tai 10
13

 130 dB 

53. a) 3 ; b) 0. 

54. a) y' = 3ln
2
x + 

2(3 2) lnx x

x
 ; 
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b) y' = 
2 2

2

ln 2 1

1






x x x

xx
 ; 

c) y' = 
1

ln
1 1


 
x

x x
 ; 

d) y' = 
2

2 2

2 ln( 1) .
1

x

x x





 

55. a) NghÞch biÕn ; b) §ång biÕn. 

57. (C1) lµ ®å thÞ hµm sè  2y x  ; 

(C2) lµ ®å thÞ hµm sè  

1

2y x


  ; 

58. a) y ' = 2(2x + 1)
 1

 ; b) y ' = 
5 2

3 .

5 ln 5x x
 

c) y ' = 
2 3

3
6 3

2 1

1 1



 

x x

x x
 ; 

d) y ' = .
a b

x a a b

b x x

   
   
   

 

59. a)  0,91 ; b)  2,61. 

61. a) 0 < x < 1 ; b) 2 < x   8. 

62. a) x  0 ; b) x > 2. 

63. a) x = 
1

2
. Gîi ý : 2  3  = (2 + 3 )

1 
;   

b) x  {0 ; 3} ; c) x = 1 ; d) x = 0. 

64. a)  x  {1 ;  2}. b) x = 2.  65. a) k = 53 ; 

a  1,096 ; b) d  25,119logF  43,312. 

c) 

F 53 60 80 100 120 140 160 

d 0 1,35 4,49 6,93 8,91 10,60 12 

66. a) x = 2 ; b) x = 6.  

67. a) x = 
3

1

3
 ; b) x = 9. 

68. a) S = {2 ; log32  1} ; b) x = 0. 

69. a) S = {10 ; 9 10 } ; b) S = 
1

2 ;
16

 
 
 

 ; 

c) S = {3
3

 ; 3
0,8

} 

70. a) x =  4 3

3

log log 4  ; b) x = 3
1

 ; 

c) S = {2 ; (1 + log32)} ; d) S =  1 65 ; 5 . 

71. a) x = 1 ; b) x = 2. 

72. a) S =  (2;18) ; (18;2)  ;  

b) (x ; y) = 
1 1

;
2 2

 
 
 

. 73. a) (x ; y) = (2 ; 7) ; 

b) (x ; y) = 
3 1

;
2 2

 
 
 

. 74. a) x = 1 ; b) x = 0 ;      

c) x = 100 ; d) x = 0. 

75. a) S = {log328 ; log382  4} ; 

b) S = 
5

; 3
4

 
 
 

 ; c) S = {2
25

 ; 1 } ; 

d) x = 
2

3

4
log

3
4 .  76. a) 

5 1

2

3
log

2x  ; 

b) x  = e
2

 ; c) S = {2 ; 16} ; d) S = {2
7

 ; 2}. 

77. a) x = 
2

k

   ; b) x =  

3
k


  . Gîi ý : 

§Æt  t = 4
1+cos2x. 78. a) x =  1 ; b) x = 2.  

79. a) (x ; y) = (2 ; 0) ; b) ( ; ) (2 ; 5)x y  . 

80. a) x < 0,5 ; b) x > 
3

4
 . 

81. a) 
1

3
 < x < 2 ; b) 

1

5
< x <

2

5
 ; 

c) S = [1 ; 2)  (3 ; 4] ; d) 
1

3
  x < 

1 .
2

  

82. a) 0,5  x  4 ; b) S = (0 ; 1) ; 

83 a) S = ( 5 ; 2) (1 ; 5)    ; 
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b) S = 
1

; 1
2

 
 

; 84. a) p < q ; b) p > q ; c) p > q ; 

d) q > p.  85. H−íng dÉn : 

  21
1 2 2

4

 x x =  21
2 2

4

x x . 

86. a) 2
10

 = 1024 ; b) 
173

60
 ; c) n. 

87. H−íng dÉn : 

  3 3 3 3

1
log 2. log 4 log 2 log 4

2
  . 

90. SOAB = 
2

1

ln 2
  2,081. 91. a) a > 1 ;  

b) 0 < a < 1 ; c) a > 1 ; d) 0 < a < 1.   

92. 3574t  (n¨m). 93. a) x = 10 ; b) x = 2 ; 

c) x = 1,5 ; d) x  {1,5 ; 1}.  

94. a) x  
1

; 2
16

 
 
 

 ; b) x = 1 ; c) x = 13 ; 

d) x = 3. 95. x = 1. 

96. a) (x ; y) = (6 ; 2) ; b)  (x ; y) = (512 ; 1). 

97. a) 1
0 ; 2 ;

2

       
 ;  

b) ( ; 0]  [log65 ; 1) ; c) (4 ; +). 

98.   (C)      99.  (D).    100  (B).   101.  (B).  

102. (C)    103. (C)     104. (D) 

105. (c).   106. (d)     107. (a)  

108. (b)    109. (c)      110. (b). 

Ch−¬ng III 

1. a) 
2

3

4
 

x
x C  ; b) 

4 25
7

2 2
  

x x
x C  ; 

c) 
31

3 3


  

x x
C

x
 ; d) 

2

3
3

2
x C ;  

e) 
210

.
2 ln10

x

C  2. a) 

3 4

2 3
2 3

3 4
 x x C  ;  

b) 
2

2  x C
x

 ; c) 2 sin 2 x x C  ;  

d) 
sin4

2 8

x x
C  . 3 (C).  4. §óng v× x  lµ mét 

nguyªn hµm cña f(x). 5. a) 

1
3 26(1 )x C    ; 

b) 
2

5 4
5

 x C  ; c) 

5
2 4

2
(1 )

5
  x C  ; 

d) 
2

1
 


C

x
.  

6. a) 2 cos 4sin
2 2

  
x x

x C  ; 

b) 2 sin 2 cos 2sin  x x x x x C  ; 

c)  x x
x Ce e  ; d) 

4
41

ln(2 )
4 16

x
x x C   

7. a) 

3
2 2

1
(7 3 ) .

3
x C    HD : §æi biÕn  

27 3 u x  ; b) 
1

sin(3 4) .
3

x C   

HD : §æi biÕn  3 4 u x  ; c) 
1

tan(3 2) .
3

x C   

HD : §æi biÕn 3 2 u x  ; d) 61
sin

2 3

x
C

   
 

. 

HD : §æi biÕn .sin
3

x
u   

8. a) 

6
3

1
18

 
  

 
x

C . HD : §æi biÕn 
3

1
18

x
u    ;  

b) 

2 1
sin

2

 
 
  x

C . 

HD : §æi biÕn 
1

sin
   
 

u
x

 ; 

c) 3 2( 3 6 6)   x x x x Ce  ; 

d) 3 9 3 92
( 3 9 ) .

3
x xx C   e e  

HD : §æi biÕn 3 9 u x . 
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9. a) 

21 1 1
sin 2 cos2 sin 2

2 2 4
  x x x x x C ;          

b) 

3 3

2 2
2 4

ln
3 9

 x x x C ; c) 51
sin

5
x C  ;      

d) 21
sin

2
x C . 10. a) 21 ; b) 2,5 ; c) 

9 .
2


 

11. a) 10 ; b) 12 ; c) 2 ; d) 16. 

12. 4. 14. a) 
3

1
4


 ; b) 1280 m.  

15. 
4300

3
m. 16. b) 

625
63,78

9,8
 (m). 

17. a) 
2

(2 2 1)
3

 . HD : §æi biÕn 1 u x  ; 

b) 
1

2
. HD : §æi biÕn tanu x  ; 

c) 
15

16
. HD : §æi biÕn 41 u t  ; 

d) 
1

8
. HD : §æi biÕn 24 u x  ; 

e) 4. HD : §æi biÕn 21 u x  ; 

f) 
1

6
. HD : §æi biÕn 1 cos3 u x . 

18. a) 
32 7

ln 2
3 4

  ; b) e ; c) 
1

2




e
 ; 

d) 1.
2


  

19. a)

3

0

d 2 3I u u  ; b) .
8


 

HD : a) §æi biÕn 5 2 .u t t   

20. a)

9 1 5

4 4

1

5 4 .d 9 1 ; b)
4 3

I u u    

HD : a) §æi biÕn 5 4cos .u t   
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