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s ù  ® å n g  b i Õ n ,  n g h Þ c h  b i Õ n  
c ñ a  hμm  s è   

 

 

I    TÝnh ®¬n ®iÖu cña hµm sè 

1  

Tõ ®å thÞ (H.1, H.2) h·y chØ ra c¸c kho¶ng t¨ng, gi¶m cña hµm sè y = cosx trªn 

®o¹n 
3

;
2 2

    
 vµ cña hµm sè y x  trªn kho¶ng ( ; ).    

 

 
 

 
 
 
 

 
 

 H×nh 1                H×nh 2   

1.  Nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa 

KÝ hiÖu K lµ kho¶ng hoÆc ®o¹n hoÆc nöa kho¶ng. Gi¶ sö hµm sè y = f(x) 

x¸c ®Þnh trªn K. Ta nãi  

 Hµm sè y = f(x) ®ång biÕn (t¨ng) trªn K nÕu víi mäi cÆp 

x1, x2 thuéc K mµ x1 nhá h¬n x2 th× f(x1) nhá h¬n f(x2), tøc lµ  

1x  < 2x    f( 1x ) < 2( )f x  ; 

 Hµm sè y = f(x) nghÞch biÕn (gi¶m) trªn K nÕu víi mäi cÆp 1 2,x x  

thuéc K mµ 1x nhá h¬n 2x  th× 1( )f x  lín h¬n 2( )f x , tøc lµ  

1x  < 2x   1 2( ) ( )f x f x . 
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Hµm sè ®ång biÕn hoÆc nghÞch biÕn trªn K ®−îc gäi chung lµ 

hµm sè ®¬n ®iÖu trªn K. 

NhËn xÐt. Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta thÊy 

a) f(x) ®ång biÕn trªn K  2 1

2 1

( ) ( )f x f x

x x




 > 0, 1,x 2x K  

1 2( )x x  ; 

f(x) nghÞch biÕn trªn K  2 1

2 1

( ) ( )f x f x

x x




 < 0, 1,x 2x K  

1 2( )x x .  

b) NÕu hµm sè ®ång biÕn trªn K th× ®å thÞ ®i lªn tõ tr¸i sang 
ph¶i (H.3a) ; 

NÕu hµm sè nghÞch biÕn trªn K th× ®å thÞ ®i xuèng tõ tr¸i sang 

ph¶i (H.3b). 

 

 

 

 

  

 

 

 

a)         b) 

 H×nh 3 

2.  TÝnh ®¬n ®iÖu vμ dÊu cña ®¹o hμm 

2  

XÐt c¸c hµm sè sau vµ ®å thÞ cña chóng : 

a) 
2

2

x
y    (H.4a)          b) 

1
y

x
  (H.4b) 

x   0  +  x   0  + 

y'       y'       

y  

 

 0   

 

 y 0  

 

 

 

+   

0 
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  a)        b) 

H×nh 4 

XÐt dÊu ®¹o hµm cña mçi hµm sè vµ ®iÒn vµo b¶ng t−¬ng øng. 

Tõ ®ã h·y nªu nhËn xÐt vÒ mèi quan hÖ gi÷a sù ®ång biÕn, nghÞch biÕn cña 
hµm sè vµ dÊu cña ®¹o hµm. 

Ta thõa nhËn ®Þnh lÝ sau ®©y. 

§Þnh lÝ 

Cho hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm trªn K. 

a) NÕu '( ) 0f x   víi mäi x thuéc K th× hµm sè f(x) ®ång biÕn 

trªn K.  

b) NÕu '( ) 0f x   víi mäi x thuéc K th× hµm sè f(x) nghÞch 

biÕn trªn K. 

Tãm l¹i, trªn K 

'( ) 0 ( ) ®ång biÕn

'( ) 0 ( ) nghÞch biÕn.

f x

f x

 
  

f x
f x

 

Chó ý 
NÕu f '(x) = 0, x  K th× f(x) kh«ng ®æi trªn K. 

VÝ dô 1. T×m c¸c kho¶ng ®¬n ®iÖu cña hµm sè : 

a) y = 42 1x   ;         b) y = sinx trªn kho¶ng (0 ; 2). 

Gi¶i 
a) Hµm sè ®· cho x¸c ®Þnh víi mäi x  .  

Ta cã 3' 8y x . B¶ng biÕn thiªn 

x    0  +
y'   0 +  

y 
 + 
 
 

 

 
 

1 
 

 +
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VËy hµm sè y = 42x  + 1 nghÞch biÕn trªn kho¶ng ( ; 0), ®ång biÕn trªn 

kho¶ng (0 ; +). 

b) XÐt trªn kho¶ng (0 ; 2), ta cã ' cos .y x  

B¶ng biÕn thiªn 

x 0  
2


    

3

2


  2 

' cosy x   + 0    0 +  

y = sinx 

 
 
 

0 

 

1 
 
 

 

   

 

 

1 

 

0 
 
 
 

VËy hµm sè y = sinx ®ång biÕn trªn c¸c kho¶ng 0 ;
2

 
 
 

 vµ 
3

; 2
2

  
 

, 

nghÞch biÕn trªn kho¶ng 
3

; .
2 2

  
 
 

 

3  

Kh¼ng ®Þnh ng−îc l¹i víi ®Þnh lÝ trªn cã ®óng kh«ng ? 

Nãi c¸ch kh¸c, nÕu hµm sè ®ång biÕn (nghÞch 

biÕn) trªn K th× ®¹o hµm cña nã cã nhÊt thiÕt ph¶i 

d−¬ng (©m) trªn ®ã hay kh«ng ? 

Ch¼ng h¹n, xÐt hµm sè 3y x  cã ®å thÞ trªn H×nh 5.         

 

H×nh 5 

Chó ý  

Ta cã ®Þnh lÝ më réng sau ®©y.  

Gi¶ sö hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm trªn K. NÕu '( ) 0f x   

( '( ) 0),f x x K  vµ '( ) 0f x   chØ t¹i mét sè h÷u h¹n ®iÓm 

th× hµm sè ®ång biÕn (nghÞch biÕn) trªn K. 

VÝ dô 2. T×m c¸c kho¶ng ®¬n ®iÖu cña hµm sè 3 22 6 6 7.y x x x     

Gi¶i. Hµm sè ®· cho x¸c ®Þnh víi mäi x  .  

Ta cã y' = 2 26 12 6 6( 1) .x x x     
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Do ®ã y' = 0   x = 1 vµ  y' > 0 víi mäi x  1. 

Theo ®Þnh lÝ më réng, hµm sè ®· cho lu«n lu«n ®ång biÕn. 

II  Quy t¾c xÐt tÝnh ®¬n ®iÖu cña hµm sè 

1.  Quy t¾c 

1. T×m tËp x¸c ®Þnh.  

2. TÝnh ®¹o hµm f '(x). T×m c¸c ®iÓm ix  (i = 1, 2, ..., n) mµ t¹i ®ã 

®¹o hµm b»ng 0 hoÆc kh«ng x¸c ®Þnh. 

3. S¾p xÕp c¸c ®iÓm ix  theo thø tù t¨ng dÇn vµ lËp b¶ng biÕn thiªn. 

4. Nªu kÕt luËn vÒ c¸c kho¶ng ®ång biÕn, nghÞch biÕn cña hµm sè. 

2.  ¸p dông 

VÝ dô 3. XÐt sù ®ång biÕn, nghÞch biÕn cña hµm sè  

3 21 1
2 2.

3 2
y x x x     

Gi¶i. Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x  .  Ta cã  

y' = x
2
  x  2,  y' = 0  

1

2.

x

x

 
 

 

B¶ng biÕn thiªn 

x   1  2  +

y'  + 0  0 +  

y 

 

 

 

19

6
 

 

 

 

4

3
  

 

+

 

VËy hµm sè ®ång biÕn trªn c¸c kho¶ng ( ; 1) vµ (2 ; +), nghÞch biÕn 

trªn kho¶ng (1 ; 2). 
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VÝ dô 4. T×m c¸c kho¶ng ®¬n ®iÖu cña hµm sè 
1

1

x
y

x





. 

Gi¶i. Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x  1. Ta cã 

2 2

( 1) ( 1) 2
' .

( 1) ( 1)

x x
y

x x

  
 

 
 

y' kh«ng x¸c ®Þnh t¹i x = 1. 

B¶ng biÕn thiªn 

x         1  + 

y'  +   +  

y  

1 

 +  

 

 1 

 

VËy hµm sè ®ång biÕn trªn c¸c kho¶ng ( ; 1) vµ (1 ; +). 

VÝ dô 5. Chøng minh r»ng x > sin x  trªn kho¶ng 0 ;
2

 
 
 

 b»ng c¸ch xÐt 

kho¶ng ®¬n ®iÖu cña hµm sè f(x) = sin .x x  

Gi¶i. XÐt hµm sè f(x) = sinx x  0
2

   
 

x , ta cã  

'( ) 1 cos 0f x x    (f '(x) = 0 chØ t¹i x = 0) nªn theo chó ý trªn ta cã f(x) 

®ång biÕn trªn nöa kho¶ng 0 ;
2

 
 

. 

Do ®ã, víi 0 < x < 
2


 ta cã f(x) = x  sinx > f(0) = 0  

hay x > sin x trªn kho¶ng 0 ;
2

 
 
 

. 

Bµi tËp 

1. XÐt sù ®ång biÕn, nghÞch biÕn cña c¸c hµm sè : 

a) y = 4 + 3x  x
2
 ;        b) y = 3 21

3 7 2
3

x x x    ; 

c) y = 4 22 3x x   ;      d) 3 2 5y x x    . 
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2. T×m c¸c kho¶ng ®¬n ®iÖu cña c¸c hµm sè : 

a) y = 
3 1

1

x

x




 ;          b) y = 
2 2

1

x x

x




 ; 

c) y = 2 20x x   ;       d) y =
2

2

9

x

x 
. 

3. Chøng minh r»ng hµm sè y = 
2 1

x

x 
 ®ång biÕn trªn kho¶ng (1 ; 1) ; 

nghÞch biÕn trªn c¸c kho¶ng ( ; 1) vµ (1 ; +). 

4. Chøng minh r»ng hµm sè y = 22x x  ®ång biÕn trªn kho¶ng (0 ; 1) vµ 

nghÞch biÕn trªn kho¶ng (1 ; 2). 

5. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau : 

a) tanx > x  0
2

x
   

 
 ;    b) tanx > x +

3

3

x
 0

2
x

   
 

. 

B μ i  ® ä c  t h ª m   

T Ý n h  c h Ê t  ® ¬ n  ® i Ö u  c ñ a  h µ m  s è  

§iÒu kiÖn ®ñ vÒ tÝnh chÊt ®¬n ®iÖu cña hµm sè ®−îc chøng minh dùa vµo ®Þnh lÝ 

sau ®©y.  

§Þnh lÝ La-gr¨ng  

NÕu hµm sè y = f(x) liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b] vµ cã ®¹o hµm trªn 

kho¶ng (a ; b) th× tån t¹i mét ®iÓm c  (a ; b) sao cho 

( ) ( ) '( )( )f b f a f c b a    

hay     
( ) ( )

'( )
f b f a

f c
b a





. 

 

Minh ho¹ h×nh häc : 

NÕu hµm sè f(x) tho¶ m·n c¸c gi¶ thiÕt cña 

®Þnh lÝ La-gr¨ng th× trªn ®å thÞ tån t¹i ®iÓm 

C mµ tiÕp tuyÕn t¹i ®ã song song hoÆc 

trïng víi d©y cung AB (H. 6). 

 

H×nh 6 
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J.L. Lagrange 

(1736  1813) 

HÖ qu¶  
NÕu F'(x) = 0 víi mäi x thuéc kho¶ng (a ; b) th× F(x) b»ng h»ng sè 

trªn kho¶ng ®ã. 

Chøng minh. XÐt ®iÓm cè ®Þnh 
0

( ; ).x a b Víi mçi ( ; )x a b  mµ 
0
,x x  c¸c gi¶ 

thiÕt cña ®Þnh lÝ La-gr¨ng ®−îc tho¶ m·n trªn ®o¹n 
0

[ ; ]x x  (hoÆc
0

[ ; ]x x ). Do ®ã 

tån t¹i ®iÓm 
0

( ; )c x x  (hoÆc
0

( ; )c x x ) sao cho 
0 0

( ) ( ) '( )( ).F x F x F c x x    V× 

( ; )c a b  nªn '( ) 0.F c   VËy 

0
( ) ( ) 0F x F x   hay 

0
( ) ( ) constF x F x   

trªn toµn kho¶ng (a ; b).                 

§Þnh lÝ   
Cho hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm trªn kho¶ng (a ; b). 

a) NÕu '( )f x  > 0 víi mäi x  (a ; b) th× hµm sè f(x) ®ång biÕn 

trªn kho¶ng ®ã ; 

b) NÕu '( )f x  < 0 víi mäi x  (a ; b) th× hµm sè f(x) nghÞch biÕn 

trªn kho¶ng ®ã. 
 
Chøng minh. LÊy hai ®iÓm bÊt k× 

1
,x

2
x  

1 2
( )x x  trªn kho¶ng (a ; b). V× f(x) cã ®¹o 

hµm trªn kho¶ng (a ; b) nªn f(x) liªn tôc trªn ®o¹n 
1 2

[ ; ]x x  vµ cã ®¹o hµm trªn kho¶ng 

1 2
( ; ).x x  

Theo ®Þnh lÝ La-gr¨ng, tån t¹i mét ®iÓm 
1 2

( ; ) ( ; )c x x a b   sao cho 

2 1

2 1

( ) ( )
'( )

f x f x
f c

x x





. Tõ ®ã suy ra : 

a) NÕu '( )f x  > 0 víi mäi x  (a ; b) th× '( )f c  > 0 nªn 
2 1

( ) ( ).f x f x  Do ®ã, f(x) 

®ång biÕn trªn kho¶ng (a ; b). 

b) NÕu '( )f x  < 0 víi mäi x  (a ; b) th× '( )f c  < 0 nªn 
2 1

( ) ( ).f x f x  Do ®ã, f(x) 

nghÞch biÕn trªn kho¶ng (a ; b).                

B ¹ n  c ã  b i Õ t   

L a - g r ¨ n g  ( J . L .  L a g r a n g e )  

La-gr¨ng lµ nhµ to¸n häc Ph¸p, xuÊt th©n trong mét gia 
®×nh giµu cã, nh−ng trë nªn kh¸nh kiÖt khi «ng t−ëng nh− 
s¾p ®−îc thõa kÕ gia s¶n. Tuy nhiªn, vÒ sau «ng xem tai 
ho¹ nµy lµ mét ®iÒu may m¾n. 
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¤ng nãi : "NÕu ®−îc thõa kÕ mét tµi s¶n th× ch¾c lµ t«i kh«ng dµnh ®êi m×nh cho 

to¸n häc". 

¤ng néi La-gr¨ng lµ ng−êi Ph¸p, bµ néi lµ ng−êi I-ta-li-a. C¶ gia ®×nh «ng ®Þnh c− ë Tu-rin 

(thñ phñ cña xø Pi-ª-m«ng (PiÐmont) thuéc I-ta-li-a). 

La-gr¨ng ®−îc cö lµm gi¸o s− to¸n häc ë Tr−êng Ph¸o binh Hoµng gia Tu-rin 

n¨m 19 tuæi. TÊt c¶ c¸c häc trß ®Òu lín tuæi h¬n «ng. Cïng víi nh÷ng häc trß −u 

tó cña m×nh, La-gr¨ng ®· lËp ra Héi nghiªn cøu, tiÒn th©n cña ViÖn Hµn l©m khoa 

häc Tu-rin. TËp b¸o c¸o ®Çu tiªn cña Héi xuÊt hiÖn n¨m 1759 khi «ng 23 tuæi. 

PhÇn lín nh÷ng c«ng tr×nh tèt nhÊt c«ng bè trong tËp san ®Çu nµy lµ cña La-gr¨ng, 

d−íi nhiÒu bót danh kh¸c nhau. 

ë tuæi 23, La-gr¨ng ®−îc coi lµ nhµ to¸n häc ngang hµng víi nh÷ng nhµ to¸n häc lín 

nhÊt thêi bÊy giê lµ ¥-le (Euler) vµ c¸c nhµ to¸n häc hä BÐc-nu-li (Bernoulli). 

Theo lêi giíi thiÖu cña ¥-le, ngµy 2-10-1760, khi míi 24 tuæi, La-gr¨ng ®−îc bÇu 

lµm ViÖn sÜ n−íc ngoµi cña ViÖn Hµn l©m khoa häc Bec-lin. VÒ sau, ¥-le vµ 

§a-l¨m-be (d'Alembert) cßn vËn ®éng vua n−íc Phæ mêi La-gr¨ng sang BÐc-lin 

lµm nhµ to¸n häc cña TriÒu ®×nh. 

N¨m 1764, lóc 28 tuæi, La-gr¨ng ®−îc gi¶i th−ëng lín vÒ bµi to¸n b×nh ®éng cña 

MÆt Tr¨ng (lµ bµi to¸n lÝ gi¶i v× sao khi chuyÓn ®éng, MÆt Tr¨ng lu«n lu«n quay 

mét mÆt vÒ phÝa Tr¸i §Êt). 

C¸c n¨m 1766, 1772, La-gr¨ng liªn tiÕp nhËn ®−îc c¸c gi¶i th−ëng cña ViÖn Hµn 

l©m khoa häc Pa-ri vÒ c¸c bµi to¸n 6 vËt thÓ, 3 vËt thÓ. 

Ngµy 6-11-1776, La-gr¨ng ®−îc vua n−íc Phæ - "vÞ vua lín nhÊt ch©u ¢u" - ®ãn 

tiÕp nång nhiÖt vµ ®−îc cö lµm Gi¸m ®èc Ban To¸n LÝ cña ViÖn Hµn l©m Bec-lin. 

N¨m 1787, Hoµng gia vµ ViÖn Hµn l©m Pa-ri ®ãn tiÕp nång hËu nhµ to¸n häc lín 

La-gr¨ng trë vÒ vµ cÊp cho «ng mét c¨n hé ®Çy ®ñ tiÖn nghi trong ®iÖn Lu-vr¬ 

(Louvre, nay lµ viÖn b¶o tµng lín ë Pa-ri). 

N¨m 1788, ë tuæi 52, «ng c«ng bè kiÖt t¸c cña ®êi «ng, bé "C¬ häc gi¶i tÝch", ®Ò 

tµi mµ «ng Êp ñ tõ lóc 19 tuæi. 

Nhê sù can thiÖp cña La-gr¨ng, ng−êi ta ®· kh«ng thõa nhËn 12 thay cho 10 ®Ó 

lµm c¬ sè cho mÐt hÖ. 

¤ng lËp gia ®×nh hai lÇn. Bµ vî ®Çu mÊt sím v× ®au yÕu. ë tuæi ngoµi 50, La-gr¨ng 

sèng c« ®¬n, sÇu muén. N¨m 56 tuæi, «ng ®−îc mét thiÕu n÷, con g¸i b¹n «ng lµ 

nhµ thiªn v¨n häc L¬-m«-ni-ª (Lemonier), yªu vµ ngá lêi muèn kÕt h«n víi «ng. 

La-gr¨ng nhËn lêi. C« ®· dµnh c¶ cuéc ®êi trÎ trung, t−¬i ®Ñp cña m×nh ®Ó ch¨m 

sãc «ng, kÐo «ng ra khái u sÇu, thøc tØnh n¬i «ng lßng ham sèng. ¤ng yªu tha 

thiÕt vµ c¶m thÊy khæ së mçi khi ph¶i t¹m xa bµ. ¤ng kh¼ng ®Þnh r»ng bµ vî trÎ 

dÞu dµng, tËn tuþ lµ gi¶i th−ëng quý b¸u nhÊt trong mäi gi¶i th−ëng cña ®êi «ng. 

La-gr¨ng ®−îc toµn thÓ nh©n d©n Ph¸p t«n vinh. Cã lÇn, Ta-lª-gr¨ng (Tallegrand), mét 

vÞ t−íng, ®· nãi víi cha cña La-gr¨ng : "Con «ng, ng−êi con cña nh©n d©n Ph¸p, sinh 

ra ë Pi-ª-m«ng, ®· lµm vinh dù cho toµn thÓ nh©n lo¹i bëi thiªn tµi cña m×nh". 

La-gr¨ng mÊt ngµy 10-4-1813, thä 77 tuæi. 
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cùc trÞ cña hμm sè  
 

 

I   Kh¸i niÖm cùc ®¹i, cùc tiÓu 

1   

Dùa vµo ®å thÞ (H.7, H.8), h·y chØ ra c¸c ®iÓm t¹i ®ã mçi hµm sè sau cã gi¸ trÞ lín 
nhÊt (nhá nhÊt) :  

a) 2 1y x    trong kho¶ng ( ; )   ; 

b) 2( 3)
3

x
y x   trong c¸c kho¶ng 

1 3
;

2 2

 
 
 

 vµ 
3

; 4
2

 
 
 

.  

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 7               H×nh 8 

XÐt dÊu ®¹o hµm cña c¸c hµm sè ®· cho vµ ®iÒn vµo c¸c b¶ng d−íi ®©y. 

x   0  +  x   1  3  + 

y'       y'        

y  

 

 

 1   

 

 

 y  

 

 

 4

3
 

 

  

 

0 

 + 

§Þnh nghÜa  
Cho hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn kho¶ng (a ; b) (cã thÓ 

a lµ  ; b lµ +) vµ ®iÓm x0  (a ; b).  

a) NÕu tån t¹i sè h > 0 sao cho f(x) < f(x0) víi mäi x  (x0  h ; 

x0 + h) vµ x  x0 th× ta nãi hµm sè f(x) ®¹t cùc ®¹i t¹i 0.x  

b) NÕu tån t¹i sè h > 0 sao cho f(x) > f(x0) víi mäi x  0(x  h ; 

0x + h) vµ x  0x  th× ta nãi hµm sè f(x) ®¹t cùc tiÓu t¹i 0.x  
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Chó ý  

1. NÕu hµm sè ( )f x  ®¹t cùc ®¹i (cùc tiÓu) t¹i 0x  th× 0x  ®−îc 

gäi lµ ®iÓm cùc ®¹i (®iÓm cùc tiÓu) cña hµm sè ; 0( )f x ®−îc 

gäi lµ gi¸ trÞ cùc ®¹i (gi¸ trÞ cùc tiÓu) cña hµm sè, kÝ hiÖu 

lµ ( )C CTf f§ , cßn ®iÓm 0 0( ; ( ))M x f x  ®−îc gäi lµ ®iÓm cùc ®¹i 

(®iÓm cùc tiÓu) cña ®å thÞ hµm sè. 

2. C¸c ®iÓm cùc ®¹i vµ cùc tiÓu ®−îc gäi chung lµ ®iÓm cùc trÞ. 
Gi¸ trÞ cùc ®¹i (gi¸ trÞ cùc tiÓu) cßn gäi lµ cùc ®¹i (cùc tiÓu) vµ 
®−îc gäi chung lµ cùc trÞ cña hµm sè. 

3. DÔ dµng chøng minh ®−îc r»ng, nÕu hµm sè y = f(x) cã ®¹o 

hµm trªn kho¶ng (a ; b) vµ ®¹t cùc ®¹i hoÆc cùc tiÓu t¹i 0x th× 

0'( )f x = 0. 

2  

Gi¶ sö f(x) ®¹t cùc ®¹i t¹i
0

x . H·y chøng minh kh¼ng ®Þnh 3 trong chó ý trªn b»ng 

c¸ch xÐt giíi h¹n tØ sè 0 0
( ) ( )f x x f x

x

  


 khi x  0 trong hai tr−êng hîp x > 0 vµ 

x < 0.  

II   §iÒu kiÖn ®ñ ®Ó hµm sè cã cùc trÞ 

3  

a) Sö dông ®å thÞ, h·y xÐt xem c¸c hµm sè sau ®©y cã cùc trÞ hay kh«ng. 

 2 1y x    ; 

 2( 3)
3

x
y x   (H.8). 

b) Nªu mèi liªn hÖ gi÷a sù tån t¹i cùc trÞ vµ dÊu cña ®¹o hµm. 

Ta thõa nhËn ®Þnh lÝ sau ®©y. 

§Þnh lÝ 1  

Gi¶ sö hµm sè y = f(x) liªn tôc trªn kho¶ng K = 0 0( ; )x h x h   

vµ cã ®¹o hµm trªn K hoÆc trªn K \{ x0}, víi h > 0. 

a) NÕu f '(x) > 0 trªn kho¶ng (x0  h ; x0) vµ f '(x) < 0 trªn 

kho¶ng (x0 ; x0 + h) th× x0 lµ mét ®iÓm cùc ®¹i cña hµm sè f(x). 

b) NÕu f '(x) < 0 trªn kho¶ng (x0  h ; x0) vµ f '(x) > 0 trªn 

kho¶ng (x0 ; x0 + h) th× x0 lµ mét ®iÓm cùc tiÓu cña hµm sè f(x). 
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x 
0x h  

0x   
0x h  x 

0x h  
0x   

0x h  

'( )f x   +     '( )f x     +  

f(x)  

 

 
C§f     f(x)    

CTf  

  

VÝ dô 1. T×m c¸c ®iÓm cùc trÞ cña ®å thÞ hµm sè f(x) = x
2
 + 1. 

Gi¶i. Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x  .  

Ta cã f '(x) = 2x ; f '(x) = 0  x = 0. 

B¶ng biÕn thiªn  

x    0  +
f '(x)   + 0   

f(x) 

 
 

  

 

1 

 

 
 



Tõ b¶ng biÕn thiªn suy ra x = 0 lµ ®iÓm cùc ®¹i cña hµm sè vµ ®å thÞ cña 

hµm sè cã mét ®iÓm cùc ®¹i (0 ; 1) (H.7). 

VÝ dô 2. T×m c¸c ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè 3 2 3y x x x    . 

Gi¶i. Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x  .  

Ta cã   y' = 23 2 1x x   ; 

      y' = 0 
1

1
.

3

x

x



  


 

B¶ng biÕn thiªn 

x    
1

3
  1 

 
+

y'  + 0  0 +  

y 

 

 

  
 

86

27
 

 

 

 

 
 

2 

 +
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Tõ b¶ng biÕn thiªn suy ra x = –
1

3
lµ ®iÓm cùc ®¹i, x = 1 lµ ®iÓm cùc tiÓu 

cña hµm sè ®· cho.  

VÝ dô 3. T×m cùc trÞ cña hµm sè  

3 1
.

1

x
y

x





 

Gi¶i. Hµm sè x¸c ®Þnh t¹i mäi x  1. 

Ta cã
2

2
'

( 1)
y

x



 > 0, x  1. 

VËy hµm sè ®· cho kh«ng cã cùc trÞ (v× theo kh¼ng ®Þnh 3 cña Chó ý trªn, 

nÕu hµm sè cã cùc trÞ t¹i x0 th× t¹i ®ã y' = 0). 

4  

Chøng minh hµm sè y x  kh«ng cã ®¹o hµm t¹i 0.x   Hµm sè cã ®¹t cùc trÞ t¹i 

®iÓm ®ã kh«ng ?  

III   Quy t¾c t×m cùc trÞ 

¸p dông §Þnh lÝ 1, ta cã quy t¾c t×m cùc trÞ sau ®©y. 

Quy t¾c I  

1. T×m tËp x¸c ®Þnh.  

2. TÝnh '( ).f x  T×m c¸c ®iÓm t¹i ®ã '( )f x  b»ng 0 hoÆc '( )f x  

kh«ng x¸c ®Þnh. 

3. LËp b¶ng biÕn thiªn. 

4. Tõ b¶ng biÕn thiªn suy ra c¸c ®iÓm cùc trÞ. 
5  

¸p dông quy t¾c I, h·y t×m c¸c ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè 

2( ) ( 3). f x x x  

Ta thõa nhËn ®Þnh lÝ sau ®©y. 

§Þnh lÝ 2  

Gi¶ sö hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm cÊp hai trong kho¶ng 

0 0( ; )x h x h  , víi h > 0. Khi ®ã :  

a) NÕu 0'( ) 0f x  , 0''( ) 0f x   th× x0 lµ ®iÓm cùc tiÓu ; 

b) NÕu 0'( ) 0f x  , 0''( ) 0f x   th× x0 lµ ®iÓm cùc ®¹i. 
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¸p dông §Þnh lÝ 2, ta cã quy t¾c sau ®©y ®Ó t×m c¸c ®iÓm cùc trÞ cña mét hµm sè. 

Quy t¾c II 

1. T×m tËp x¸c ®Þnh.  

2. TÝnh f '(x). Gi¶i ph−¬ng tr×nh f '(x) = 0 vµ kÝ hiÖu ix  (i = 1, 2, ..., n) 

lµ c¸c nghiÖm cña nã. 

3. TÝnh f "(x) vµ ''( ).if x  

4. Dùa vµo dÊu cña ''( )if x  suy ra tÝnh chÊt cùc trÞ cña ®iÓm ix . 

VÝ dô 4. T×m cùc trÞ cña hµm sè 

4
2( ) 2 6.

4

x
f x x    

Gi¶i. Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x  .  

f '(x) = 3 24 ( 4)x x x x    ; '( ) 0f x   x1 = 0, x2 = 2, x3 = 2. 

f ''(x) = 3x
2
  4. 

f ''( 2) = 8 > 0  x = 2 vµ x = 2 lµ hai ®iÓm cùc tiÓu ; 

f ''(0) = 4 < 0  x = 0 lµ ®iÓm cùc ®¹i. 

KÕt luËn  

f(x) ®¹t cùc tiÓu t¹i x = 2 vµ x = 2 ; fCT = f( 2) = 2. 

f(x) ®¹t cùc ®¹i t¹i x = 0 vµ fC§ = f(0) = 6. 

VÝ dô 5. T×m c¸c ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè f(x) = sin2x.  

Gi¶i. Hµm sè x¸c ®Þnh víi mäi x  .  

f '(x) = 2cos2x ; f '(x) = 0  2x = 
2


 + l  x = 

4 2
l

 
  (l  ). 

f ''(x) = 4sin2x. 

f '' 4sin
4 2 2

l l
            

   
 = 

4 nÕu  = 2

  4 nÕu = 2 +1

l k

l k





 (k  ) . 
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KÕt luËn 

x = 
4

k

   (k  )  lµ c¸c ®iÓm cùc ®¹i cña hµm sè. 

x = 
3

4
k


   (k  )  lµ c¸c ®iÓm cùc tiÓu cña hµm sè. 

Bµi tËp 

1.  ¸p dông Quy t¾c I, h·y t×m c¸c ®iÓm cùc trÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) 3 22 3 36 10y x x x     ;    b) 4 22 3y x x    ; 

c) 
1

y x
x

   ;          d) 3 2(1 )y x x   ; 

e) 2 1y x x   . 

2.  ¸p dông Quy t¾c II, h·y t×m c¸c ®iÓm cùc trÞ cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = x
4
  2x

2
 + 1 ;        b) y = sin2x  x ; 

c) y = sinx + cosx ;       d) y = 5 3 2 1.x x x    

3. Chøng minh r»ng hµm sè y x  kh«ng cã ®¹o hµm t¹i x = 0 nh−ng vÉn 

®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm ®ã. 

4. Chøng minh r»ng víi mäi gi¸ trÞ cña tham sè m, hµm sè  

3 2 2 1y x mx x     

lu«n lu«n cã mét ®iÓm cùc ®¹i vµ mét ®iÓm cùc tiÓu. 

5.  T×m a vµ b ®Ó c¸c cùc trÞ cña hµm sè 

2 3 25
2 9

3
y a x ax x b     

®Òu lµ nh÷ng sè d−¬ng vµ 0
5

9
x    lµ ®iÓm cùc ®¹i. 

6. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó hµm sè 
2 1x mx

y
x m

 



 ®¹t cùc ®¹i  

t¹i x = 2. 
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gi¸ trÞ  lín nhÊt vμ  
gi¸ trÞ  nhá nhÊt cña hμm sè 

 

I    ®Þnh nghÜa 

Cho hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh trªn tËp D.  

a) Sè M ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè y = f(x) trªn 

tËp D nÕu f(x)  M víi mäi x thuéc D vµ tån t¹i 0x D  sao 

cho 0( ) .f x M  

KÝ hiÖu max ( ).
D

M f x  

b) Sè m ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè y = f(x) trªn 

tËp D nÕu ( )f x m  víi mäi x thuéc D vµ tån t¹i 0x D  sao 

cho 0( ) .f x m  

KÝ hiÖu min ( )
D

m f x . 

VÝ dô 1. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt vµ gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè 

1
5y x

x
    

trªn kho¶ng (0 ; + ) . 

Gi¶i. Trªn kho¶ng (0 ; +), ta cã 
2

2 2

1 1
' 1 ;


  

x
y

x x
  

2' 0 1 0   y x   x = 1. 

B¶ng biÕn thiªn 

x 0  1    

y'   0 +  

y 
+ 

 
 

 

 
 

3 

 
+ 

 
 

 

Tõ b¶ng biÕn thiªn ta thÊy trªn kho¶ng (0 ; +) hµm sè cã gi¸ trÞ cùc tiÓu 

duy nhÊt, ®ã còng lµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè. 
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VËy 
(0; )
min ( ) 3f x


   (t¹i x = 1). Kh«ng tån t¹i gi¸ trÞ lín nhÊt cña f(x) 

trªn kho¶ng (0 ; ) . 

II   C¸ch tÝnh gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt 

cña hµm sè trªn mét ®o¹n 

1  

XÐt tÝnh ®ång biÕn, nghÞch biÕn vµ tÝnh gi¸ trÞ lín nhÊt, gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè : 

a) y = x
2
 trªn ®o¹n [3 ; 0] ;       

b) 
1

1

x
y

x





trªn ®o¹n [3 ; 5]. 

1.  §Þnh lÝ  

Mäi hµm sè liªn tôc trªn mét ®o¹n ®Òu cã gi¸ trÞ lín nhÊt 

vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt trªn ®o¹n ®ã.  

Ta thõa nhËn ®Þnh lÝ nµy. 

VÝ dô 2. TÝnh gi¸ trÞ nhá nhÊt vµ gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè y = sinx 

a) Trªn ®o¹n 
7

;
6 6

  
  

 ;     

b) Trªn ®o¹n ; 2
6

   
. 

Gi¶i 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 9 
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Tõ ®å thÞ cña hµm sè y = sinx (H.9), ta thÊy ngay : 

a) Trªn ®o¹n D = 
7

;
6 6

  
  

 ta cã  

1

6 2
y

   
 

 ; 1
2

y
   

 
 ; 

7 1

6 2
y

    
 

. 

Tõ ®ã max 1
D

y   ;
1

min
2D

y   . 

b) Trªn ®o¹n E = ; 2
6

   
 ta cã  

1

6 2
y

   
 

, 1
2

y
   

 
, 1

2
y

    
 

,  y(2) = 0. 

VËy max 1
E

y   ;  min 1
E

y   . 

2.  Quy t¾c t×m gi¸ trÞ lín nhÊt, gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hμm sè liªn tôc 

trªn mét ®o¹n 

2  

Cho hµm sè 
2 2 2 1

1 3

x x
y

x x

     
 

nÕu

nÕu
 

cã ®å thÞ nh− H×nh 10. H·y chØ ra gi¸ trÞ 
lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè 
trªn ®o¹n [–2 ; 3] vµ nªu c¸ch tÝnh.  

  
H×nh 10 

NhËn xÐt 

NÕu ®¹o hµm f '(x) gi÷ nguyªn dÊu trªn ®o¹n [a ; b] th× hµm sè 

®ång biÕn hoÆc nghÞch biÕn trªn c¶ ®o¹n. Do ®ã, f(x) ®¹t ®−îc 

gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i c¸c ®Çu mót cña ®o¹n. 

NÕu chØ cã mét sè h÷u h¹n c¸c ®iÓm xi (xi < xi+1) mµ t¹i ®ã 

'( )f x  b»ng 0 hoÆc kh«ng x¸c ®Þnh th× hµm sè ( )y f x ®¬n 

®iÖu trªn mçi kho¶ng 1( ; )i ix x  . Râ rµng gi¸ trÞ lín nhÊt (gi¸ 

trÞ nhá nhÊt) cña hµm sè trªn ®o¹n [ ; ]a b  lµ sè lín nhÊt (sè 

nhá nhÊt) trong c¸c gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i hai ®Çu mót a, b vµ 
t¹i c¸c ®iÓm xi nãi trªn. 
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Quy t¾c  

1. T×m c¸c ®iÓm 1 2, ,..., nx x x trªn kho¶ng (a ; b), t¹i ®ã f '(x) 

b»ng 0 hoÆc f '(x) kh«ng x¸c ®Þnh. 

2. TÝnh f(a), 1 2( ), ( ),..., ( ),nf x f x f x  f(b). 

3. T×m sè lín nhÊt M vµ sè nhá nhÊt m trong c¸c sè trªn. Ta cã 

M =
[ ; ]
max ( )
a b

f x , 
[ ; ]
min ( )
a b

m f x . 

Chó ý  

Hµm sè liªn tôc trªn mét kho¶ng cã thÓ kh«ng cã gi¸ trÞ lín 
nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt trªn kho¶ng ®ã. Ch¼ng h¹n, hµm sè 

1
( )f x

x
  kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt, gi¸ trÞ nhá nhÊt trªn 

kho¶ng (0 ; 1). Tuy nhiªn, còng cã nh÷ng hµm sè cã gi¸ trÞ 
lín nhÊt hoÆc gi¸ trÞ nhá nhÊt trªn mét kho¶ng nh− trong VÝ dô 3 
d−íi ®©y. 

VÝ dô 3. Cho mét tÊm nh«m h×nh vu«ng c¹nh a. Ng−êi ta c¾t ë bèn gãc bèn 

h×nh vu«ng b»ng nhau, råi gËp tÊm nh«m l¹i nh− H×nh 11 ®Ó ®−îc mét c¸i hép 

kh«ng n¾p. TÝnh c¹nh cña c¸c h×nh vu«ng bÞ c¾t sao cho thÓ tÝch cña khèi hép 

lµ lín nhÊt. 

 

 
 
 
 
 

 

 

 H×nh 11 

Gi¶i. Gäi x lµ ®é dµi c¹nh cña h×nh vu«ng bÞ c¾t. 

Râ rµng x ph¶i tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 0 < x < 
2

a
. 

ThÓ tÝch cña khèi hép lµ 

2( ) ( 2 )V x x a x   0 .
2

a
x
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Ta ph¶i t×m 0 0;
2

a
x

   
 

 sao cho V(x0) cã gi¸ trÞ lín nhÊt. 

Ta cã  2'( ) ( 2 ) .2( 2 ).( 2) ( 2 )( 6 )V x a x x a x a x a x        . 

Trªn kho¶ng 0 ; ,
2

 
 
 

a
 ta cã 

V '(x) = 0  .
6


a

x  

B¶ng biÕn thiªn  

x 0  
6

a
  

2

a
 

V'(x)  + 0   

V(x) 

 

 

0 

 

32

27

a
 

 

 

 

 

0 

Tõ b¶ng trªn ta thÊy trong kho¶ng 0 ;
2

a 
 
 

 hµm sè cã mét ®iÓm cùc trÞ duy 

nhÊt lµ ®iÓm cùc ®¹i x = 
6

a
 nªn t¹i ®ã V(x) cã gi¸ trÞ lín nhÊt : 

3

0;
2

2
max ( ) .

27a

a
V x

 
 
 

  

3  

LËp b¶ng biÕn thiªn cña hµm sè  
2

1
( )

1
f x

x
 


. 

Tõ ®ã suy ra gi¸ trÞ nhá nhÊt cña f(x) trªn tËp x¸c ®Þnh. 

 

Bµi tËp 

1. TÝnh gi¸ trÞ lín nhÊt, gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè : 

a) y = x
3
  3x

2
  9x + 35 trªn c¸c ®o¹n [4 ; 4] vµ [0 ; 5] ; 
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b) y = x
4
  3x

2
 + 2 trªn c¸c ®o¹n [0 ; 3] vµ [2 ; 5] ; 

c) 
2

1

x
y

x





trªn c¸c ®o¹n [2 ; 4] vµ [3 ; 2] ; 

d) 5 4y x  trªn ®o¹n [1 ; 1]. 

2. Trong sè c¸c h×nh ch÷ nhËt cïng cã chu vi 16 cm, h·y t×m h×nh ch÷ nhËt cã 

diÖn tÝch lín nhÊt. 

3. Trong tÊt c¶ c¸c h×nh ch÷ nhËt cïng cã diÖn tÝch 48 m
2
, h·y x¸c ®Þnh h×nh 

ch÷ nhËt cã chu vi nhá nhÊt. 

4. TÝnh gi¸ trÞ lín nhÊt cña c¸c hµm sè sau : 

a) 
2

4

1
y

x



 ;          b) y = 4x

3
  3x

4
. 

5. TÝnh gi¸ trÞ nhá nhÊt cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = x ;            b) 
4

y x
x

   (x > 0). 

 

B μ i  ® ä c  t h ª m   

 C u n g  l å i ,  c u n g  l â m  v µ  ® i Ó m  u è n  

1. Kh¸i niÖm vÒ cung låi, cung lâm vμ ®iÓm uèn 

XÐt ®å thÞ ACB cña hµm sè ( )y f x  biÓu diÔn trªn H×nh 12. Gi¶ sö ®å thÞ cã tiÕp 

tuyÕn t¹i mäi ®iÓm. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 H×nh 12 
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T¹i mäi ®iÓm cña cungAC , tiÕp tuyÕn lu«n lu«n ë phÝa trªn cñaAC . Ta 

nãi AC  lµ mét cung låi. NÕu a lµ hoµnh ®é cña ®iÓm A, c lµ hoµnh ®é 

cña ®iÓm C, th× kho¶ng (a ; c) ®−îc gäi lµ mét kho¶ng låi cña ®å thÞ. 

T¹i mäi ®iÓm cña cung CB , tiÕp tuyÕn lu«n lu«n ë phÝa d−íi cña CB . 

Ta nãi CB  lµ mét cung lâm. KÝ hiÖu b lµ hoµnh ®é cña ®iÓm B th× 

kho¶ng (c ; b) ®−îc gäi lµ mét kho¶ng lâm cña ®å thÞ. 

§iÓm ph©n c¸ch gi÷a cung låi vµ cung lâm ®−îc gäi lµ ®iÓm uèn cña 

®å thÞ. Trªn H×nh 12, C lµ mét ®iÓm uèn. 

Chó ý  

1. T¹i ®iÓm uèn, tiÕp tuyÕn ®i xuyªn qua ®å thÞ (H.12). 

2. Trong mét sè gi¸o tr×nh, nhÊt lµ gi¸o tr×nh Gi¶i tÝch to¸n häc ë 

§¹i häc, ng−êi ta gäi AC  trªn H×nh 12 lµ cung lâm vµ CB  lµ cung låi. 

2. DÊu hiÖu låi, lâm vμ ®iÓm uèn 

Ta cã hai ®Þnh lÝ sau ®©y. 

§Þnh lÝ 1  

Cho hµm sè ( )y f x  cã ®¹o hµm cÊp hai trªn kho¶ng (a ; b). 

NÕu ''( ) 0f x   víi mäi ( ; )x a b  th× ®å thÞ cña hµm sè låi trªn 

kho¶ng ®ã. 

NÕu ''( ) 0f x   víi mäi ( ; )x a b  th× ®å thÞ cña hµm sè lâm trªn 

kho¶ng ®ã. 

§Þnh lÝ 2  

Cho hµm sè ( )y f x  cã ®¹o hµm cÊp hai trªn kho¶ng (a ; b) 

vµ
0

( ; )x a b . NÕu ''( )f x  ®æi dÊu khi x ®i qua 
0

x  th× ®iÓm 

0 0 0
( ; ( ))M x f x  lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ hµm sè ®· cho.  

3. ¸p dông 

VÝ dô 1. T×m c¸c kho¶ng låi, lâm vµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ c¸c hµm sè : 

a) 5y x  ;        b) siny x   trªn ®o¹n [0 ; 2]. 

Gi¶i  
a) TËp x¸c ®Þnh : .  

Ta cã 4' 5y x , 3'' 20y x . 

B¶ng xÐt dÊu ''y  
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x     0  +
''y    0 +  

§å thÞ cña 

hµm sè 
 Låi 

§iÓm uèn 

(0 ; 0)O  Lâm  

VËy ®å thÞ hµm sè låi trªn kho¶ng ( ; 0), lâm 

trªn kho¶ng (0 ; +). §iÓm O(0 ; 0) lµ ®iÓm uèn 

cña ®å thÞ hµm sè (H.13). 

b) Ta cã       

' cosy x  ,    '' siny x . 

B¶ng xÐt dÊu ''y   

x   0    2
''y   + 0   

§å thÞ cña 

hµm sè 
 Lâm 

§iÓm uèn 

( ; 0)A  Låi  

VËy trªn ®o¹n [0 ; 2), ®å thÞ hµm sè lâm trªn 

kho¶ng (0 ; ), låi trªn kho¶ng ( ; 2). §iÓm 

A( ; 0) lµ ®iÓm uèn cña ®å thÞ hµm sè (H.14). 

 

 

 

 

H×nh 14 

VÝ dô 2. T×m c¸c kho¶ng låi, lâm cña ®å thÞ hµm sè 

1

1





x

y
x

. 

Gi¶i. TËp x¸c ®Þnh : \{1} . 

2

2
'

( 1)
y

x
 


, x¸c ®Þnh víi mäi 1x   ; 

3

4
''

( 1)
y

x



, x¸c ®Þnh víi mäi 1x  . 

B¶ng xÐt dÊu ''y  

x    1  +

y''    +  

§å thÞ cña hµm sè  Låi  Lâm  

VËy ®å thÞ cña hµm sè låi trªn kho¶ng ( ; 1) vµ lâm trªn kho¶ng (1 ; +). 

H×nh 13 
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(§å thÞ kh«ng cã ®iÓm uèn v× hµm sè  

kh«ng x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm x = 1) (H.15). 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 15 

 

 
 

§−êng tiÖm cËn  

 

I   §−êng TiÖm cËn ngang 

1  

Cho hµm sè  

2

1

x
y

x





 (H.16). 

cã ®å thÞ (C). 

Nªu nhËn xÐt vÒ kho¶ng c¸ch tõ 

®iÓm M(x ; y)  (C) tíi ®−êng th¼ng 

y = 1 khi x   . 

 
 

 

H×nh 16 

 VÝ dô 1. Quan s¸t ®å thÞ (C) cña hµm sè 

f(x) = 
1

2
x
  (H.17). 
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Nªu nhËn xÐt vÒ kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M(x ; y)  (C) tíi ®−êng th¼ng y = 2 

khi x    vµ c¸c giíi h¹n 

lim [ ( ) 2],
x

f x


 lim [ ( ) 2]
x

f x


 . 

Gi¶i. KÝ hiÖu M, M' lÇn l−ît lµ c¸c ®iÓm thuéc (C) vµ ®−êng th¼ng y = 2 cã 

cïng hoµnh ®é x (H.17). Khi x cµng lín th× c¸c ®iÓm M, M' trªn c¸c ®å 

thÞ cµng gÇn nhau.  

Ta cã 

lim [ ( ) 2]
x

f x


   
1 1

lim 2 2 lim 0.
x xx x 

         
 

T−¬ng tù, lim [ ( ) 2] 0.
x

f x


    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 17 

Chó ý 

NÕu lim
x

f(x) = lim
x

f(x) = l, ta viÕt chung lµ lim ( ) .
x

f x l


  

§Þnh nghÜa  

Cho hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh trªn mét kho¶ng v« h¹n (lµ 
kho¶ng d¹ng (a ;  ), (   ; b) hoÆc (   ;  )). §−êng 

th¼ng y = y0 lµ ®−êng tiÖm cËn ngang (hay tiÖm cËn ngang) 

cña ®å thÞ hµm sè y = f(x) nÕu Ýt nhÊt mét trong c¸c ®iÒu kiÖn 
sau ®−îc tho¶ m·n 

lim
x

f(x) = y0 , lim
x

 f(x) = y0. 
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Trong VÝ dô 1, ®−êng th¼ng y = 2 lµ tiÖm cËn ngang cña ®−êng hypebol 

1
2.y

x
   

VÝ dô 2. Cho hµm sè 

f(x) = 
1

1
x
  

x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (0 ; +). 

§å thÞ hµm sè cã tiÖm cËn ngang y = 1 v×  

1
lim ( ) lim 1 1

x x
f x

x 

    
 

. 

II   §−êng TiÖm cËn ®øng 

2  

TÝnh 
0

1
lim 2
x x

  
 

 vµ nªu nhËn xÐt vÒ kho¶ng c¸ch MH khi x  0 (H.17). 

§Þnh nghÜa  

§−êng th¼ng x = x0 ®−îc gäi lµ ®−êng tiÖm cËn ®øng (hay tiÖm 

cËn ®øng) cña ®å thÞ hµm sè y = f(x) nÕu Ýt nhÊt mét trong c¸c 

®iÒu kiÖn sau ®−îc tho¶ m·n 

0

lim ( )
x x

f x


  , 

0

lim ( )
x x

f x


  , 

0

lim ( )
x x

f x


  ,

0

lim ( )
x x

f x


  . 

VÝ dô 3. T×m c¸c tiÖm cËn ®øng vµ ngang cña ®å thÞ (C) cña hµm sè 

1

2

x
y

x





.           

Gi¶i. V× 
2

1
lim

2x

x

x


 


 (hoÆc

2

1
lim

2x

x

x


 


) nªn ®−êng th¼ng 

x = 2 lµ tiÖm cËn ®øng cña (C). 



 30 

V× 
1

lim 1
2x

x

x





 nªn ®−êng th¼ng 

y = 1 lµ tiÖm cËn ngang cña (C).  

§å thÞ cña hµm sè ®−îc cho trªn 

H×nh 18. 

 

 

 

 

 

 

H×nh 18 

VÝ dô 4. T×m tiÖm cËn ®øng cña ®å thÞ hµm sè 
22 1

2 3

x x
y

x

 



. 

Gi¶i. V× 
2

3

2

2 1
lim

2 3
x

x x

x
  
 

 
 


 (hoÆc

2

3

2

2 1
lim

2 3
x

x x

x
  
 

 
 


) nªn 

®−êng th¼ng 
3

2
x   lµ tiÖm cËn ®øng cña ®å thÞ hµm sè ®· cho. 

Bµi tËp 

1. T×m c¸c tiÖm cËn cña ®å thÞ hµm sè : 

a)
2

x
y

x



 ;          b)

7

1

x
y

x

 



 ; 

c)
2 5

5 2

x
y

x





 ;          d)

7
1y

x
  . 

2. T×m c¸c tiÖm cËn ®øng vµ ngang cña ®å thÞ hµm sè : 

a)
2

2

9

x
y

x





 ;         b)

2

2

1

3 2 5

x x
y

x x

 


 
 ; 

c)
2 3 2

1

x x
y

x

 



 ;        d)

1

1

x
y

x





.  
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kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vμ  
vÏ  ®å thÞ  cña hμm  s è  

 

i    s¬ ®å kh¶o s¸t hµm sè 

1.  TËp x¸c ®Þnh 

T×m tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè. 

2.  Sù biÕn thiªn 

 XÐt chiÒu biÕn thiªn cña hµm sè : 

+ TÝnh ®¹o hµm y' ; 

+ T×m c¸c ®iÓm t¹i ®ã ®¹o hµm y' b»ng 0 hoÆc kh«ng x¸c ®Þnh ; 

+ XÐt dÊu ®¹o hµm y' vµ suy ra chiÒu biÕn thiªn cña hµm sè. 

 T×m cùc trÞ. 

 T×m c¸c giíi h¹n t¹i v« cùc, c¸c giíi h¹n v« cùc vµ t×m tiÖm cËn (nÕu cã). 

 LËp b¶ng biÕn thiªn. (Ghi c¸c kÕt qu¶ t×m ®−îc vµo b¶ng biÕn thiªn). 

3.  §å thÞ 

Dùa vµo b¶ng biÕn thiªn vµ c¸c yÕu tè x¸c ®Þnh ë trªn ®Ó vÏ ®å thÞ. 

Chó ý 

1. NÕu hµm sè tuÇn hoµn víi chu k× T th× chØ cÇn kh¶o s¸t sù 

biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ trªn mét chu k×, sau ®ã tÞnh tiÕn ®å thÞ 

song song víi trôc Ox. 

2. Nªn tÝnh thªm to¹ ®é mét sè ®iÓm, ®Æc biÖt lµ to¹ ®é c¸c 

giao ®iÓm cña ®å thÞ víi c¸c trôc to¹ ®é. 

3. Nªn l−u ý ®Õn tÝnh ch½n, lÎ cña hµm sè vµ tÝnh ®èi xøng cña 

®å thÞ ®Ó vÏ cho chÝnh x¸c.  
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II   kh¶o s¸t mét sè hµm ®a thøc vµ hµm ph©n thøc 

1  

Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè ®· häc 

y = ax + b,   y = ax
2
 + bx + c 

theo s¬ ®å trªn. 

1.  Hμm sè y = ax
3
 + bx

2
 + cx + d (a  0) 

VÝ dô 1. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè y = 3 23 4.x x   

Gi¶i 

1) TËp x¸c ®Þnh : .  

2) Sù biÕn thiªn 

 ChiÒu biÕn thiªn 

y' = 3x
2
 + 6x = 3x(x + 2) ; 

y' = 0 
2

0.

x

x

 
 

 

Trªn c¸c kho¶ng ( ; 2) vµ (0 ; +), y' d−¬ng nªn hµm sè ®ång biÕn. 

Trªn kho¶ng (2 ; 0), y' ©m nªn hµm sè nghÞch biÕn. 

 Cùc trÞ 

Hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i x = 2 ; yC§ = y(2) = 0. 

Hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i x = 0 ; yCT = y(0) = 4. 

 C¸c giíi h¹n t¹i v« cùc 

      3

3

3 4
lim lim 1 ,

x x
y x

x x 

 
     

 
 

      3

3

3 4
lim lim 1 .

x x
y x

x x 
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 B¶ng biÕn thiªn 

x   2  0  + 

y'  + 0  0 +  

y 

 

 

 

 

0 

 

 

 

4 

 

+ 

 

 

3) §å thÞ 

Ta cã x
3
 + 3x

2
  4 = (x  1)(x + 2)

2
 = 0 

 
2

1.

x

x

 
 

 

VËy (2 ; 0) vµ (1 ; 0) lµ c¸c giao ®iÓm cña ®å thÞ víi trôc Ox. 

V× y(0) = 4 nªn (0 ; 4) lµ giao ®iÓm cña ®å thÞ víi trôc Oy. §iÓm ®ã 

còng lµ ®iÓm cùc tiÓu cña ®å thÞ. 

§å thÞ cña hµm sè ®−îc cho trªn H×nh 19. 

L−u ý. §å thÞ cña hµm sè bËc ba ®· cho cã 

t©m ®èi xøng lµ ®iÓm I (1 ; 2) (H.19). 

Hoµnh ®é cña ®iÓm I lµ nghiÖm cña 

ph−¬ng tr×nh y'' = 0. 

 

 

 

H×nh 19 

2  

Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè y = x
3
 + 3x

2
  4. Nªu nhËn xÐt vÒ 

®å thÞ cña hµm sè nµy víi ®å thÞ cña hµm sè kh¶o s¸t trong VÝ dô 1. 

VÝ dô 2. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè  

3 23 4 2.y x x x      

Gi¶i 

1) TËp x¸c ®Þnh : .  
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2) Sù biÕn thiªn 

 ChiÒu biÕn thiªn 

V× y' = 3x
2
 + 6x – 4 = 3(x  1)

2
  1 < 0 víi mäi x  , 

nªn hµm sè nghÞch biÕn trªn kho¶ng ( ; +). Hµm sè kh«ng cã cùc trÞ. 

 Giíi h¹n t¹i v« cùc 

    3

2 3

3 4 2
lim lim 1

x x
y x

x x x 

  
        

  
, 

    3

2 3

3 4 2
lim lim 1

x x
y x

x x x 

  
        

  
. 

 B¶ng biÕn thiªn 

x      + 

y'       

y 

+ 

    
 

 

 

 

 

3) §å thÞ 

§å thÞ cña hµm sè c¾t trôc Ox t¹i ®iÓm (1 ; 0), 

c¾t trôc Oy t¹i ®iÓm (0 ; 2). 

§å thÞ cña hµm sè ®−îc cho trªn H×nh 20. 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 20 
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D¹ng cña ®å thÞ hµm sè bËc ba y = ax3 + bx2 + cx + d (a  0) 

 a > 0 a < 0 

Ph−¬ng tr×nh 

y' = 0 

cã hai nghiÖm 

ph©n biÖt 

 

 

 

 

 

 

 

Ph−¬ng tr×nh 

y' = 0 

cã nghiÖm kÐp 

 

 

 

 

 

 

Ph−¬ng tr×nh 

y' = 0 

v« nghiÖm 

 

 

 

 

 

 

3  

Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 
3

2 1
3

x
y x x    . 

2.  Hμm sè y = ax4 + bx2 + c (a  0)  

VÝ dô 3. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè y = x
4
  2x

2
  3. 

Gi¶i 

1. TËp x¸c ®Þnh : .   

2. Sù biÕn thiªn 

 ChiÒu biÕn thiªn 

3 2' 4 4 4 ( 1) ; ' 0y x x x x y       

1

1

0.

x

x

x
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Trªn c¸c kho¶ng (1 ; 0) vµ (1 ; +), y' > 0 nªn hµm sè ®ång biÕn. 

Trªn c¸c kho¶ng ( ; 1) vµ (0 ; 1), y' < 0 nªn hµm sè nghÞch biÕn. 

 Cùc trÞ 

Hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i hai ®iÓm x = 1 vµ x = 1 ; yCT = y(1) = 4. 

Hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm x = 0 ; yC§ = y(0) = 3. 

 Giíi h¹n t¹i v« cùc 

     4

2 4

2 3
lim lim 1

x x
y x

x x 

 
     

 
, 

     4

2 4

2 3
lim lim 1

x x
y x

x x 

 
     

 
. 

 B¶ng biÕn thiªn 

x   1  0  1  + 

y'   0 + 0  0 +  

y 
+ 

  
 

4 
 

3 

  
 

4 
 

+ 

 

3. §å thÞ 

Hµm sè ®· cho lµ hµm sè ch½n, v×  

y(x) = (x)
4
  2(x)

2
  3  

  = x
4
  2x

2
  3 = y(x). 

Do ®ã, ®å thÞ nhËn trôc Oy lµm trôc ®èi xøng. 

§å thÞ c¾t trôc hoµnh t¹i c¸c ®iÓm ( 3 ; 0)  vµ 

( 3 ; 0) , c¾t trôc tung t¹i ®iÓm (0 ; 3) (H. 21).  

4  

Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 4 22 3.y x x     

B»ng ®å thÞ, biÖn luËn theo m sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 4 22 3 .x x m     

VÝ dô 4. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

y =
4

2 3
.

2 2

x
x    

H×nh 21 
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Gi¶i 

1. TËp x¸c ®Þnh : .   

2. Sù biÕn thiªn 

 ChiÒu biÕn thiªn 

y' = 2x
3
 – 2x = 2x(x

2
 + 1) ; y' = 0  x = 0. 

Trªn kho¶ng ( ; 0), y' > 0 nªn hµm sè ®ång biÕn. 

Trªn kho¶ng (0 ; +), y' < 0 nªn hµm sè nghÞch biÕn. 

 Cùc trÞ 

Hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i x = 0, yC§ = y(0) =
3

.
2

 

Hµm sè kh«ng cã ®iÓm cùc tiÓu. 

 Giíi h¹n t¹i v« cùc 

    4

2 4

1 1 3
lim lim

2 2x x
y x

x x 

  
       

  
. 

 B¶ng biÕn thiªn 

x   0  + 

y'  + 0   

y 

 
 

 
 

3

2
 

 

 

 
 

 

3. §å thÞ 

Hµm sè ®· cho lµ hµm sè ch½n v×  

4 4
2 2( ) 3 3

( ) ( ) ( ).
2 2 2 2

x x
y x x x y x


            

Do ®ã, ®å thÞ nhËn trôc Oy lµm trôc ®èi xøng. 

MÆt kh¸c, y = 0   x
4
  2x

2
 + 3 = 0 

        (x
2
  1)(x

2
 + 3) = 0  x = 1. 

§å thÞ c¾t trôc hoµnh t¹i c¸c ®iÓm (1 ; 0) vµ (1 ; 0), 

c¾t trôc tung t¹i ®iÓm 
3

0 ;
2

 
 
 

 (H. 22).      
H×nh 22 
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D¹ng cña ®å thÞ hµm sè 4 2  y ax bx c  (a  0) 

 a > 0 a < 0 

Ph−¬ng tr×nh 

y' = 0 

cã ba nghiÖm 

ph©n biÖt 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ph−¬ng tr×nh 

y' = 0 

cã mét 

nghiÖm 

 

 

 

 

 

 

 

 

5  

LÊy mét vÝ dô vÒ hµm sè d¹ng 4 2  y ax bx c  sao cho ph−¬ng tr×nh y' = 0 chØ cã 

mét nghiÖm. 

3.  Hμm sè 





ax b
y

cx d
 (c  0, ad  bc  0) 

VÝ dô 5. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 
2

.
1

x
y

x

 



 

Gi¶i 

1. TËp x¸c ®Þnh : \ { 1}.  

2. Sù biÕn thiªn  

 ChiÒu biÕn thiªn 
2 2

( 1) ( 2) 3
'

( 1) ( 1)

x x
y

x x

     
 

 
 ; 

y' kh«ng x¸c ®Þnh khi x = 1 ; y' lu«n lu«n ©m víi mäi x  1. 
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VËy hµm sè nghÞch biÕn trªn c¸c kho¶ng ( ; 1) vµ (1 ; +). 

 Cùc trÞ 

Hµm sè ®· cho kh«ng cã cùc trÞ. 

 TiÖm cËn 
1 1

2
lim lim

1x x

x
y

x  

 
  


 ; 

1 1

2
lim lim

1x x

x
y

x  

 
  


. 

Do ®ã, ®−êng th¼ng 1x    lµ tiÖm cËn ®øng. 

2
lim lim 1.

1x x

x
y

x 

 
  


 

VËy ®−êng th¼ng 1y    lµ tiÖm cËn ngang. 

 B¶ng biÕn thiªn 

x   1  + 

y'       

y 1   

 

+ 

 

  

1 

3. §å thÞ  

§å thÞ c¾t trôc tung t¹i ®iÓm (0 ; 2) vµ 

c¾t trôc hoµnh t¹i ®iÓm (2 ; 0) (H. 23). 

L−u ý. Giao ®iÓm cña hai tiÖm cËn lµ 

t©m ®èi xøng cña ®å thÞ.  

 

 

 

 

 
 

 

              H×nh 23 
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VÝ dô 6. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè   

2
.

2 1

x
y

x





 

Gi¶i 

1. TËp x¸c ®Þnh :  1 .\
2

              

2. Sù biÕn thiªn   

 ChiÒu biÕn thiªn 

2 2

2 1 2( 2) 5
'

(2 1) (2 1)

x x
y

x x

  
 

 
 ; 

y' kh«ng x¸c ®Þnh khi 
1

2
x    ; 

y' lu«n lu«n d−¬ng víi mäi 
1 .
2

x    

VËy hµm sè ®ång biÕn trªn c¸c kho¶ng 
1

;
2

   
 

 vµ 
1

; + .
2

   
 

 

 Cùc trÞ 

Hµm sè ®· cho kh«ng cã cùc trÞ. 

 TiÖm cËn     

1 1

2 2

2
lim lim

2 1
x x

x
y

x 
         
   


  


 ; 

1 1

2 2

2
lim lim .

2 1
x x

x
y

x 
         
   


  


 

Do ®ã, ®−êng th¼ng 
1

2
x    lµ tiÖm cËn ®øng. 

        
2 1 .lim lim

2 1 2x x

x
y

x 


 


 

VËy ®−êng th¼ng 
1

2
y   lµ tiÖm cËn ngang. 
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 B¶ng biÕn thiªn 

x   
1

2
   + 

y'  +   +  

y 

 

1

2
 

 
+ 

 

 

 

 

 

 

1

2
 

 

3. §å thÞ 

§å thÞ c¾t trôc tung t¹i ®iÓm (0 ; 2) vµ 

c¾t trôc hoµnh t¹i ®iÓm (2 ; 0) (H. 24). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 24 

D¹ng cña ®å thÞ hµm sè 
ax b

y
cx d





 (c  0, ad  bc  0)  

D = ad  bc > 0 D = ad  bc < 0 
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III   Sù t−¬ng giao cña c¸c ®å thÞ 

6  

T×m to¹ ®é giao ®iÓm cña ®å thÞ hai hµm sè  

y = x
2
 + 2x  3, 

y = x
2
  x + 2. 

Gi¶ sö hµm sè y = f(x) cã ®å thÞ lµ (C1) vµ hµm sè y = g(x) cã ®å thÞ lµ (C2). 

§Ó t×m hoµnh ®é giao ®iÓm cña (C1) vµ (C2), ta ph¶i gi¶i ph−¬ng tr×nh f(x) = g(x). 

Gi¶ sö ph−¬ng tr×nh trªn cã c¸c nghiÖm lµ x0, x1, ... Khi ®ã, c¸c giao ®iÓm 

cña (C1) vµ (C2) lµ M0(x0 ; f(x0)), M1(x1 ; f(x1)), ... . 

VÝ dô 7. Chøng minh r»ng ®å thÞ (C) cña hµm sè 

1

1

x
y

x





 

lu«n lu«n c¾t ®−êng th¼ng (d) : y m x  víi mäi gi¸ trÞ cña m. 

Gi¶i. (C) lu«n c¾t (d) nÕu ph−¬ng tr×nh 

1

1

x
m x

x


 


            (1) 

cã nghiÖm víi mäi m. 

Ta cã        

1

1

x
m x

x


 


1 ( 1)( )

1

x x m x

x

   
   

 

 
2 (2 ) 1 0

1.

x m x m

x

      
 

       
(2)

 

XÐt ph−¬ng tr×nh (2), ta cã  = 2 8m   > 0 víi mäi gi¸ trÞ cña m vµ x = 1 

kh«ng tho¶ m·n (2) nªn ph−¬ng tr×nh lu«n cã hai nghiÖm kh¸c 1. VËy (C) 
vµ (d) lu«n c¾t nhau t¹i hai ®iÓm. 

VÝ dô 8 

a) VÏ ®å thÞ cña hµm sè 

y = x
3
 + 3x

2
  2. 

b) Sö dông ®å thÞ, biÖn luËn theo tham sè m sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

x
3
 + 3x

2
  2 = m.         (3) 
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Gi¶i 

a) y' = 3x
2
 + 6x ; 

   y' = 0  x = 0, x = 2. 

§å thÞ cã ®iÓm cùc ®¹i lµ (2 ; 2) vµ ®iÓm 

cùc tiÓu lµ (0 ; 2). 

§å thÞ cña hµm sè y = x
3
 + 3x

2
  2 ®−îc 

biÓu diÔn trªn H×nh 25. 

b) Sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (3) b»ng sè 

giao ®iÓm cña ®å thÞ hµm sè y = x
3
 + 3x

2
  2 

vµ ®−êng th¼ng y = m. 

Dùa vµo ®å thÞ, ta suy ra kÕt qu¶ biÖn luËn vÒ sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (3). 

m > 2 : Ph−¬ng tr×nh (3) cã mét nghiÖm. 

m = 2 : Ph−¬ng tr×nh (3) cã hai nghiÖm. 

2 < m < 2 : Ph−¬ng tr×nh (3) cã ba nghiÖm. 

m = 2 : Ph−¬ng tr×nh (3) cã hai nghiÖm. 

m < 2 : Ph−¬ng tr×nh (3) cã mét nghiÖm. 

Bµi tËp 

1. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè bËc ba sau : 

a) 32 3y x x    ;         b) 3 24 4y x x x    ;    

c) 3 2 9y x x x    ;       d) 32 5.y x    

2. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè bËc bèn sau : 

a) 4 28 1y x x     ;       b) 4 22 2y x x    ; 

c) 4 21 3

2 2
y x x    ;       d) 2 42 3.y x x     

3.  Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè ph©n thøc : 

a) 
3

1

x
y

x





 ;    b) 

1 2

2 4

x
y

x





 ;    c) 

2
.

2 1

x
y

x

 



 

H×nh 25 
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4. B»ng c¸ch kh¶o s¸t hµm sè, h·y t×m sè nghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 3 23 5 0x x    ; b) 3 22 3 2 0x x     ;  c) 2 42 1.x x    

5. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè     

y = x
3
 + 3x + 1. 

b) Dùa vµo ®å thÞ (C), biÖn luËn vÒ sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh sau theo 
tham sè m 

x
3
  3x + m = 0. 

6. Cho hµm sè 
1

.
2

mx
y

x m





 

a) Chøng minh r»ng víi mäi gi¸ trÞ cña tham sè m, hµm sè lu«n ®ång biÕn 
trªn mçi kho¶ng x¸c ®Þnh cña nã. 

b) X¸c ®Þnh m ®Ó tiÖm cËn ®øng cña ®å thÞ ®i qua ( 1 ; 2).A   

c) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè khi m = 2. 

7.  Cho hµm sè 4 21 1
.

4 2
y x x m    

a) Víi gi¸ trÞ nµo cña tham sè m, ®å thÞ cña hµm sè ®i qua ®iÓm (1 ; 1) ? 

b) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè khi m = 1. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña (C) t¹i ®iÓm cã tung ®é b»ng 
7 .
4

 

8. Cho hµm sè   

y = x
3
 + (m + 3)x

2
 + 1  m  (m lµ tham sè) 

cã ®å thÞ lµ (Cm). 

a) X¸c ®Þnh m ®Ó hµm sè cã ®iÓm cùc ®¹i lµ x = 1. 

b) X¸c ®Þnh m ®Ó ®å thÞ (Cm) c¾t trôc hoµnh t¹i x = 2. 

9. Cho hµm sè   

( 1) 2 1

1

m x m
y

x

  



 (m lµ tham sè) 

cã ®å thÞ lµ (G). 

a) X¸c ®Þnh m ®Ó ®å thÞ (G) ®i qua ®iÓm (0 ; 1). 

b) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè víi m t×m ®−îc. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ trªn t¹i giao ®iÓm cña nã víi  

trôc tung. 
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¤n tËp ch−¬ng I 

1. Ph¸t biÓu c¸c ®iÒu kiÖn ®Ó hµm sè ®ång biÕn, nghÞch biÕn. T×m c¸c kho¶ng 

®¬n ®iÖu cña c¸c hµm sè 

3 22 7,y x x x      

5
.

1

x
y

x





 

2. Nªu c¸ch t×m cùc ®¹i, cùc tiÓu cña hµm sè nhê ®¹o hµm. T×m c¸c cùc trÞ 

cña hµm sè  

4 22 2.y x x    

3. Nªu c¸ch t×m tiÖm cËn ngang vµ tiÖm cËn ®øng cña ®å thÞ hµm sè. ¸p dông 

®Ó t×m c¸c tiÖm cËn cña ®å thÞ hµm sè 

2 3
.

2

x
y

x





 

4. Nh¾c l¹i s¬ ®å kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè. 

5. Cho hµm sè y = 2x2 + 2mx + m  1 cã ®å thÞ lµ (Cm), m lµ tham sè.  

a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè khi m = 1. 

b) X¸c ®Þnh m ®Ó hµm sè : 

i) §ång biÕn trªn kho¶ng (1 ; +) ; 

ii) Cã cùc trÞ trªn kho¶ng (1 ; +). 

c) Chøng minh r»ng (Cm) lu«n c¾t trôc hoµnh t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt víi 

mäi m. 

6.  a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè 

f(x) = x
3
 + 3x

2
 + 9x + 2.      

b) Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh '( 1) 0.f x    

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ (C) t¹i ®iÓm cã hoµnh ®é 0,x  biÕt 

r»ng 0''( ) 6.f x    

7. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè 

y = x
3
 + 3x

2
 + 1.      
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b) Dùa vµo ®å thÞ (C), biÖn luËn sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh sau theo m 

3 2 .3 1
2

m
x x    

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm cùc ®¹i vµ ®iÓm cùc tiÓu cña 
®å thÞ (C). 

8. Cho hµm sè     

 f(x) = x
3
  3mx

2
 + 3(2m  1)x + 1  (m lµ tham sè). 

a) X¸c ®Þnh m ®Ó hµm sè ®ång biÕn trªn tËp x¸c ®Þnh. 

b) Víi gi¸ trÞ nµo cña tham sè m, hµm sè cã mét cùc ®¹i vµ mét cùc tiÓu ? 

c) X¸c ®Þnh m ®Ó ''( ) 6 .f x x  

9. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè 

4 21 3
.( ) 3

2 2
f x x x    

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ (C) t¹i ®iÓm cã hoµnh ®é lµ 

nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ''( ) 0.f x   

c) BiÖn luËn theo tham sè m sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 4 26 3 .x x m    

10. Cho hµm sè      

y = x
4
 + 2mx

2
  2m + 1 (m lµ tham sè) 

cã ®å thÞ lµ (Cm).     

a) BiÖn luËn theo m sè cùc trÞ cña hµm sè. 

b) Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× (Cm) c¾t trôc hoµnh ? 

c) X¸c ®Þnh m ®Ó (Cm) cã cùc ®¹i, cùc tiÓu. 

11. a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè     

3
.

1

x
y

x





   

b) Chøng minh r»ng víi mäi gi¸ trÞ cña m, ®−êng th¼ng y = 2x + m lu«n 

c¾t (C) t¹i hai ®iÓm ph©n biÖt M vµ N. 

c) X¸c ®Þnh m sao cho ®é dµi MN lµ nhá nhÊt. 

d) TiÕp tuyÕn t¹i mét ®iÓm S bÊt k× cña (C) c¾t hai tiÖm cËn cña (C) t¹i P 

vµ Q. Chøng minh r»ng S lµ trung ®iÓm cña PQ. 
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12. Cho hµm sè 3 21 1
( ) 4 6.

3 2
f x x x x     

a) Gi¶i ph−¬ng tr×nh '(sin ) 0.f x   

b) Gi¶i ph−¬ng tr×nh ''(cos ) 0.f x   

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè ®· cho t¹i ®iÓm cã hoµnh 

®é lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ''( ) 0.f x   

 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

Chän kh¼ng ®Þnh ®óng trong c¸c bµi sau ®©y. 

1. Sè ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè 31
7

3
y x x     lµ : 

(A) 1 ;     (B) 0 ;      (C) 3 ;       (D) 2. 

2. Sè ®iÓm cùc ®¹i cña hµm sè 4 100y x   lµ : 

(A) 0 ;     (B) 1 ;      (C) 2 ;       (D) 3. 

3. Sè ®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ hµm sè 
1

1

x
y

x





 lµ : 

(A) 1 ;      (B) 2 ;      (C) 3 ;       (D) 0. 

4. Hµm sè 
2 5

3

x
y

x





 ®ång biÕn trªn : 

(A)   ;    (B) ( ; 3) ;    (C) (3 ; +) ;   (D)   \ {3}. 

5. TiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm cùc tiÓu cña ®å thÞ hµm sè 

3 21
2 3 5

3
y x x x     

(A) Song song víi ®−êng th¼ng x = 1 ; 

(B) Song song víi trôc hoµnh ; 

(C) Cã hÖ sè gãc d−¬ng ; 

(D) Cã hÖ sè gãc b»ng 1. 
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Luü thõa  

 

I    kh¸i niÖm Luü thõa 

1.  Luü thõa víi sè mò nguyªn 

1  

TÝnh 

3
4 52

(1,5) ; ; ( 3) .
3

  
 

 

Cho n lµ mét sè nguyªn d−¬ng.  

Víi a lµ sè thùc tuú ý, luü thõa bËc n cña a lµ tÝch cña n thõa sè a 

thõa sè

. . ... .n

n

a a a a   

Víi 0a   

0 1,

1
.n

n

a

a
a






 

Trong biÓu thøc ma , ta gäi a lµ c¬ sè, sè nguyªn m lµ sè mò. 

Chó ý.  
00 vµ 0 n  kh«ng cã nghÜa. 

Luü thõa víi sè mò nguyªn cã c¸c tÝnh chÊt t−¬ng tù cña luü 
thõa víi sè mò nguyªn d−¬ng. 

VÝ dô 1. TÝnh gi¸ trị cña biÓu thøc 
10 9

3 4 2 11 1
.27 (0,2) .25 128 . .

3 2
A

 
           

  
 

Gi¶i. 10 9

3 4 2

1 1 1 1
3 . . . 2

12827 0,2 25
A     3 + 1 + 4 = 8. 

VÝ dô 2. Rót gän biÓu thøc 
3

2 1 1 2

2 2 2
.

(1 ) 1

a a
B

a a a



  

 
  

   
   (a  0, a  1). 



 50 

Gi¶i. Víi a  0, a  1, ta cã   

2

3 2

1.2(1 ) 2 2
(1 )

B a a a
a a

    


 

 3

3

1.2 2 2 2a a a
a a

  


 

2

2

1
.2( 1) 2.

( 1)
a a

a a
  


 

2.  Ph−¬ng tr×nh nx = b  

2  

Dùa vµo ®å thÞ cña c¸c hµm sè 3y x  vµ 4y x (H.26, H.27), h·y biÖn luËn theo b 

sè nghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh 3x b  vµ 4x b . 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 26            H×nh 27 

§å thÞ cña hµm sè 2 1ky x   cã d¹ng t−¬ng tù ®å thÞ hµm sè 3y x  vµ ®å thÞ 

hµm sè 2ky x  cã d¹ng t−¬ng tù ®å thÞ hµm sè 4y x . Tõ ®ã ta cã kÕt 

qu¶ biÖn luËn sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh nx b  nh− sau : 

a) Tr−êng hîp n lÎ :  

Víi mäi sè thùc b, ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt. 

b) Tr−êng hîp n ch½n :  

Víi b < 0, ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm ;  

Víi b = 0, ph−¬ng tr×nh cã mét nghiÖm x = 0 ; 

Víi b > 0, ph−¬ng tr×nh cã hai nghiÖm ®èi nhau.  
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3.  C¨n bËc n 

Cho sè nguyªn d−¬ng n, ph−¬ng tr×nh 

na b  

®−a ®Õn hai bµi to¸n ng−îc nhau : 

 BiÕt a, tÝnh b. 

 BiÕt b, tÝnh a. 

Bµi to¸n thø nhÊt lµ tÝnh luü thõa cña mét sè. Bµi to¸n thø hai dÉn ®Õn 

kh¸i niÖm lÊy c¨n cña mét sè. 

a) Kh¸i niÖm  

Cho sè thùc b vµ sè nguyªn d−¬ng n (n  2). Sè a ®−îc gäi lµ 

c¨n bËc n cña sè b nÕu .na b  

Ch¼ng h¹n, 2 vµ 2 lµ c¸c c¨n bËc 4 cña 16 ; 
1

3
 lµ c¨n bËc 5 cña 

1
.

243
  

Tõ ®Þnh nghÜa vµ kÕt qu¶ biÖn luËn vÒ sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh nx b , 

ta cã :  

Víi n lÎ vµ b    : Cã duy nhÊt mét c¨n bËc n cña b, kÝ hiÖu lµ .n b  

     b < 0 : Kh«ng tån t¹i c¨n bËc n cña b ; 

Víi n ch½n vµ   b = 0 : Cã mét c¨n bËc n cña b lµ sè 0 ; 

b > 0 : Cã hai c¨n tr¸i dÊu, kÝ hiÖu gi¸ trÞ d−¬ng lµ n b , 

cßn gi¸ trÞ ©m lµ n b . 

b) TÝnh chÊt cña c¨n bËc n 

Tõ ®Þnh nghÜa ta cã c¸c tÝnh chÊt sau : 

.n n na b ab  ;   

n
n

n

a a

bb
  ;              

 m n mn a a  ;            
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, khi lÎ

, khi ch½n ;

n n a n
a

a n


 


          

.
n k nka a               

3  

Chøng minh tÝnh chÊt . .n n na b ab   

VÝ dô 3. Rót gän c¸c biÓu thøc : 

a) 5 54 . 8 ;            b) 3 3 3 . 

Gi¶i 

a) 555 5 54 . 8 32 ( 2) 2.        

b)  333 3 3 3 3  . 

4.  Luü thõa víi sè mò h÷u tØ  

Cho sè thùc a d−¬ng vµ sè h÷u tØ ,
m

r
n

  trong ®ã ,m    

,n    n  2. Luü thõa cña a víi sè mò r lµ sè ra  x¸c ®Þnh bëi  

.

m
nr mna a a   

VÝ dô 4.  

1

3 3
1 1 1

8 8 2

    
 

 ;  

3

32

3

1 1
4 4

84

     ; 

       

1

nna a    (a > 0, n  2). 

VÝ dô 5. Rót gän biÓu thøc  

5 5

4 4

4 4

x y xy
D

x y





 ( , 0)x y  . 
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Gi¶i. Víi x vµ y lµ nh÷ng sè d−¬ng, theo ®Þnh nghÜa, ta cã 
1 1

4 4

1 1

4 4

( )
.

xy x y
D xy

x y


 



 

5.  Luü thõa víi sè mò v« tØ 

ë líp d−íi, ta ®· biÕt sè 2  lµ mét sè v« tØ ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng 

sè thËp ph©n v« h¹n kh«ng tuÇn hoµn : 

2 1,414 213 562...  

Gäi nr  lµ sè h÷u tØ thµnh lËp tõ n ch÷ sè ®Çu tiªn dïng ®Ó viÕt 2  ë d¹ng 

thËp ph©n, n = 1, 2, ..., 10. 

Sö dông m¸y tÝnh, ta tÝnh ®−îc 3 nr  t−¬ng øng. Ta cã b¶ng ghi c¸c d·y sè 

( )nr  vµ (3 )nr  víi n = 1, 2, ..., 10 nh− sau : 

n nr  3 nr  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 

1,4 

1,41 

1,414 

1,4142 

1,414 21 

1,414 213 

1,414 213 5 

1,414 213 56 

1,414 213 562 

3 

4,655 536 722 

4,706 965 002 

4,727 695 035 

4,728 733 93 

4,728 785 881 

4,728 801 466 

4,728 804 064 

4,728 804 376 

4,728 804 386 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng khi n    th× d·y sè (3 )nr  dÇn ®Õn mét 

giíi h¹n mµ ta gäi lµ 23 .  

Sö dông m¸y tÝnh bá tói (cã m−êi ch÷ sè thËp ph©n), ta cã  

23 4,728 804 388 . 
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Cho a lµ mét sè d−¬ng,  lµ mét sè v« tØ. Ta thõa nhËn r»ng lu«n cã mét 

d·y sè h÷u tØ ( )nr  cã giíi h¹n lµ  vµ d·y sè t−¬ng øng ( )nra  cã giíi h¹n 

kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän d·y sè ( )nr . 

Ta gäi giíi h¹n cña d·y sè ( )nra  lµ luü thõa cña a víi sè mò , 

kÝ hiÖu lµ a . 

lim nr

n

a a


  víi lim n

n

r


 . 

 Chó ý. Tõ ®Þnh nghÜa, ta cã 1 1   (  ). 

II   TÝnh chÊt cña luü thõa víi sè mò thùc 

4  

H·y nh¾c l¹i c¸c tÝnh chÊt cña luü thõa víi sè mò nguyªn d−¬ng. 

Luü thõa víi sè mò thùc cã c¸c tÝnh chÊt t−¬ng tù luü thõa víi sè mò 
nguyªn d−¬ng. 

Cho a, b lµ nh÷ng sè thùc d−¬ng ; ,  lµ nh÷ng sè thùc tuú ý. Khi ®ã, ta cã : 

.a a a     ;            

a
a

a


 


  ;   

( )a a    ;           

( )ab a b   ;   

a a

b b

 


   
 

;                 

NÕu a > 1 th× a a  khi vµ chØ khi  >  .     

NÕu a < 1 th× a a   khi vµ chØ khi  <  .      

VÝ dô 6. Rót gän biÓu thøc  

 

7 1 2 7

2 2
2 2

.a a
E

a

 




     (a > 0). 
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Gi¶i. Víi a > 0, ta cã  

7 1 2 7 3
5

2( 2 2)( 2 2)
.

a a
E a

aa

  

 
    

5  

Rót gän biÓu thøc 
  3 1

3 1

5 3 4 5.

a

a a




 
 (a > 0). 

VÝ dô 7. Kh«ng sö dông m¸y tÝnh, h·y so s¸nh c¸c sè 2 35  vµ 3 25 .  

Gi¶i. Ta cã 2 3 12,  3 2 18.  

Do 12 < 18 nªn 2 3 3 2.  

V× c¬ sè 5 lín h¬n 1 nªn 2 3 3 25 5 .  

6  

So s¸nh c¸c sè 

8
3

4

 
 
 

 vµ 

3
3

4

 
 
 

. 

 

Bµi tËp 

1. TÝnh : 

a) 

2 2

5 59 .27 ;          b) 

3 3

4 4144 : 9 ; 

c) 

50,75
2

1
0,25

16

    
 

;      d) 

2

1,5 3(0,04) (0,125) .
   

2. Cho a, b lµ nh÷ng sè thùc d−¬ng. ViÕt c¸c biÓu thøc sau d−íi d¹ng luü thõa 

víi sè mò h÷u tØ : 

a) 

1

3 .a a ;          b) 

11

632 . .b b b ; 

c) 

4

33 :a a ;          d) 

1

3 6: .b b  
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3. ViÕt c¸c sè sau theo thø tù t¨ng dÇn : 

a) 3,751 ; 12  ; 

3
1

.
2


 
 
 

     b)  098 ;

1
3

7


 
 
 

 ; 

1

532 .  

4. Cho a, b lµ nh÷ng sè thùc d−¬ng. Rót gän c¸c biÓu thøc sau : 

 a) 

4 1 2

3 3 3

1 3 1

4 4 4

a a a

a a a





 
 
  
  
  

;      b) 
 
 

1
5 54 15

2
3 233

b b b

b b b









; 

 c) 

1 1 1 1

3 3 3 3

3 32 2

a b a b

a b

 



;      d)

1 1

3 3

6 6
.

a b b a

a b




 

5.  Chøng minh r»ng : 

  a)

2 5 3 2
1 1

3 3

      
   

;       b) 6 3 3 67 7 . 

 

 

 Hμm  s è  l u ü  t h õ a  

 

I   Kh¸i NIÖM 

Ta ®· biÕt c¸c hµm sè ny x  *( )n   , 11
,y x

x

 
1

2 y x x  (x > 0). 

B©y giê, ta xÐt hµm sè y x  víi  lµ sè thùc cho tr−íc.  

Hµm sè ,y x  víi ,   ®−îc gäi lµ hµm sè luü thõa. 

Ch¼ng h¹n, c¸c hµm sè ,y x  2,y x  
4

1
,y

x
  

1

3 ,y x  2 ,y x  y x  

lµ nh÷ng hµm sè luü thõa. 
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1   

VÏ trªn cïng mét hÖ trôc to¹ ®é ®å thÞ cña c¸c hµm sè sau vµ nªu nhËn xÐt vÒ tËp 

x¸c ®Þnh cña chóng : 2 ,y x  

1

2 ,y x 1.y x  

Chó ý  

TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè luü thõa y x  tuú thuéc vµo gi¸ trÞ 

cña . Cô thÓ, 

Víi  nguyªn d−¬ng, tËp x¸c ®Þnh lµ  ;  

Víi  nguyªn ©m hoÆc b»ng 0, tËp x¸c ®Þnh lµ \ {0} ;  

Víi  kh«ng nguyªn, tËp x¸c ®Þnh lµ (0 ; +). 

II   §¹o hµm cña hµm sè luü thõa 

ë líp 11, ta ®· biÕt ®¹o hµm cña c¸c hµm sè ny x  ( , 1)n n   vµ 

y x  lµ 

 1( ) 'n nx nx  ( )x   ; 

1
( ) '

2
x

x
  hay 

1 1
1

2 2

'
1

2
x x

  
    (x > 0). 

Mét c¸ch tæng qu¸t, ng−êi ta chøng minh ®−îc hµm sè luü thõa y x  

( )    cã ®¹o hµm víi mäi 0x   vµ 

1( ) ' .x x    

VÝ dô 1 

a) 

'3 1

4 4
4

3 3

4 4
x x

x

  
    (x > 0) ;    b)  '3 3 13x x  (x > 0). 

2  

TÝnh ®¹o hµm cña c¸c hµm sè :  

2

3 ,y x


  ,y x   2 .y x  
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Chó ý 

C«ng thøc tÝnh ®¹o hµm cña hµm hîp ®èi víi hµm sè luü thõa 

cã d¹ng  

1( ) ' . '.u u u    

VÝ dô 2 

2 1

2 2 23 3

3 2

'
2

(2 1) (2 1) (2 1) '
3

2(4 1)
.

3 2 1

x x x x x x

x

x x

 
        




 

 

 
3  

TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè 2 2(3 1) .y x    

III   Kh¶o s¸t hµm sè luü thõa y x  

TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè luü thõa y x  lu«n chøa kho¶ng (0 ; +) víi 

mäi .    Trong tr−êng hîp tæng qu¸t, ta kh¶o s¸t hµm sè y x  trªn 

kho¶ng nµy (gäi lµ tËp kh¶o s¸t). 

,y x   > 0 ,y x   < 0 

1. TËp kh¶o s¸t : (0 ; +). 

2. Sù biÕn thiªn  

        1'y x  > 0,   x > 0. 

Giíi h¹n ®Æc biÖt : 

0

lim 0,
x

x


 lim .
x

x


   

TiÖm cËn : Kh«ng cã.  

 

1. TËp kh¶o s¸t :  (0 ; +). 

2. Sù biÕn thiªn  

        1'y x  < 0,    x > 0. 

Giíi h¹n ®Æc biÖt : 

0

lim ,
x

x


  lim 0.
x

x


  

TiÖm cËn : 

Trôc Ox lµ tiÖm cËn ngang,  

Trôc Oy lµ tiÖm cËn ®øng cña ®å thÞ. 
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3. B¶ng biÕn thiªn          3. B¶ng biÕn thiªn  

x 0  +  x 0  + 

y'  +   y'    

y  
 

0 
 

+ 

 
 y  

+ 

 
 

 

0 

4. §å thÞ (H. 28 víi 0  ).      4. §å thÞ (H. 28 víi 0  ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
H×nh 28 

§å thÞ cña hµm sè luü thõa y x  lu«n ®i qua ®iÓm (1 ; 1). 

Trªn H×nh 28 lµ ®å thÞ cña hµm sè luü thõa trªn kho¶ng (0 ; +) øng víi 

c¸c gi¸ trÞ kh¸c nhau cña . 

 Chó ý 

Khi kh¶o s¸t hµm sè luü thõa víi sè mò cô thÓ, ta ph¶i xÐt 

hµm sè ®ã trªn toµn bé tËp x¸c ®Þnh cña nã.  

D−íi ®©y lµ d¹ng ®å thÞ cña ba hµm sè : 3y x  (H. 29a), 2y x (H. 29b), 

y x  (H. 29c). 

 

 

 

 

 

a)             b)         c) 

H×nh 29 
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VÝ dô 3. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 

3

4 .y x


  

1. TËp x¸c ®Þnh : D = (0 ; +). 

2. Sù biÕn thiªn 

ChiÒu biÕn thiªn :   

7

4
3

' .
4

y x


   

Ta cã y' < 0 trªn kho¶ng (0 ; +) nªn hµm sè ®· cho nghÞch biÕn. 

TiÖm cËn :    
0

lim ,
x

y


  lim 0.
x

y


  

§å thÞ cã tiÖm cËn ngang lµ trôc hoµnh vµ 
cã tiÖm cËn ®øng lµ trôc tung. 

B¶ng biÕn thiªn  

x 0  + 

y'    

y 
+ 

 
 

 

0 

3. §å thÞ (H.30).               H×nh 30 

B¶ng tãm t¾t c¸c tÝnh chÊt cña hµm sè luü thõa y x  trªn kho¶ng (0 ; +) 

  > 0  < 0 

§¹o hµm 1'y x  . 1'y x  . 

ChiÒu biÕn thiªn Hµm sè lu«n ®ång biÕn. Hµm sè lu«n nghÞch biÕn. 

TiÖm cËn Kh«ng cã. 
TiÖm cËn ngang lµ trôc Ox, 
tiÖm cËn ®øng lµ trôc Oy. 

§å thÞ §å thÞ lu«n ®i qua ®iÓm (1 ; 1). 

Bµi tËp 

1. T×m tËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè : 

a) 

1

3(1 )y x


  ;        b) 

3

2 5(2 )y x  ; 

c) 2 2( 1)y x   ;        d) 2 2( 2)  y x x . 
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2. TÝnh ®¹o hµm cña c¸c hµm sè : 

a) 
1
32(2 1)  y x x ;       b) 

1

2 4(4 )y x x   ; 

c) 2(3 1)y x



  ;         d) 3(5 ) .y x   

3. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè : 

a) 

4

3y x  ;           b) 3y x .    

4. H·y so s¸nh c¸c sè sau víi 1 : 

a) 2,7(4,1) ;            b) 0,3(0,2) ;      

c) 3,2(0,7) ;            d) 0,4( 3) .  

5. H·y so s¸nh c¸c cÆp sè sau : 

a) 7,2(3,1)  vµ 7,2(4,3)  ; b) 

2,3
10

11

 
 
 

vµ 

2,3
12

11

 
 
 

 ;   c) 0,3(0,3) vµ 0,3(0,2)  ;

  

 

 L«garit   

I   Kh¸i niÖm l«garit 

1  

T×m x ®Ó : 

a) 2 8x ;    b)
1

2
4

x ;    c) 3 81x ;   d) 
1

5 .
125

x  

Cho sè a d−¬ng, ph−¬ng tr×nh 

a b   

®−a ®Õn hai bµi to¸n ng−îc nhau : 

 BiÕt  , tÝnh b. 

 BiÕt b , tÝnh . 
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Bµi to¸n thø nhÊt lµ tÝnh luü thõa víi sè mò thùc cña mét sè. Bµi to¸n thø 
hai dÉn ®Õn kh¸i niÖm lÊy l«garit cña mét sè. Ng−êi ta chøng minh ®−îc 

r»ng víi hai sè d−¬ng a, b, a  1, lu«n tån t¹i duy nhÊt sè  sao cho a b  .  

1.  §Þnh nghÜa 

Cho hai sè d−¬ng a, b víi a  1. Sè  tho¶ m·n ®¼ng thøc 

a b   ®−îc gäi lµ l«garit c¬ sè a cña b vµ kÝ hiÖu lµ log .a b   

log .a b a b       

VÝ dô 1 

a) 2log 8 3  v× 32 8  ;       b) 1

3

log 9 2  v× 

2
1

9.
3

   
 

 

2  

a) TÝnh 
1

2

log 4,  
3

1
.log

27
 

b) Cã c¸c sè x, y nµo ®Ó 3 0,x  2 3 y  hay kh«ng ? 

Chó ý 
Kh«ng cã l«garit cña sè ©m vµ sè 0. 

2.  TÝnh chÊt 

Cho hai sè d−¬ng a vµ b, a  1. Ta cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

log

log 1 0, log 1,

, log ( ) .a

a a

b
a

a

a b a 

 

 
 

3  

H·y chøng minh c¸c tÝnh chÊt trªn.  

VÝ dô 2 

a)  3 3
2

2 log 5 log 5 23 3 5 25.        

b) 

3

1 1

2 2

1
log 8 log 3.

2
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4  

TÝnh 
2

1
log

74 ,
5

1
log

31

25

 
 
 

. 

II   quy t¾c tÝnh l«garit 

5  

Cho 3
1

2 ,b   5
2

2 .b   

TÝnh 
2 1 2 2

log logb b  ; 
2 1 2

log ( )b b vµ so s¸nh c¸c kÕt qu¶.  

1.  L«garit cña mét tÝch 

§Þnh lÝ 1  

Cho ba sè d−¬ng a, 1,b 2b  víi 1,a   ta cã 

1 2 1 2log ( ) log loga a ab b b b  . 

L«garit cña mét tÝch b»ng tæng c¸c l«garit. 

Chøng minh. §Æt 1 1log ,a b   2 2log ,a b   ta cã  

1 2 1 2log loga ab b    .       (1) 

MÆt kh¸c, v× 1
1 ,b a

  2
2 ,b a

  suy ra 1 2 1 2
1 2 .b b a a a

     . 

Do ®ã     1 2 1 2log ( ).a b b             (2) 

Tõ (1), (2) suy ra   

1 2 1 2log ( ) log log .a a ab b b b           

VÝ dô 3. TÝnh 6 6log 9 log 4.  

Gi¶i. 6 6 6 6log 9 log 4 log (9.4) log 36 2.     

Chó ý  

§Þnh lÝ 1 cã thÓ më réng cho tÝch cña n sè d−¬ng : 

1 2 1 2log ( ... ) log log ... loga n a a a nb b b b b b     

1 2( , , , ..., 0, 1).na b b b a   



 64 

6  

TÝnh 
1 1 1

2 2 2

1 3
log 2 2 log log .

3 8
   

2.  L«garit cña mét th−¬ng 

7  

Cho 5
1

2 ,b   3
2

2 .b   TÝnh 
2 1 2 2

log log ,b b  1
2

2

log
b

b
 vµ so s¸nh c¸c kÕt qu¶.  

§Þnh lÝ 2  

Cho ba sè d−¬ng 1 2, ,a b b  víi a  1, ta cã 

1
1 2

2

log log loga a a
b

b b
b

  . 

L«garit cña mét th−¬ng b»ng hiÖu c¸c l«garit. 

§Æc biÖt 
1

log loga a b
b
   (a > 0, b > 0, a  1).  

§Þnh lÝ 2 ®−îc chøng minh t−¬ng tù §Þnh lÝ 1. 

VÝ dô 4. TÝnh 7 7log 49 log 343 . 

Gi¶i.   7 7 7 7 7
49 1

log 49 log 343 log log log 7 1.
343 7

        

3.  L«garit cña mét luü thõa 

§Þnh lÝ 3  

Cho hai sè d−¬ng a, b ; a  1. Víi mäi , ta cã 

log loga ab b  . 

L«garit cña mét luü thõa b»ng tÝch cña sè mò víi l«garit cña 
c¬ sè. 

§Æc biÖt    
1

log log .n
a ab b

n
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Chøng minh. §Æt loga b   th× .b a  

Do ®ã    ( )b a a     . 

Suy ra     loga b  hay log log .a ab b         

VÝ dô 5. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc : 

a) 

1

7
2log 4 ;         b) 5 5

1
log 3 log 15

2
 . 

Gi¶i 

a) 

1 2

7 7
2 2 2

2 2
log 4 log 2 log 2

7 7
   ; 

b) 5 5 5 5
1

log 3 log 15 log 3 log 15
2

    

    

1

2
5 5 5

3 1 1
log log log 5 .

215 5


      

III   §æi c¬ sè 

8  

Cho a = 4, b = 64, c = 2. TÝnh log ,
a

b  log ,
c

a  log .
c

b  

T×m mét hÖ thøc liªn hÖ gi÷a ba kÕt qu¶ thu ®−îc. 

§Þnh lÝ 4  

Cho ba sè d−¬ng a, b, c víi a  1, c  1, ta cã 
log

log
log

c
a

c

b
b

a
 . 

§Æc biÖt      
1

log
log

a
b

b
a

    ( 1)b   

         
1

log logaa
b b 
   ( 0)  . 
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Chøng minh. Theo tÝnh chÊt cña l«garit vµ §Þnh lÝ 3, ta cã  

log
log log ( ) log . log .a b

c c a cb a b a   

V× 1a   nªn log 0.c a   Do ®ã 

log
log .

log

c
a

c

b
b

a
          

IV   vÝ dô ¸p dông 

VÝ dô 6. TÝnh : 

a) 4log 15
2 ;          b)

1
27

log 2

3 . 

Gi¶i 

a) Ta cã 24 2 22

1
log 15 log 15 log 15 log 15

2
   . 

Do ®ã 4 2log 15 log 15
2 2 15  . 

b) V× 
1
3

1 3
27

3 3 33 3

1 1
log 2 log 2 log 2 log 2 log

3 2



      

nªn 
1 3 3
27

1
log 2 log

2
3

1
3 3

2
  . 

VÝ dô 7. Cho 2log 20  . H·y tÝnh 20log 5  theo . 

Gi¶i. Ta cã  

2
2 2 2 2 2log 20 log (2 .5) 2 log 2 log 5 2 log 5       , 

suy ra    2log 5 2  . 

VËy    2
20

2

log 5 2
log 5

log 20





  . 

VÝ dô 8. Rót gän biÓu thøc  

1
3

9 3

1
log 7 2 log 49 log

7
A    . 
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Gi¶i. Ta cã  

1 2 1
2

2 1

3 3
3

log 7 2 log (7 ) log (7 )A 
    

           3 3 3 3log 7 2 log 7 2 log 7 3log 7     . 

VÝ dô 9. So s¸nh c¸c sè 2log 3 vµ 6log 5 . 

Gi¶i. §Æt 2log 3  , 6log 5  . 

Ta cã  12 3 2   nªn  > 1 ; 16 5 6   nªn 1  . 

Suy ra   . 

VËy 2 6log 3 log 5 . 

V   L«garit thËp ph©n. L«garit tù nhiªn 

1.  L«garit thËp ph©n  

L«garit thËp ph©n lµ l«garit c¬ sè 10.  

10log b  th−êng ®−îc viÕt lµ logb hoÆc lgb. 

2.  L«garit tù nhiªn 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc d·y sè ( )nu víi 
1

1

n

nu
n

   
 

 cã giíi h¹n lµ 

mét sè v« tØ vµ gäi giíi h¹n ®ã lµ e, 

1
lim 1

n

n n

   
 

e . 

Mét gi¸ trÞ gÇn ®óng cña e lµ e  2,718 281 828 459 045.   

L«garit tù nhiªn lµ l«garit c¬ sè e.  

loge b ®−îc viÕt lµ lnb. 

Chó ý  

Muèn tÝnh loga b , víi 10a   vµ ea  , b»ng m¸y tÝnh bá tói, 

ta cã thÓ sö dông c«ng thøc ®æi c¬ sè. 
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Ch¼ng h¹n, 

2
log3

log 3 1,584 962 501.
log2

   

3
ln0,8

log 0,8 0,203 114 013.
ln3

    

 

Bµi tËp 

1. Kh«ng sö dông m¸y tÝnh, h·y tÝnh : 

a) 2
1

log
8

;          b) 1

4

log 2 ; 

c) 4
3log 3 ;           d) 0,5log 0,125.  

2. TÝnh : 

a) 2log 3
4 ;          b) 9log 2

27 ; 

c) 3
log 2

9 ;          d) 8log 27
4 .  

3. Rót gän biÓu thøc : 

a) 3 8 6log 6. log 9. log 2  ;     b) 2
2 4log log .a a

b b  

4. So s¸nh c¸c cÆp sè sau : 

a) 3log 5vµ 7log 4  ;         

b) 0,3log 2 vµ 5log 3  ; 

c) 2log 10 vµ 5log 30.  

5. a) Cho 30log 3,a   30log 5.b   H·y tÝnh 30log 1350  theo a, b. 

b) Cho 15log 3.c   H·y tÝnh 25log 15 theo c. 
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B ¹ n  c ã  b i Õ t   

A i  ® ·  p h ¸ t  m i n h  r a  l « g a r i t  ?   

Nª-pe (John Napier) lµ nhµ to¸n häc Xcèt-len (Scotland). 

¤ng sinh n¨m 1550 t¹i Me-ti-ston (Metiston-Castle), 

gÇn thµnh phè £-®in-b¬c (Edinburgh) vµ tèt nghiÖp 

tr−êng §¹i häc Tæng hîp £-®in-b¬c. 

Nª-pe lµ ng−êi ph¸t minh ra l«garit. ThuËt ng÷ "L«garit" do 

«ng ®Ò nghÞ xuÊt ph¸t tõ sù kÕt hîp hai tõ Hi L¹p ão (®äc 

lµ "logos" cã nghÜa lµ tØ sè) vµ ' ã (®äc lµ "aritmos" cã 

nghÜa lµ sè). Trong to¸n häc cæ, b×nh ph−¬ng, lËp ph−¬ng, ... 

®−îc gäi lµ c¸c tØ sè kÐp, béi ba,... Nh− vËy, ®èi víi Nª-pe, tõ 

ãos 'i ãs cã nghÜa lµ "sè tØ sè". L«garit ®−îc Nª-pe 

xem lµ sè trî gióp ®Ó tÝnh tØ sè cña hai sè. 

Trong t¸c phÈm "M« t¶ b¶ng l«garit k× diÖu" (1614), Nª-pe ®−a ra ®Þnh nghÜa vµ 

c¸c tÝnh chÊt cña l«garit. L«garit mµ Nª-pe xÐt cã c¬ sè gÇn b»ng 
1

e
. 

ThuËt ng÷ "L«garit tù nhiªn" do Men-g«-li (P. Mengoli  1659) vµ Men-ca-t¬ 

(N. Mencator  1668) ®−a ra. N¨m 1893, Prin-xªm (A. Pringshelm) ®· kÝ hiÖu 

l«garit tù nhiªn cña sè N bëi ln N. Bëi vËy, viÖc gäi l«garit tù nhiªn lµ l«garit Nª-

pe kh«ng cã c¬ së. Tuy nhiªn, ng−êi ta vÉn th−êng gäi nh− vËy cã lÏ lµ do ®· 

g¾n l«garit tù nhiªn víi tªn ng−êi thiÕt lËp b¶ng l«garit ®Çu tiªn. 

Ngoµi ra, Nª-pe cßn lµ t¸c gi¶ cña mét lo¹t c¸c c«ng thøc dµnh cho viÖc gi¶i c¸c 

tam gi¸c cÇu, rÊt tiÖn lîi cho viÖc lÊy l«garit. 

Ngµy 4-4-1617, Nª-pe qua ®êi t¹i quª h−¬ng «ng. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

J. Napier 

(1550  1617) 
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Hμm  s è  m ò .  Hμm  s è  l « g a r i t   

 

I    Hµm sè mò 

VÝ dô 1. Bµi to¸n "l·i kÐp" 

Mét ng−êi göi sè tiÒn 1 triÖu ®ång vµo mét ng©n hµng víi l·i suÊt 7%/n¨m. 
BiÕt r»ng nÕu kh«ng rót tiÒn ra khái ng©n hµng th× cø sau mçi n¨m, sè tiÒn l·i 
sÏ ®−îc nhËp vµo vèn ban ®Çu (ng−êi ta gäi ®ã lµ l·i kÐp). Hái ng−êi ®ã ®−îc 

lÜnh bao nhiªu tiÒn sau n n¨m *( ),n    nÕu trong kho¶ng thêi gian nµy 

kh«ng rót tiÒn ra vµ l·i suÊt kh«ng thay ®æi ? 

Gi¶i. Gi¶ sö n  2. Gäi sè vèn ban ®Çu lµ P, l·i suÊt lµ r. Ta cã P = 1 (triÖu ®ång), 

r = 0,07. 

 Sau n¨m thø nhÊt : 

TiÒn l·i lµ  1 1 . 0,07 0,07T r  P  (triÖu ®ång). 

Sè tiÒn ®−îc lÜnh (cßn gäi lµ vèn tÝch luü) lµ  

1 1 (1 ) 1,07P P T P Pr P r       (triÖu ®ång). 

 Sau n¨m thø hai : 

TiÒn l·i lµ  2 1 1,07 . 0,07 0,0749T P r    (triÖu ®ång). 

Vèn tÝch luü lµ 2 1 2 1 1 1(1 )P P T P P r P r       

  2 21 (1,07) 1,1449P r    (triÖu ®ång). 

 T−¬ng tù, vèn tÝch luü sau n n¨m lµ 

(1 ) (1,07)n n
nP P r   (triÖu ®ång). 

VËy sau n n¨m, ng−êi ®ã ®−îc lÜnh (1,07)
n
 triÖu ®ång. 

VÝ dô 2. Trong VËt lÝ, sù ph©n r· cña c¸c chÊt phãng x¹ ®−îc biÓu diÔn 
b»ng c«ng thøc 

0
1

( )
2

t

T
m t m

   
 

, 
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trong ®ã 0m  lµ khèi l−îng chÊt phãng x¹ ban ®Çu (t¹i thêi ®iÓm t = 0), m(t) 

lµ khèi l−îng chÊt phãng x¹ t¹i thêi ®iÓm t, T lµ chu k× b¸n r· (tøc lµ 

kho¶ng thêi gian ®Ó mét nöa sè nguyªn tö cña chÊt phãng x¹ bÞ biÕn thµnh 

chÊt kh¸c). 

VÝ dô 3. D©n sè thÕ giíi ®−îc −íc tÝnh theo c«ng thøc ,niS Ae trong ®ã A 

lµ d©n sè cña n¨m lÊy lµm mèc tÝnh, S lµ d©n sè sau n n¨m, i lµ tØ lÖ t¨ng 
d©n sè hµng n¨m. 

1  

Cho biÕt n¨m 2003, ViÖt Nam cã 80 902 400 ng−êi vµ tØ lÖ t¨ng d©n sè lµ 1,47%. 
Hái n¨m 2010 ViÖt Nam sÏ cã bao nhiªu ng−êi, nÕu tØ lÖ t¨ng d©n sè hµng n¨m 
kh«ng ®æi ? 

Nh÷ng bµi to¸n thùc tÕ nh− trªn ®−a ®Õn viÖc xÐt c¸c hµm sè cã d¹ng .xy a  

1.  §Þnh nghÜa  

Cho sè thùc d−¬ng a kh¸c 1. 

Hµm sè xy a ®−îc gäi lµ hµm sè mò c¬ sè a. 

2  

Trong c¸c hµm sè sau ®©y, hµm sè nµo lµ hµm sè mò ? Víi c¬ sè bao nhiªu ? 

a) ( 3)xy  ;    b) 35

x

y  ;     c) 4y x ;    d) 4 .xy   

2.  §¹o hμm cña hμm sè mò 

Ta thõa nhËn c«ng thøc 

0

1
1.lim

t

t

e

t


           (1) 

§Þnh lÝ 1  

Hµm sè xy e  cã ®¹o hµm t¹i mäi x vµ 

( ) 'x xe e . 

Chøng minh. Gi¶ sö x lµ sè gia cña x, ta cã 

( 1)x x x x xy e e e e      . 
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Do ®ã       

1
.

x
xy e

e
x x

 


 
 

¸p dông (1), ta cã 

0

1
lim 1

x

x

e

x



 





. 

Tõ ®ã suy ra 

0
' lim .x

x

y
y e

x 


 


         

Chó ý  

C«ng thøc ®¹o hµm cña hµm hîp ®èi víi hµm sè ue  (u = u(x)) 

lµ '( ) '.u ue u e . 

§Þnh lÝ 2  

Hµm sè xy a  ( 0, 1)a a   cã ®¹o hµm t¹i mäi x vµ 

( ) ' lnx xa a a . 

Chøng minh. Ta cã     

ln lnxx a x aa e e  . 

§Æt ( ) ln ,u x x a  theo Chó ý trªn, ta ®−îc 

ln ln( ) ' ( ) ' ( ln ) ' ln .x x a x a xa e e x a a a        

Chó ý  

§èi víi hµm hîp ( ),u xy a  ta cã 

( ) ' ln . '.u ua a a u  

VÝ dô 4. Hµm sè 
2 18x xy    cã ®¹o hµm lµ 

2 21 2 1' 8 ( 1) ' ln8 8 (2 1) ln8.x x x xy x x x         
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3.  Kh¶o s¸t hμm sè mò  xy a  (a > 0, a  1) 

,xy a  a > 1 ,xy a  0 < a < 1 

1. TËp x¸c ®Þnh : .  

2. Sù biÕn thiªn  

' ln 0,xy a a      x. 

Giíi h¹n ®Æc biÖt  

lim 0,x

x
a





 lim .x

x
a  

TiÖm cËn : 

Trôc Ox lµ tiÖm cËn ngang.  

3. B¶ng biÕn thiªn  

1. TËp x¸c ®Þnh : .  

2. Sù biÕn thiªn  

' ln 0,xy a a        x. 

Giíi h¹n ®Æc biÖt : 


 lim ,x

x
a lim 0.x

x
a


  

TiÖm cËn : 

Trôc Ox lµ tiÖm cËn ngang.  

3. B¶ng biÕn thiªn  
 

x  0 1 +  x  0 1  + 

y' + + +  y'     

y  

 

 

0 

 

1 

a +  y +  

1 

 

 

a 

  

 

 

0 

4. §å thÞ (H.31)         4. §å thÞ (H.32) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 31               H×nh 32 



 74 

B¶ng tãm t¾t c¸c tÝnh chÊt cña hµm sè mò  xy a  (a > 0, a  1) 

TËp x¸c ®Þnh ( ; +). 

§¹o hµm ' ln .xy a a  

ChiÒu biÕn thiªn 
a > 1 : hµm sè lu«n ®ång biÕn ; 

0 < a < 1 : hµm sè lu«n nghÞch biÕn. 

TiÖm cËn trôc Ox lµ tiÖm cËn ngang. 

§å thÞ 

®i qua c¸c ®iÓm (0 ; 1) vµ (1 ; a), n»m phÝa 
trªn trôc hoµnh 

( 0, ).   xy a x   

II   Hµm sè l«garit   

1.  §Þnh nghÜa  

Cho sè thùc d−¬ng a kh¸c 1. 

Hµm sè logay x  ®−îc gäi lµ hµm sè l«garit c¬ sè a. 

VÝ dô 5. C¸c hµm sè 3log ,y x 1

4

log ,y x
5

log ,y x ln ,y x logy x  

lµ nh÷ng hµm sè l«garit víi c¬ sè lÇn l−ît lµ 3, 
1

,
4

5,  e vµ 10. 

2.  §¹o hμm cña hμm sè l«garit 

Ta cã ®Þnh lÝ sau ®©y. 

§Þnh lÝ 3  

Hµm sè logay x  (a > 0, a  1) cã ®¹o hµm t¹i mäi x > 0 vµ 

1
(log ) '

ln
a x

x a
 . 

§Æc biÖt    
1

(ln ) ' .x
x

  



 75 

Chó ý  

§èi víi hµm hîp log ( ),ay u x  ta cã  

'
.(log ) '

ln
a

u
u

u a
  

VÝ dô 6. Hµm sè 2log (2 1)y x   cã ®¹o hµm lµ  

2
(2 1) ' 2

' (log (2 1)) '
(2 1) ln 2 (2 1) ln 2

x
y x

x x


   

 
. 

3  

T×m ®¹o hµm cña hµm sè 2ln( 1 ).  y x x  

3.  Kh¶o s¸t hμm sè l«garit ay x log  (a > 0, a  1) 

log ,ay x  a > 1 log ,ay x  0 < a < 1 

1. TËp x¸c ®Þnh : (0 ; +). 

2. Sù biÕn thiªn  

1
'

ln
y

x a
 > 0,   x > 0. 

Giíi h¹n ®Æc biÖt : 

0

lim log ,a
x

x


   

lim log .a
x

x


   

TiÖm cËn : 

Trôc Oy lµ tiÖm cËn ®øng. 

3. B¶ng biÕn thiªn  

1. TËp x¸c ®Þnh : (0 ; +). 

2. Sù biÕn thiªn  

1
'

ln
y

x a
 < 0,       x > 0. 

Giíi h¹n ®Æc biÖt : 

0

lim log ,a
x

x


   

lim log .a
x

x


   

TiÖm cËn : 

Trôc Oy lµ tiÖm cËn ®øng. 

3. B¶ng biÕn thiªn  
 

x 0 1  a +  x 0 a  1  + 

y' + + +  y'     

y  

 

 

 

 

 

 

0 

  

1 

+  y + 1   

0 
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4. §å thÞ (H.33)         4. §å thÞ (H.34) 

 

 

 

 

 

 

H×nh 33             H×nh 34 

B¶ng tãm t¾t c¸c tÝnh chÊt cña hµm sè  logay x  (a > 0, a  1) 

TËp x¸c ®Þnh (0 ; +). 

§¹o hµm 
1

'
ln

y
x a

 . 

ChiÒu biÕn thiªn 
a > 1 : hµm sè lu«n ®ång biÕn ; 

0 < a < 1 : hµm sè lu«n nghÞch biÕn. 

TiÖm cËn trôc Oy lµ tiÖm cËn ®øng. 

§å thÞ 
®i qua c¸c ®iÓm (1 ; 0) vµ (a ; 1) ; n»m phÝa 
bªn ph¶i trôc tung. 

D−íi ®©y lµ ®å thÞ cña c¸c hµm sè :  

1

3

log ,y x  
1

3

x

y
   
 

 (H.35) ;     
2

log ,y x   (H.36). 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

H×nh 35               H×nh 36 
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4 

Nªu nhËn xÐt vÒ mèi liªn hÖ gi÷a ®å thÞ cña c¸c hµm sè trªn H×nh 35 vµ H×nh 36. 

NhËn xÐt  

§å thÞ cña c¸c hµm sè y = a
x
 vµ logay x  ( 0, 1)a a   ®èi 

xøng víi nhau qua ®−êng th¼ng y = x. 

B¶ng ®¹o hµm cña c¸c hµm sè luü thõa, mò, l«garit 

Hµm s¬ cÊp Hµm hîp ( ( ))u u x  

1( ) 'x x    

2

'1 1

x x

    
 

 

  1'

2
x

x
  

1( ) ' . 'u u u   

2

'1 'u

u u

    
 

 

'
( ) '

2

u
u

u
  

( ) 'x xe e  

( ) ' lnx xa a a  

( ) ' 'u ue e u  

( ) ' . ln . 'u ua a a u  

  1
ln 'x

x
  

  1
log '

ln
a x

x a
  

  '
ln '

u
u

u
  

  '
log '

ln
a

u
u

u a
  

Bµi tËp 
1.  VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè : 

a) 4xy   ;           b) 
1

4

x

y
   
 

. 

2.  TÝnh ®¹o hµm cña c¸c hµm sè : 

a) 2 3sin 2xy xe x   ;   b) 25 2 cosxy x x   ;    c)
1

3x

x
y


 . 

3. T×m tËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè : 

a) 2log (5 2 )y x  ;      b) 2
3log ( 2 )y x x  ; 

c) 2
1

5

log ( 4 3)y x x   ;    d) 0,4
3 2

log
1

x
y

x





. 
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4. VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè : 

a) logy x ;         b) 1

2

logy x .      

5.  TÝnh ®¹o hµm cña c¸c hµm sè : 

a) 23 ln 4siny x x x    ;   

b) 2log( 1)  y x x  ;   

c) 3log x
y

x
 . 

 

 Ph−¬ n g  t r × n h  m ò  vμ   
 ph−¬ n g  t r × n h  l « g a r i t   

I   Ph−¬ng tr×nh mò 

Bµi to¸n 

Mét ng−êi göi tiÕt kiÖm víi l·i suÊt 8,4%/n¨m vµ l·i hµng n¨m ®−îc nhËp 

vµo vèn. Hái sau bao nhiªu n¨m ng−êi ®ã thu ®−îc gÊp ®«i sè tiÒn ban ®Çu ? 
Gi¶i. Gäi sè tiÒn göi ban ®Çu lµ P. Sau n n¨m, sè tiÒn thu ®−îc lµ 

(1 0,084) (1,084)n n
nP P P   . 

§Ó 2nP P  th× ph¶i cã (1,084) 2.n   

Do ®ã       1,084log 2 8,59.n    

V× n lµ sè tù nhiªn nªn ta chän n = 9. 

VËy muèn thu ®−îc gÊp ®«i sè tiÒn ban ®Çu, ng−êi ®ã ph¶i göi 9 n¨m. 

 Nh÷ng bµi to¸n thùc tÕ nh− trªn ®−a ®Õn viÖc gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh cã chøa 

Èn sè ë sè mò cña luü thõa. Ta gäi ®ã lµ c¸c ph−¬ng tr×nh mò. 

Ch¼ng h¹n, c¸c ph−¬ng tr×nh 3 8x  , 
1 4

3 0
9 3

x

x

     
 

 lµ nh÷ng ph−¬ng 

tr×nh mò. 
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1.  Ph−¬ng tr×nh mò c¬ b¶n 

Ph−¬ng tr×nh mò c¬ b¶n cã d¹ng  

xa b ( 0, 1)a a  . 

§Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh trªn, ta sö dông ®Þnh nghÜa l«garit. 

Víi b > 0, ta cã logx
aa b x b   . 

Víi 0b  , ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm.  

Minh ho¹ b»ng ®å thÞ 

Hoµnh ®é giao ®iÓm cña ®å thÞ hai hµm sè xy a  vµ y b  lµ nghiÖm cña 

ph−¬ng tr×nh xa b .  

Sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh lµ sè giao ®iÓm cña hai ®å thÞ. 

Râ rµng, nÕu 0b   th× hai ®å thÞ kh«ng c¾t nhau nªn ph−¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

NÕu b > 0 ta cã hai ®å thÞ trªn c¸c h×nh 37 vµ 38. Trªn mçi h×nh, hai ®å thÞ 

lu«n c¾t nhau t¹i mét ®iÓm nªn ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 37            H×nh 38 

KÕt luËn 

Ph−¬ng tr×nh ( 0, 1)xa b a a    

0b   cã nghiÖm duy nhÊt log .ax b  

0b   v« nghiÖm. 
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VÝ dô 1. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2 1 12 4 5x x   . 

Gi¶i. §−a vÕ tr¸i vÒ cïng c¬ sè 4, ta ®−îc 

1
.4 4.4 5

2

x x   hay 
10

.4
9

x   

VËy 4
10

.log
9

x   

2.  C¸ch gi¶i mét sè ph−¬ng tr×nh mò ®¬n gi¶n 

Ng−êi ta th−êng sö dông c¸c ph−¬ng ph¸p sau ®Ó gi¶i mét sè ph−¬ng tr×nh mò. 

a) §−a vÒ cïng c¬ sè 

1  

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2 36 1 x  b»ng c¸ch ®−a vÒ d¹ng ( ) ( )A x B xa a  vµ gi¶i ph−¬ng 

tr×nh ( ) ( ).A x B x  

VÝ dô 2. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

1
5 7 2

(1,5)
3

x
x


    

 
. 

Gi¶i. §−a hai vÕ vÒ cïng c¬ sè 
3

,
2

ta ®−îc 

5 7 1
3 3

2 2

x x  
      
   

. 

Do ®ã 5 7 1 1.x x x       

VËy ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt x = 1. 

b) §Æt Èn phô 

VÝ dô 3. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  

9 4.3 45 0x x   . 

Gi¶i. §Æt 3 ,xt   t > 0, ta cã ph−¬ng tr×nh 

2 4 45 0.t t    

Gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc hai nµy, ta ®−îc hai nghiÖm 1 29, 5.t t    
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ChØ cã nghiÖm 1 9t   tho¶ m·n ®iÒu kiÖn t > 0. 

Do ®ã 3 9.x   VËy x = 2. 

2  

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 21
.5 5.5 250

5
 x x  b»ng c¸ch ®Æt Èn phô 5 .x

t   

c) L«garit ho¸ 

VÝ dô 4. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 
2

3 .2 1.x x   

Gi¶i. LÊy l«garit hai vÕ víi c¬ sè 3 (cßn gäi lµ l«garit ho¸), ta ®−îc 

2

3 3log (3 .2 ) log 1x x  
2

3 3log 3 log 2 0x x  . 

Tõ ®ã ta cã 

2
3log 2 0x x   3(1 log 2) 0x x  . 

VËy ph−¬ng tr×nh ®· cho cã c¸c nghiÖm lµ 

1 0x  vµ 2 2
3

1
log 3.

log 2
x      

II   Ph−¬ng tr×nh l«garit 

Ph−¬ng tr×nh l«garit lµ ph−¬ng tr×nh cã chøa Èn sè trong 

biÓu thøc d−íi dÊu l«garit. 

Ch¼ng h¹n, c¸c ph−¬ng tr×nh  

1

2

log 4x   vµ 2
4 4log 2 log 1 0x x    

®Òu lµ ph−¬ng tr×nh l«garit. 

1.  Ph−¬ng tr×nh l«garit c¬ b¶n 

3  

TÝnh x, biÕt 
3

1
.log

4
x   
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Ph−¬ng tr×nh l«garit c¬ b¶n cã d¹ng  

loga x b ( 0, 1).a a   

Theo ®Þnh nghÜa l«garit, ta cã  

log b
a x b x a   . 

Minh ho¹ b»ng ®å thÞ 

VÏ ®å thÞ hµm sè logay x  vµ ®−êng th¼ng y = b trªn cïng mét hÖ trôc 

to¹ ®é (H. 39 vµ H. 40). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 39            H×nh 40 

Trong c¶ hai tr−êng hîp, ta ®Òu thÊy ®å thÞ cña c¸c hµm sè logay x  vµ 

®−êng th¼ng y = b lu«n c¾t nhau t¹i mét ®iÓm víi mäi .b    

KÕt luËn  

Ph−¬ng tr×nh loga x b  ( 0, 1)a a   lu«n cã nghiÖm duy 

nhÊt bx a  víi mäi b. 

2.  C¸ch gi¶i mét sè ph−¬ng tr×nh l«garit ®¬n gi¶n 

Ng−êi ta th−êng sö dông c¸c ph−¬ng ph¸p sau ®Ó gi¶i mét sè ph−¬ng tr×nh 

l«garit. 

a) §−a vÒ cïng c¬ sè 

4  

Cho ph−¬ng tr×nh
3 9

log log 6x x  . H·y ®−a c¸c l«garit ë vÕ tr¸i vÒ cïng c¬ sè.  
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VÝ dô 5. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 3 9 27log log log 11x x x   . 

Gi¶i. §−a c¸c sè h¹ng ë vÕ tr¸i vÒ cïng c¬ sè 3, ta ®−îc 

2 33 3 3
log log log 11x x x    

 3 3 3
1 1

log log log 11
2 3

x x x     3log 6x  . 

VËy 63 729.x    

b) §Æt Èn phô 

5  

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2
2 2

log 3log 2 0x x    b»ng c¸ch ®Æt Èn phô 
2

logt x .  

VÝ dô 6. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  

1 2
1

5 log 1 logx x
 

 
. 

Gi¶i. §iÒu kiÖn cña ph−¬ng tr×nh lµ x > 0, log 5x  vµ log 1.x    

§Æt logt x  ( 5, 1),t t    ta ®−îc ph−¬ng tr×nh 

1 2
1

5 1t t
 

 
. 

Tõ ®ã ta cã ph−¬ng tr×nh 

1 2(5 ) (5 )(1 )t t t t       

 211 4 5t t t        2 5 6 0.t t    

Gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc hai theo t, ta ®−îc hai nghiÖm 1 2,t   2 3t   ®Òu 

tho¶ m·n ®iÒu kiÖn t  5, t  1. 

VËy 1log 2,x   2log 3x   nªn 1 100,x   2 1000.x   

6  

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2
1 2

2

log log 2.x x   
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c) Mò ho¸ 

VÝ dô 7. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2log (5 2 ) 2 .x x    

§iÒu kiÖn cña ph−¬ng tr×nh lµ 5 2 0.x   

Gi¶i. Theo ®Þnh nghÜa, ph−¬ng tr×nh ®· cho t−¬ng ®−¬ng víi ph−¬ng tr×nh 

2log (5 2 ) 22 2 .
x

x   

(PhÐp biÕn ®æi nµy th−êng ®−îc gäi lµ mò ho¸). Tõ ®ã ta cã 

24
5 2 2 5.2 4 0.

2

x x x

x
       

§Æt 2xt   (t > 0), ta cã ph−¬ng tr×nh bËc hai 2 5 4 0t t    víi hai nghiÖm 

d−¬ng t = 1, t = 4. VËy nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ x = 0, x = 2. 

Bµi tËp 

1. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh mò : 

a) 3 2(0,3) 1x  ;        b) 
1

25
5

x
   
 

; 

c) 
2 3 22 4x x   ;        d) 7 1 2(0,5) .(0,5) 2.x x    

2. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh mò : 

a) 2 1 23 3 108x x   ;      b) 1 12 2 2 28x x x    ; 

c) 64 8 56 0x x   ;      d) 3.4 2.6 9 .x x x   

3. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh l«garit : 

a) 3 3log (5 3) log (7 5)x x   ;    

b) log( 1) g(2 11) g2x x   lo lo ; 

c) 2 2log ( 5) log ( 2) 3x x    ;    

d) 2log( 6 7) log( 3).x x x     
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4. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh l«garit : 

a) 21 1
log( 5) log5 log

2 5
x x x

x
    ; 

b) 21
log( 4 1) log8 log 4

2
x x x x    ; 

c) 4 82
log 4 log log 13.x x x    

 

 

bÊt ph−¬ng tr×nh mò vμ 
bÊt ph−¬ng tr×nh L«garit 

I - BÊt ph−¬ng tr×nh mò 

1.  BÊt ph−¬ng tr×nh mò c¬ b¶n  

BÊt ph−¬ng tr×nh mò c¬ b¶n cã d¹ng xa b  (hoÆc ,xa b  

,xa b  xa b ) víi a > 0, a  1. 

Ta xÐt bÊt ph−¬ng tr×nh d¹ng .xa b  

 NÕu b  0, tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh lµ  v× 0 , .xa b x      

 NÕu b > 0 th× bÊt ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng víi 
log

.a bxa a  

Víi a > 1, nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh lµ logax b . 

Víi 0 < a < 1,  nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh lµ logax b . 

VÝ dô 1 

a) 33 81 log 81 4x x x     ; 

b) 1

2

1
32 log 32 5

2

x

x x
        
 

. 

66
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Minh ho¹ b»ng ®å thÞ 

VÏ ®å thÞ hµm sè xy a  vµ ®−êng th¼ng 

y = b trªn cïng mét hÖ trôc to¹ ®é.  

Trong tr−êng hîp a > 1 ta nhËn thÊy : 

 NÕu b  0 th× xa b  víi mäi x. 

 NÕu b > 0 th× xa b  víi logax b  (H. 41). 

H×nh 41 

Tr−êng hîp 0 < a < 1, ta cã : 

 NÕu b  0 th× xa b  víi mäi x. 

 NÕu b > 0 th× xa b  víi 

logax b  (H. 42). 

 
 

 

H×nh 42 

KÕt luËn. TËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh xa b  ®−îc cho trong b¶ng sau : 

TËp nghiÖm 
xa b  

a > 1 0 < a < 1 

b  0     

b > 0 (log ; )a b    ( ; log )a b  

1  

H·y lËp b¶ng t−¬ng tù cho c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh ,x
a b  ,x

a b  .xa b  

2.  BÊt ph−¬ng tr×nh mò ®¬n gi¶n 

D−íi ®©y lµ mét sè vÝ dô vÒ bÊt ph−¬ng tr×nh mò ®¬n gi¶n. 

VÝ dô 2. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh
2

3 9x x  . 

Gi¶i. BÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho cã thÓ viÕt ë d¹ng 

2 23 3 .x x   
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V× c¬ sè 3 lín h¬n 1 nªn 2 2.x x   

§©y lµ bÊt ph−¬ng tr×nh bËc hai quen thuéc. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh nµy, ta 

®−îc 1 < x < 2.  

VËy tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ kho¶ng (1 ; 2). 

VÝ dô 3. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 24 2.5 10 .x x x   

Gi¶i. Chia hai vÕ cña bÊt ph−¬ng tr×nh cho 10 ,x  ta ®−îc 

2 5
2 1

5 2

x x
      

  
. 

§Æt 
2

5

x

t
   
 

 (t > 0), ta cã bÊt ph−¬ng tr×nh 

2
1t

t
  hay 

2 2
0.

t t

t

 
  

Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh nµy víi ®iÒu kiÖn t > 0, ta ®−îc 0 < t < 2. Do ®ã  

2
0 2

5

x
   
 

. 

V× c¬ sè 
2

5
 nhá h¬n 1 nªn 2

5

log 2.x   

VËy tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ 2

5

(log 2 ; ) . 

2  

Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 2 2 3 0.x x    

II - BÊt ph−¬ng tr×nh l«garit 

1.  BÊt ph−¬ng tr×nh l«garit c¬ b¶n  

BÊt ph−¬ng tr×nh l«garit c¬ b¶n cã d¹ng loga x b  (hoÆc 

log ,a x b  log , loga ax b x b  ) víi a > 0, a  1. 

XÐt bÊt ph−¬ng tr×nh loga x b .  



 88 

Tr−êng hîp a > 1, ta cã  

log b
a x b x a   . 

Tr−êng hîp 0 < a < 1, ta cã  

log 0 b
a x b x a    . 

VÝ dô 4 

a) 7
2log 7 2 128x x x     . 

b)

3

1

2

1 1
log 3 0 0

2 8
x x x

        
 

. 

Minh ho¹ b»ng ®å thÞ 

VÏ ®å thÞ hµm sè logay x  vµ ®−êng th¼ng y = b trªn cïng mét hÖ trôc to¹ ®é 

(H. 43, H. 44). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 H×nh 43             H×nh 44 

Quan s¸t ®å thÞ, ta thÊy : 

Tr−êng hîp a > 1: loga x b khi vµ chØ khi .bx a  

Tr−êng hîp 0 < a < 1: loga x b khi vµ chØ khi 0 .bx a   

KÕt luËn : NghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh loga x b  ®−îc cho trong b¶ng sau : 

loga x b  a > 1 0 < a < 1 

NghiÖm bx a  0 bx a   

3  

H·y lËp b¶ng t−¬ng tù cho c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh log ,
a

x b  log ,
a

x b  log .
a

x b  
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2.  BÊt ph−¬ng tr×nh l«garit ®¬n gi¶n 

Ta xÐt mét sè vÝ dô vÒ bÊt ph−¬ng tr×nh l«garit ®¬n gi¶n. 

VÝ dô 5. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 2
0,5 0,5log (5 10) log ( 6 8)x x x    . 

Gi¶i. §iÒu kiÖn cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ  

2

25 10 0
2.

4 hoÆc 26 8 0

xx
x

x xx x

       
       

 

V× c¬ sè 0,5 bÐ h¬n 1 nªn víi ®iÒu kiÖn ®ã, bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho t−¬ng 

®−¬ng víi bÊt ph−¬ng tr×nh 25 10 6 8x x x     

 2 2 0 2 1x x x       . 

KÕt hîp víi ®iÒu kiÖn, ta ®−îc tËp nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ 

kho¶ng (2 ; 1). 

VÝ dô 6. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 2 2log ( 3) log ( 2) 1x x    . 

Gi¶i. §iÒu kiÖn cña bÊt ph−¬ng tr×nh lµ x > 3. Khi ®ã, bÊt ph−¬ng tr×nh ®· 

cho t−¬ng ®−¬ng víi 

2 2log [( 3)( 2)] log 2.x x    

V× c¬ sè 2 lín h¬n 1 nªn ( 3)( 2) 2x x   . 

Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh nµy, ta t×m ®−îc 1 4.x   KÕt hîp víi ®iÒu kiÖn x > 3, 

ta ®−îc nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ 3 4.x   

4  

Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 
1 1

2 2

log (2 3) log (3 1).x x    

Bµi tËp 

1. Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh mò : 

a) 
2 32 4x x   ;         b) 

22 3
7 9

9 7

x x
   
 

; 

c) 2 13 3 28x x   ;       d) 4 3.2 2 0x x   . 
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2. Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh l«garit :  

a) 8log (4 2 ) 2x   ;        b) 1 1

5 5

log (3 5) log ( 1)x x    ; 

c) 0,2 5 0,2log log ( 2) log 3x x    ;  d) 2
3 3log 5log 6 0x x   . 

¤n tËp ch−¬ng II 

1. H·y nªu c¸c tÝnh chÊt cña luü thõa víi sè mò thùc. 

2. H·y nªu c¸c tÝnh chÊt cña hµm sè luü thõa. 

3. H·y nªu c¸c tÝnh chÊt cña hµm sè mò vµ hµm sè l«garit. 

4. T×m tËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè : 

a) 
1

3 3x
y 


;          b) 

1
log

2 3

x
y

x





; 

c) 2log 12y x x   ;      d) 25 5 .x xy    

5. BiÕt 4 4 23.x x   H·y tÝnh 2 2 .x x  

6. Cho log 3,a b   log 2.a c    H·y tÝnh loga x  víi : 

a) 3 2x a b c ;         b) 
4 3

3
.

a b
x

c
  

7. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh : 

a) 4 3 4 33 3.5 5 3x x x x      ;   b) 25 6.5 5 0x x    ; 

c) 4.9 12 3.16 0x x x   ;      d) 7 7 7log ( 1) log logx x x   ; 

e) 3 13

3

log log log 6x x x   ;   g) 
8

log log .
1

x
x

x





 

8. Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh : 

a) 2 1 2 2 2 32 2 2 448x x x      ;   b)   1
(0,4) 2,5 1,5

xx    ; 

c) 2
3 1

2

log log ( 1) 1x  
 
 

 ;     d) 2
0,2 0,2log 5log 6.x x    
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Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

1.  TËp x¸c ®Þnh cña hµm sè 
2

log
1

x
y

x





 lµ : 

(A) ( ; 1) (2 ; )     ;     (B) (1 ; 2) ;   

(C) \ {1} ;          (D) \ {1 ; 2}.  

2.  Chän kh¼ng ®Þnh sai trong c¸c kh¼ng ®Þnh sau : 

(A) ln 0x   1x   ;      (B) 2log 0x  0 1x   ; 

(C) 1 1

3 3

log loga b  0a b   ;   (D) 1 1

2 2

log loga b  a = b > 0. 

3.  Cho hµm sè 2( ) ln(4 ).f x x x   Chän kh¼ng ®Þnh ®óng trong c¸c kh¼ng 

®Þnh sau : 

(A) f '(2) = 1 ;          (B) f '(2) = 0 ;   

(C) f '(5) = 1,2 ;        (D) f '(1) = 1,2. 

4.  Cho hµm sè 2
1

2

( ) log ( 5 7).g x x x    NghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh 

( ) 0g x   lµ : 

(A) x > 3 ;          (B) x < 2 hoÆc x > 3 ;    

(C) 2 < x < 3 ;         (D) x < 2. 

5.  Trong c¸c hµm sè : 

1
,( ) ln

sin
f x

x
  

1 sin
,( ) ln

cos

x
g x

x


  

1 ,( ) ln
cos

h x
x

  

hµm sè nµo cã ®¹o hµm lµ 
1

cos x
 ? 

(A) f(x) ;     (B) g(x) ;     (C) h(x) ;     (D) g(x) vµ h(x). 

6.  Sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 
22 7 52 1x x    lµ : 

(A) 0 ;     (B) 1 ;      (C) 2 ;      (D) 3. 

7.  NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh log 910 8 5x   lµ : 

(A) 0 ;     (B) 
1

2
;        (C) 

5

8
;       (D)

7

4
. 
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n g u y ª n  hμm   

 

I   Nguyªn hµm vµ tÝnh chÊt 

1.  Nguyªn hμm  

1  

T×m hµm sè F(x) sao cho F '(x) = f(x) nÕu : 

a) f(x) = 3x
2
 víi x  ( ; +) ;    b) 

2

1
( )

cos
f x

x
  víi ; .

2 2
x

    
 

 

KÝ hiÖu K lµ kho¶ng hoÆc ®o¹n hoÆc nöa kho¶ng cña .   

§Þnh nghÜa 

Cho hµm sè f(x) x¸c ®Þnh trªn K.  

Hµm sè F(x) ®−îc gäi lµ nguyªn hµm cña hµm sè f(x) trªn K  

nÕu F '(x) = f(x) víi mäi x  K. 

VÝ dô 1 

a) Hµm sè F(x) = x
2
 lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè f(x) = 2x trªn 

kho¶ng ( ; +) v× F '(x) = (x
2
)' = 2x, x  ( ; +). 

b) Hµm sè F(x) = lnx lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè 
1

( )f x
x

  trªn 

kho¶ng (0 ; +) v× F '(x) = (lnx)' =
1

x
, x  (0 ; +). 

2  

H·y t×m thªm nh÷ng nguyªn hµm kh¸c cña c¸c hµm sè nªu trong VÝ dô 1. 

§Þnh lÝ 1  

NÕu F(x) lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè f(x) trªn K  th× 

víi mçi h»ng sè C, hµm sè G(x) = F(x) + C còng lµ mét 

nguyªn hµm cña f(x) trªn K . 

3  

H·y chøng minh §Þnh lÝ 1. 
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§Þnh lÝ 2  

NÕu F(x) lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè f(x) trªn K th× 

mäi nguyªn hµm cña f(x) trªn K ®Òu cã d¹ng F(x) + C, víi 

C lµ mét h»ng sè. 

Chøng minh. Gi¶ sö G(x) còng lµ mét nguyªn hµm cña f(x) trªn K, tøc lµ 

G'(x) = f(x), x  K. Khi ®ã 

(G(x)  F(x))' = G'(x)  F '(x) = f(x)  f(x) = 0, x  K. 

VËy G(x)  F(x) lµ mét hµm sè kh«ng ®æi trªn K. Ta cã 

G(x)  F(x) = C   G(x) = F(x) + C, x  K.       

Hai ®Þnh lÝ trªn cho thÊy : 

NÕu F(x) lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè f(x) trªn K th× F(x) + C, C  

lµ hä tÊt c¶ c¸c nguyªn hµm cña f(x) trªn K. KÝ hiÖu  

( )d ( ) .f x x F x C   

Chó ý 

BiÓu thøc ( )df x x  chÝnh lµ vi ph©n cña nguyªn hµm F(x) cña 

( ),f x   v× dF(x) = F '(x) dx  = f(x) dx . 

VÝ dô 2 

a) Víi x  ( ; +), 22 dx x x C   ; 

b) Víi s  (0 ; +), 
1

d lns s C
s

   ; 

c) Víi t  ( ; +), cos d sin .t t t C   

2.  TÝnh chÊt cña nguyªn hμm 

TÝnh chÊt 1 

   '( )d ( ) .f x x f x C   

TÝnh chÊt nµy ®−îc suy trùc tiÕp tõ ®Þnh nghÜa nguyªn hµm. 

VÝ dô sau ®©y minh ho¹ cho tÝnh chÊt ®ã.  
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VÝ dô 3. (cos ) 'd ( sin )d cos .x x x x x C      

TÝnh chÊt 2 

( )d ( )dkf x x k f x x      (k lµ h»ng sè kh¸c 0). 

Chøng minh. Gäi F(x) lµ mét nguyªn hµm cña kf(x), ta cã  

kf(x) = F'(x)             (*) 

V× k  0 nªn 

'
1 1

( ) '( ) ( ) .f x F x F x
k k

    
 

 

Tõ ®ã, theo tÝnh chÊt 1 ta cã  

'

1 1
1 1

( )d ( ) d ( ) ( )k f x x k F x x k F x C F x kC
k k

          
      1( )C    

 ( )F x C   (v× 1C  tuú ý thuéc   vµ k  0 nªn 1C kC  

                    tuú ý thuéc )  

 ( )dkf x x   (do (*)).                

TÝnh chÊt 3 

 ( ) ( ) d ( )d ( )d .f x g x x f x x g x x      

4  

H·y chøng minh TÝnh chÊt 3. 

VÝ dô 4. T×m nguyªn hµm cña hµm sè 
2

( ) 3sinf x x
x

   trªn kho¶ng (0 ; +). 

Gi¶i. Víi (0 ; )x   , ta cã 

2 1
3sin d 3 sin d 2 d 3cos 2 lnx x x x x x x C

x x

        
    . 

3.  Sù tån t¹i nguyªn hμm 

Ta thõa nhËn ®Þnh lÝ d−íi ®©y. 

§Þnh lÝ 3  

Mäi hµm sè f(x) liªn tôc trªn K  ®Òu cã nguyªn hµm trªn K. 



 96 

VÝ dô 5 

a) Hµm sè

2

3( )f x x  cã nguyªn hµm trªn kho¶ng (0 ; +) vµ 

2 5

3 3
3

d .
5

x x x C   

b) Hµm sè 
2

1
( )

sin
g x

x
  cã nguyªn hµm trªn tõng kho¶ng ( ; ( 1) )k k     

(k  )  vµ 

2

1
d cot .

sin
x x C

x
    

4.  B¶ng nguyªn hμm cña mét sè hμm sè th−êng gÆp 

5  

LËp b¶ng theo mÉu d−íi ®©y råi dïng b¶ng ®¹o hµm trang 77 vµ trong SGK §¹i sè 

vµ Gi¶i tÝch 11 ®Ó ®iÒn c¸c hµm sè thÝch hîp vµo cét bªn ph¶i. 

f '(x) f(x) + C 

0  

1x    

1

x
  

xe   

lnxa a  (a > 0, a  1)  

cosx  

-sinx  

2

1

cos x
  

2

1

sin x
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Tõ b¶ng c¸c ®¹o hµm, ta cã b¶ng nguyªn hµm sau ®©y. 

0dx C  d
ln

x
x a

a x C
a

  (a > 0, a  1) 

dx x C   cos d sinx x x C   

11
d

1
x x x C 


 

 (  -1) sin d cosx x x C    

1
d lnx x C

x
   

2

1
d tan

cos
x x C

x
   

dx xe x e C   
2

1
d cot

sin
x x C

x
    

VÝ dô 6. TÝnh : 

a) 2

3 2

1
2 dx x

x

  
 
  trªn kho¶ng (0 ; +) ;   

b) 1(3cos 3 )dxx x  trªn kho¶ng ( ; +). 

Gi¶i  

a) Víi x  (0 ; +) ta cã 

2
32 2

3 2

1
2 d 2 d dx x x x x x

x

    
 
    

       = 
1
33 3 32 2

3 3 .
3 3

x x C x x C      

b) Víi x  ( ; +) ta cã 

1 1
(3cos 3 )d 3 cos d 3 d

3

x xx x x x x      

        
1 3

3sin
3 ln 3

x

x C   
13

3sin .
ln 3

x

x C


   

Chó ý 

Tõ ®©y, yªu cÇu t×m nguyªn hµm cña mét hµm sè ®−îc hiÓu lµ 

t×m nguyªn hµm trªn tõng kho¶ng x¸c ®Þnh cña nã. 
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II -  Ph−¬ng ph¸p tÝnh nguyªn hµm  

1.  Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè 

6  

a) Cho 10( 1) dx x . §Æt u = x  1, h·y viÕt d10( 1)x x  theo u vμ du. 

b) Cho 
ln

d .
x

x
x  §Æt ,t

x e  h·y viÕt 
ln dx

x
x

 theo t vμ dt. 

§Þnh lÝ 1  

NÕu ( ) ( )f u u F u C  d  vµ u = u(x) lµ hµm sè cã ®¹o hµm 

liªn tôc th× 

( ( )) '( )d ( ( )) .f u x u x x F u x C   

Chøng minh. Theo c«ng thøc ®¹o hµm cña hµm hîp, ta cã 

( ( ( ))) ' '( ). '( ).F u x F u u x  

V× F'( u ) = f( u ) = f(u(x)) nªn ( ( ( ))) ' ( ( )) '( ).F u x f u x u x       

Nh− vËy, c«ng thøc ( ) ( )f u u F u C  d  ®óng khi u lµ biÕn sè ®éc lËp th× 

còng ®óng khi u lµ mét hµm sè cña biÕn sè ®éc lËp x.  

HÖ qu¶  

Víi u = ax + b (a  0), ta cã  

1
( )d ( ) .f ax b x F ax b C

a
     

VÝ dô 7. TÝnh sin(3 1)d .x x  

Gi¶i. V× sin d cosu u u C    nªn theo hÖ qu¶ ta cã 

1
sin(3 1)d cos(3 1) .

3
x x x C      

Chó ý 

NÕu tÝnh nguyªn hµm theo biÕn míi u (u = u(x)) th× sau khi 
tÝnh nguyªn hµm, ta ph¶i trë l¹i biÕn x ban ®Çu b»ng c¸ch thay 
u bëi u(x). 
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VÝ dô 8. TÝnh 
5

d .
( 1)

x
x

x   

Gi¶i. §Æt u = x + 1 th× u' = 1 vµ 
5

d
( 1)

x
x

x 
 ®−îc viÕt thµnh 

5

1
d

u
u

u


. Khi ®ã, 

nguyªn hµm cÇn tÝnh trë thµnh 

5 4 5

1 1 1u
u u

u u u

    
 

 d d  = d d4 5u u u u    = 
3 4

1 1 1 1
. . .

3 4
C

u u
    

Thay u = x + 1 vµo kÕt qu¶, ta ®−îc 

5 3

1 1 1 1
d . .

4 1 3( 1) ( 1)

x
x C

xx x

      
  

2.  Ph−¬ng ph¸p tÝnh nguyªn hμm tõng phÇn 

7  

Ta cã   ( cos ) ' cos sinx x x x x   

hay     sin ( cos ) ' cos .x x x x x    

H·y tÝnh ( cos ) 'dx x x  vµ cos d .x x  Tõ ®ã tÝnh sin d .x x x  

§Þnh lÝ 2  

NÕu hai hµm sè u = u(x) vµ v = v(x) cã ®¹o hµm liªn tôc 
trªn K th× 

( ) '( )d ( ) ( ) '( ) ( )d .u x v x x u x v x u x v x x    

Chøng minh. Tõ c«ng thøc ®¹o hµm cña tÝch 

( ( ) ( )) ' '( ) ( ) ( ) '( )u x v x u x v x u x v x   

hay       ( ) '( ) ( ( ) ( )) ' '( ) ( ),u x v x u x v x u x v x   

ta cã      ( ) '( )d ( ( ) ( )) 'd '( ) ( )d .u x v x x u x v x x u x v x x     

VËy       ( ) '( )d ( ) ( ) '( ) ( )d .u x v x x u x v x u x v x x         

Chó ý 
V× '( )d d ,v x x v  '( )d d ,u x x u  nªn ®¼ng thøc trªn cßn ®−îc 

viÕt ë d¹ng  

d d .u v uv v u    

§ã lµ c«ng thøc tÝnh nguyªn hµm tõng phÇn. 
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VÝ dô 9. TÝnh 

a) dxxe x ;     b) cos dx x x ;     c) ln d .x x  

Gi¶i 

a) §Æt u = x vµ d d ,x
v e x  ta cã d du x  vµ .xv e  Do ®ã 

e d e e d e e .x x x x xx x x x x C       

b) §Æt u = x vµ d cos d ,v x x  ta ®−îc d du x  vµ sin .v x  VËy 

cos d sin sin dx x x x x x x    

hay      cos d sin cos .x x x x x x C    

c) §Æt u = ln ,x  dv = dx, ta cã du = 
1

dx
x

 vµ v = x. Do ®ã 

ln d ln d ln .x x x x x x x x C       

8  

Cho P(x) lµ ®a thøc cña x. Tõ VÝ dô 9, h·y lËp b¶ng theo mÉu d−íi ®©y råi ®iÒn u vµ 

dv thÝch hîp vµo « trèng theo ph−¬ng ph¸p tÝnh nguyªn hµm tõng phÇn. 

 ( ) dx
P x e x  ( )cos dP x x x  ( ) ln dP x x x  

u ( )P x    

dv x
e xd    

Bµi tËp 

1. Trong c¸c cÆp hµm sè d−íi ®©y, hµm sè nµo lµ mét nguyªn hµm cña hµm 

sè cßn l¹i ? 

a) xe  vµ xe  ;         b) sin 2x  vµ sin
2
x ; 

c)

2
2

1 xe
x

  
 

 vµ 
4

1 .xe
x

  
 

 

2. T×m nguyªn hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a) f(x) = 
3

1x x

x

 
 ;        b) f(x) = 

2 1x

xe


 ;  
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c) f(x) = 
2 2

1

sin .cosx x
 ;        d) f(x) = sin 5 .cos3x x  ;  

e) f(x) = tan
2
x ;          g) f(x) = 3 2e x  ; 

h) f(x) = 
1

(1 )(1 2 )x x 
. 

3. Sö dông ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè, h·y tÝnh : 

a) 9(1 ) dx x (®Æt 1 )u x   ;     

b) 
3
22(1 ) dx x x (®Æt 21 )u x   ; 

c) 3cos sin dx x x  (®Æt cos )t x  ; 

d)
d

2x x

x

e e   (®Æt 1).xu e   

4.  Sö dông ph−¬ng ph¸p tÝnh nguyªn hµm tõng phÇn, h·y tÝnh : 

a) ln(1 )dx x x ;         b) 2( 2 1) dxx x e x  ;    

c) sin(2 1)dx x x ;         d)  (1 )cos dx x x . 

 

 

 t Ý c h p h© n   

I - kh¸I niÖm tÝch ph©n 

1.  DiÖn tÝch h×nh thang cong 

1  

KÝ hiÖu T lµ h×nh thang vu«ng giíi h¹n bëi ®−êng th¼ng y = 2x + 1, trôc hoµnh vµ hai 

®−êng th¼ng x = 1, x = t (1   t   5) (H.45). 

1. TÝnh diÖn tÝch S cña h×nh T khi t = 5 (H.46). 

2. TÝnh diÖn tÝch S(t) cña h×nh T khi t  [1 ; 5]. 
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H×nh 45            H×nh 46 

3. Chøng minh r»ng S(t) lµ mét nguyªn hµm cña f(t) = 2t + 1, t  [1 ; 5] vµ diÖn tÝch 

S = S(5)  S(1). 

Cho hµm sè ( )y f x  liªn tôc, kh«ng ®æi dÊu trªn ®o¹n [a ; b]. H×nh ph¼ng 

giíi h¹n bëi ®å thÞ cña hµm sè y = ( )f x , trôc hoµnh vµ hai ®−êng th¼ng x = a, 

x = b ®−îc gäi lµ h×nh thang cong (H. 47a). 

ë líp d−íi, ta ®· biÕt c¸ch tÝnh diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt, h×nh tam gi¸c. B©y 

giê, ta xÐt bµi to¸n tÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng D giíi h¹n bëi mét ®−êng 

cong kÝn bÊt k× (H. 47b). 

 

 

 

 

 

 

a)        b)  

H×nh 47 

B»ng c¸ch kÎ c¸c ®−êng th¼ng song song víi c¸c trôc to¹ ®é, ta chia D 
thµnh nh÷ng h×nh nhá lµ nh÷ng h×nh thang cong (H.47a). Bµi to¸n trªn 
®−îc ®−a vÒ tÝnh diÖn tÝch cña h×nh thang cong. 

VÝ dô 1. TÝnh diÖn tÝch h×nh thang cong giíi h¹n bëi ®−êng cong 2,y x  

trôc hoµnh vµ c¸c ®−êng th¼ng 0, 1.x x    

Gi¶i. Víi mçi x  [0 ; 1] gäi S(x) lµ diÖn tÝch cña phÇn h×nh thang cong ®· 

cho n»m gi÷a hai ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi trôc Ox t¹i ®iÓm cã hoµnh ®é 0 

vµ x (H. 48). 
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H×nh 48             H×nh 49 

Ta chøng minh  

2'( ) , [0 ;1].S x x x   

ThËt vËy, víi h > 0, x + h < 1, kÝ hiÖu MNPQS  vµ MNEFS  lÇn l−ît lµ diÖn 

tÝch c¸c h×nh ch÷ nhËt MNPQ vµ MNEF (H.49), ta cã 

( ) ( )MNPQ MNEFS S x h S x S     

hay 

2 2( ) ( ) ( ) .hx S x h S x h x h      

VËy  

2 2( ) ( )
0 2 .

S x h S x
x xh h

h

 
     

Víi h < 0, x + h > 0, tÝnh to¸n t−¬ng tù, ta ®−îc  

2 2( ) ( )
2 0.

S x h S x
xh h x

h

 
     

Tãm l¹i víi mäi h  0, ta cã  

2 2( ) ( )
2 .

S x h S x
x x h h

h

 
    

Suy ra  

2

0

( ) ( )
'( ) lim ,

h

S x h S x
S x x

h

 
   x  (0 ; 1). 

Ta còng chøng minh ®−îc '(0)S  = 0, '(1)S  = 1. 

Do ®ã, S(x) lµ mét nguyªn hµm cña hµm sè 2( )f x x  trªn ®o¹n [0 ; 1].  
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MÆt kh¸c trªn ®o¹n ®ã, 
3

( )
3

x
F x   còng lµ mét nguyªn hµm cña 2( )f x x  nªn  

3

( ) ,
3

x
S x C  .C    

Tõ gi¶ thiÕt S(0) = 0, suy ra C = 0. VËy  

3

( )
3

x
S x  . 

Thay x = 1 vµo ®¼ng thøc trªn, ta cã diÖn tÝch cña h×nh cÇn t×m lµ
1

.(1)
3

S   

B©y giê, ta xÐt bµi to¸n t×m diÖn tÝch h×nh thang cong bÊt k×. 

Cho h×nh thang cong giíi h¹n bëi c¸c ®−êng th¼ng x = a, x = b (a < b), 

trôc hoµnh vµ ®−êng cong y = f(x), trong ®ã f(x) lµ hµm sè liªn tôc, kh«ng 

©m trªn ®o¹n [a ; b].  

Víi mçi x  [a ; b], kÝ hiÖu S(x) lµ diÖn tÝch 

cña phÇn h×nh thang cong ®ã n»m gi÷a hai 

®−êng th¼ng vu«ng gãc víi Ox lÇn l−ît t¹i a 

vµ x (H.50). 

Ta còng chøng minh ®−îc S(x) lµ mét 

nguyªn hµm cña f(x) trªn ®o¹n [a ; b]. 

Gi¶ sö F(x) còng lµ mét nguyªn hµm cña f(x) th× 

cã mét h»ng sè C sao cho ( ) ( ) .S x F x C     

V× S(a) = 0 nªn F(a) + C = 0 hay C = F(a). 

VËy ( ) ( ) ( ).S x F x F a   

Thay x = b vµo ®¼ng thøc trªn, ta cã diÖn tÝch cña h×nh thang cÇn t×m lµ  

( ) ( ) ( ).S b F b F a   

2.  §Þnh nghÜa tÝch ph©n 

2  

Gi¶ sö f(x) lµ hµm sè liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b], F(x) vµ G(x) lµ hai nguyªn hµm cña 

f(x). Chøng minh r»ng F(b)  F(a) = G(b)  G(a), (tøc lµ hiÖu sè F(b)  F(a) kh«ng 

phô thuéc viÖc chän nguyªn hµm). 

H×nh 50 
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Cho f(x) lµ hµm sè liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b]. Gi¶ sö F(x) lµ 

mét nguyªn hµm cña f(x) trªn ®o¹n [a ; b].  

HiÖu sè F(b)  F(a) ®−îc gäi lµ tÝch ph©n tõ a ®Õn b (hay tÝch 

ph©n x¸c ®Þnh trªn ®o¹n [a ; b]) cña hµm sè f(x), kÝ hiÖu lµ 

( )d .

b

a

f x x  

Ta cßn dïng kÝ hiÖu F(x)
b

a
 ®Ó chØ hiÖu sè F(b)  F(a). 

VËy  ( )d ( ) ( ) ( ).

b
b

a

a

f x x F x F b F a         

Ta gäi 

b

a

 lµ dÊu tÝch ph©n, a lµ cËn d−íi, b lµ cËn trªn, f(x)dx 

lµ biÓu thøc d−íi dÊu tÝch ph©n vµ f(x) lµ hµm sè d−íi dÊu 
tÝch ph©n. 

Chó ý  
Trong tr−êng hîp a = b hoÆc a > b, ta quy −íc 

( )d 0

a

a

f x x   ; ( )d ( )d .

b a

a b

f x x f x x    

VÝ dô 2 

1)

2
22 2 2
1

1

2 d 2 1 4 1 3x x x       ; 

2)
1

1

1
d ln ln ln1 1 0 1.

e
e

t t e
t

       

NhËn xÐt 

a) TÝch ph©n cña hµm sè f tõ a ®Õn b cã thÓ kÝ hiÖu bëi ( )d

b

a

f x x  

hay ( )d

b

a

f t t . TÝch ph©n ®ã chØ phô thuéc vµo f vµ c¸c cËn a, b 

mµ kh«ng phô thuéc vµo biÕn sè x hay t. 
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b) ý nghÜa h×nh häc cña tÝch ph©n. NÕu hµm sè f(x) liªn tôc vµ 

kh«ng ©m trªn ®o¹n [a ; b], th× tÝch ph©n ( )d

b

a

f x x  lµ diÖn tÝch 

S cña h×nh thang cong giíi h¹n bëi ®å thÞ cña f(x), trôc Ox vµ 

hai ®−êng th¼ng x = a, x = b (H.47a). VËy 

      ( )d .

b

a

S f x x           

II   TÝnh chÊt cña tÝch ph©n 

TÝnh chÊt 1 

( )d ( )d

b b

a a

kf x x k f x x     (k lµ h»ng sè). 

TÝnh chÊt 2 

[ ( ) ( )]d ( )d ( )d .

b b b

a a a

f x g x x f x x g x x      

3  

H·y chøng minh c¸c tÝnh chÊt 1 vµ 2. 

VÝ dô 3. TÝnh

4
2

1

( 3 )d .x x x  

Gi¶i. Ta cã 

  

14 4 4
2 2 2

1 1 1

( 3 )d d 3 dx x x x x x x      

          

33 34 4
32

1 1

2 4 1
3 2(2 1) 35.

3 3 3

x
x
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TÝnh chÊt 3 

 ( )d ( )d ( )d

b c b

a a c

f x x f x x f x x        (a < c < b). 

Chøng minh. Gi¶ sö F(x) lµ mét nguyªn hµm cña f(x) trªn ®o¹n [a ; b]. Khi 

®ã, F(x) còng lµ mét nguyªn hµm cña f(x) trªn mçi ®o¹n [a ; c] vµ [c ; b]. Do 

®ã, ta cã 

 ( )d ( )d ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

c b

a c

f x x f x x F c F a F b F c       

           = F(b)  F(a) = ( )d .

b

a

f x x          

VÝ dô 4. TÝnh 

2

0

1 cos2 dx x


 . 

Gi¶i. Ta cã   

2 2 2
2

0 0 0

1 cos2 d 2sin d 2 sin d .x x x x x x

  
      

V× 
sin , nÕu 0

sin
sin , nÕu 2

x x
x

x x

  
     

 

nªn 

 

2 2

0 0

1 cos2 d 2 sin d sin dx x x x x x

  



 
   
 
 

    

    = 

2

0

2 sin d sin dx x x x

 



 
 
 
 
   

2

02 ( cos ) (cos )x x
 


      = 4 2.  
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III   Ph−¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n  

1.  Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè 

4  

Cho tÝch ph©n 

1
2

0

(2 1) .I x x  d  

1. TÝnh I b»ng c¸ch khai triÓn 2(2 1) .x   

2. §Æt 2 1.u x   BiÕn ®æi biÓu thøc 2(2 1)x x d  thµnh g(u)du. 

3. TÝnh d
(1)

(0)

( )

u

u

g u u  vµ so s¸nh kÕt qu¶ víi I trong c©u 1. 

T−¬ng tù ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè trong viÖc tÝnh nguyªn hµm, ta cã ®Þnh lÝ 
sau ®©y. 

§Þnh lÝ  

Cho hµm sè f(x) liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b]. Gi¶ sö hµm sè 

( )x t cã ®¹o hµm liªn tôc trªn ®o¹n [ ;  ]
(*)

 sao cho 

( ) , ( )a b      vµ ( )a t b   víi mäi [ ; ].t    

Khi ®ã  

( )d ( ( )) '( )d .

b

a

f x x f t t t




    

VÝ dô 5. TÝnh 

1

2
0

1
d .

1
x

x   

Gi¶i. §Æt tan ,x t  .
2 2

t
 

    Ta cã 
2

1
'( ) .

cos
x t

t
  

 Khi x = 0 th× t = 0, khi x = 1 th× t = 
4


.  

C¸c gi¶ thiÕt cña ®Þnh lÝ trªn ®−îc tho¶ m·n. Do ®ã 

1 4 4

2 2 2
0 0 0

1 1 d
.d .

41 1 tan cos

t
x t

x t t

 


  

 
   d  

      
(*) NÕu   , ta xÐt ®o¹n [ ; ]  . 
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Chó ý 

Trong nhiÒu tr−êng hîp ta cßn sö dông phÐp ®æi biÕn sè ë 
d¹ng sau :  

Cho hµm sè f(x) liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b]. §Ó tÝnh ( )

b

a

f x x d , 

®«i khi ta chän hµm sè u = u(x) lµm biÕn sè míi, trong ®ã trªn 
®o¹n [a ; b], u(x) cã ®¹o hµm liªn tôc vµ ( )u x  [ ; ].    

Gi¶ sö cã thÓ viÕt 

( ) ( ( )) '( ), [ ; ],f x g u x u x x a b   

víi g(u) liªn tôc trªn ®o¹n [  ; ]. 

Khi ®ã, ta cã  
( )

( )

( ) ( ) .

u bb

a u a

f x x g u u d d  

VÝ dô 6. TÝnh 
2

2

0

sin cos .x x x



 d  

Gi¶i. §Æt u = sinx. Ta cã ' cos .u x  

Khi 0x   th× (0) 0,u   khi 
2

x


  th× 1.
2

u
   

 
 

VËy  

2 1
2 2 3

0 0

11 1
sin cos .

3 0 3
x x x u u u



   d d  

VÝ dô 7. TÝnh 

1

2 3
0

d .
(1 )

x
x

x   

Gi¶i. §Æt 21 ,u x   ta cã ' 2u x , u(0) = 1, u(1) = 2 nªn  

1 2

2 3 3 2 2
0 1

21 1 1 1 1 1 3
. 1 .

2 4 1 4 16(1 ) 2

x
x u

x u u

        
   d d  



 110 

2.  Ph−¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n tõng phÇn 

5  

a) H·y tÝnh ( 1) dxx e x  b»ng ph−¬ng ph¸p tÝnh nguyªn hµm tõng phÇn. 

b) Tõ ®ã tÝnh 

1

0

( 1) .xx e x d  

T−¬ng tù ph−¬ng ph¸p tÝnh nguyªn hµm tõng phÇn, ta cã ®Þnh lÝ sau ®©y. 

§Þnh lÝ  

NÕu u = u(x) vµ v = v(x) lµ hai hµm sè cã ®¹o hµm liªn tôc 

trªn ®o¹n [a ; b] th× 

( ) '( )d ( ( ) ( )) '( ) ( )d

b b
b

a

a a

u x v x x u x v x u x v x x    

hay   d d .

b b
b

a

a a

u v uv v u    

VÝ dô 8. TÝnh
2

0

sin dx x x



 . 

Gi¶i. §Æt u = x vµ dv = sin dx x , ta cã du = dx vµ v = cos .x  Do ®ã 

    
0

0 0

sin d ( cos ) cos dx x x x x x x

 
 

     

        =

2

00
( cos ) (sin ) 0 1 1.x x x




      

VÝ dô 9. TÝnh
2

1

ln
d

e
x

x
x

 . 
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Gi¶i. §Æt lnu x  vµ
2

1
v x

x
d d , ta cã 

1
d du x

x
  vµ

1
v

x
  . Do ®ã 

e ee

2 21
1 1

ln 1 1
d ln d

x
x x x

xx x

    
  

e

1

1 1
ln x

x x

    
 

 

 
1 1 2

(0 1) 1
e e e

        
 

. 

 

B ¹ n  c ã  b i Õ t   

N i u - t ¬ n  ( I . N e w t o n )   

Niu-t¬n lµ nhµ to¸n häc, vËt lÝ häc, c¬ häc vµ thiªn v¨n häc 

vÜ ®¹i ng−êi Anh. 

Sinh ra thiÕu th¸ng, Niu-t¬n lµ mét ®øa trÎ yÕu ít. Lín 

lªn Niu-t¬n còng kh«ng ph¶i lµ mét cËu bÐ khoÎ m¹nh. CËu 

th−êng ph¶i tr¸nh nh÷ng trß ch¬i hiÕu ®éng cña ®¸m b¹n bÌ 

cïng løa tuæi. Thay vµo ®ã, cËu tù s¸ng chÕ ra nh÷ng trß 

ch¬i cho riªng m×nh, qua ®ã còng thÊy ®−îc tµi n¨ng thùc 

nghiÖm cña Niu-t¬n sím ®−îc béc lé. Khi th× cËu lµm ra 

nh÷ng ®å ch¬i c¬ häc, nh− chiÕc ®ång hå b»ng gç ch¹y 

®−îc, khi th× cËu s¸ng chÕ ra chiÕc cèi xay giã, bªn trong ®Ó 

mét con chuét ®ãng vai trß ng−êi thî xay. Cã lÇn vµo ban 

®ªm Niu-t¬n ®· th¶ chiÕc diÒu mang ®Ìn lång chiÕu s¸ng, 

khiÕn cho d©n lµng ho¶ng sî. Vµ ngay tõ lóc nhá, Niu-t¬n ®· rÊt chÞu khã ®äc s¸ch vµ 

ghi chÐp cÈn thËn nh÷ng ®iÒu lÝ thó mµ cËu ®äc ®−îc trong s¸ch. 

N¨m 1661, 18 tuæi, Niu-t¬n vµo häc t¹i tr−êng §¹i häc Cam-brit (Cambridge). Tõ ®ã 

Niu-t¬n thùc sù quan t©m ®Õn khoa häc. ThÇy d¹y to¸n cña Niu-t¬n thõa nhËn 

cËu sinh viªn xuÊt s¾c ®· v−ît m×nh vµ n¨m 1669 «ng nh−êng chøc vô gi¸o s− 

cho ng−êi häc trß lçi l¹c Êy. Niu-t¬n gi÷ chøc nµy cho ®Õn n¨m 1701. 

Cèng hiÕn lín lao cña Niu-t¬n ®èi víi to¸n häc lµ ®ång thêi vµ ®éc lËp víi Lai-b¬-nit 

(G. Leibniz), «ng ®· s¸ng lËp ra phÐp tÝnh vi ph©n vµ tÝch ph©n. Ngay tõ nh÷ng n¨m 

1665  1666, lóc 22, 23 tuæi, Niu-t¬n ®· x©y dùng c¬ së cña phÐp tÝnh nµy mµ 

«ng gäi lµ "ph−¬ng ph¸p th«ng l−îng", vµ «ng ®· ¸p dông ph−¬ng ph¸p ®ã ®Ó 

gi¶i nh÷ng bµi to¸n vÒ C¬ häc. 

Niu-t¬n vµ Lai-b¬-nit ®Òu ph¸t hiÖn ra mèi liªn hÖ s©u s¾c gi÷a tÝch ph©n vµ 

nguyªn hµm. LÞch sö To¸n häc cho thÊy kh¸i niÖm tÝch ph©n ®· xuÊt hiÖn ®éc lËp 

 

 

 

 

 

 

 

I. Newton 
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víi ®¹o hµm vµ nguyªn hµm. Do ®ã, viÖc thiÕt lËp mèi liªn hÖ gi÷a tÝch ph©n víi 

nguyªn hµm lµ mét ph¸t minh cña Niu-t¬n vµ Lai-b¬-nit.  

Niu-t¬n ®· cã nh÷ng ph¸t minh c¬ b¶n vÒ d·y v« h¹n. §Æc biÖt, «ng më réng 

®Þnh lÝ, nay gäi lµ "®Þnh lÝ nhÞ thøc Niu-t¬n" cho tr−êng hîp sè mò lµ mét sè thùc 

tuú ý. 

Niu-t¬n cßn cã nh÷ng cèng hiÕn lín lao trong c¸c lÜnh vùc §¹i sè, H×nh häc, C¬ 

häc vµ VËt lÝ. ¤ng ®· ph¸t minh ra ®Þnh luËt vÜ ®¹i vÒ v¹n vËt hÊp dÉn. 

 
 

Bµi tËp 

1. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau : 

a) 

1

2
23

1

2

(1 ) dx x



 ;       b) 
2

0

sin d
4

x x



  
  ; 

c) 

2

1

2

1
d

( 1)
x

x x  ;        d) 

2
2

0

( 1) dx x x ; 

e) 

2

2
1

2

1 3
d

( 1)

x
x

x



 ;        g)
2

sin3 cos5 d .x x x







  

2. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau : 

a) 

2

0

1 dx x ;         b) 2

0

sin dx x




 ; 

c) 

ln 2 2 1

0

e 1
d

e

x

x
x

 
 ;       d) 2

0

sin2 cos d .x x x
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3.  Sö dông ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè, h·y tÝnh : 

a) 

3 2

3
0

2

d

(1 )

x
x

x

  (®Æt 1)u x   ;  

b) 

1
2

0

1 dx x  (®Æt sin )x t  ; 

 c) 

1

0

(1 )
d

1

x

x

e x
x

xe




  (®Æt 1 )xu xe   ;  

 d) 
2

2 2
0

1
d

a

x

a x
 (a > 0) (®Æt sin ).x a t   

4.  Sö dông ph−¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n tõng phÇn, h·y tÝnh : 

a) 

0

( 1)sin dx x x




 ;       b) 2

1

ln d

e

x x x ; 

c) 

1

0

ln(1 )dx x ;        d) 

1
2

0

( 2 1) d .xx x e x   

5.  TÝnh c¸c tÝch ph©n sau : 

a) 

31

2

0

(1 3 ) dx x ;     b)

1

2 3

2
0

1
d

1

x
x

x




  ;   c) 

2

2
1

ln(1 )
d .

x
x

x


  

6.  TÝnh 

1
5

0

(1 )x x x d  b»ng hai ph−¬ng ph¸p : 

a) §æi biÕn sè u = 1  x ;      

b) TÝnh tÝch ph©n tõng phÇn. 
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ø n g  d ô n g  c ñ a  t Ý c h  p h © n  
trong h×nh häc  

 

i - tÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng 

1  

TÝnh diÖn tÝch h×nh thang vu«ng ®−îc giíi h¹n bëi c¸c ®−êng th¼ng y = 2x – 1, y = 0, 
x = 1 vµ x = 5. 

So s¸nh víi diÖn tÝch h×nh thang vu«ng trong   1 cña §2. 

1.  H×nh ph¼ng giíi h¹n bëi mét ®−êng cong vμ trôc hoμnh 

Gi¶ sö hµm sè y = f(x) liªn tôc, nhËn gi¸ trÞ 
kh«ng ©m trªn ®o¹n [a ; b]. Ta ®· biÕt h×nh 
thang cong giíi h¹n bëi ®å thÞ cña f(x), trôc 
hoµnh vµ hai ®−êng th¼ng x = a, x = b cã 
diÖn tÝch S ®−îc tÝnh theo c«ng thøc 

( )d .

b

a

S f x x         (1) 

Tr−êng hîp f(x) ≤ 0 trªn ®o¹n [a ; b], ta cã 

f(x)  0 vµ diÖn tÝch h×nh thang cong 
aABb b»ng diÖn tÝch h×nh thang cong 
aA'B'b lµ h×nh ®èi xøng cña h×nh thang ®· 
cho qua trôc hoµnh (H.51). Do ®ã  

( ( ))d .

b

aABb aA B b

a

S S S f x x              (2) 

Tæng qu¸t, diÖn tÝch S cña h×nh 
ph¼ng giíi h¹n bëi ®å thÞ cña 
hµm sè f(x) liªn tôc, trôc hoµnh 
vµ hai ®−êng th¼ng x = a, x = b 
(H.52) ®−îc tÝnh theo c«ng thøc 

( ) d .

b

a

S f x x      (3)  

H×nh 51 

H×nh 52 
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VÝ dô 1. TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng ®−îc giíi h¹n bëi ®å thÞ cña hµm sè y = 3,x  

trôc hoµnh vµ hai ®−êng th¼ng x = 1, x = 2 (H.53). 

Gi¶i. Ta cã 3 0x   trªn ®o¹n [1 ; 0] vµ 
3 0x   trªn ®o¹n [0 ; 2]. ¸p dông c«ng thøc 

(3), ta cã : 

  

2 0 2
3 3 3

1 1 0

d ( )d dS x x x x x x

 

       

    
4 40 2

1 0

17
.

4 4 4

x x
      

2.  H×nh ph¼ng giíi h¹n bëi hai ®−êng cong 

Cho hai hµm sè y = f1(x) vµ y = f2(x) liªn tôc 

trªn ®o¹n [a ; b] . Gäi D lµ h×nh ph¼ng giíi 

h¹n bëi ®å thÞ hai hµm sè ®ã vµ c¸c ®−êng 

th¼ng x = a, x = b (H.54). 

XÐt tr−êng hîp 1 2( ) ( )f x f x  víi mäi 

[ ; ].x a b  Gäi 1 2,S S  lµ diÖn tÝch cña hai 

h×nh thang cong giíi h¹n bëi trôc hoµnh, hai 

®−êng th¼ng x = a, x = b vµ c¸c ®−êng cong 

y = f1(x), y = f2(x) t−¬ng øng. Khi ®ã, diÖn tÝch 

S cña h×nh D lµ  

1 2 1 2( ( ) ( ))d .

b

a

S S S f x f x x     

Trong tr−êng hîp tæng qu¸t, ng−êi ta chøng minh ®−îc c«ng thøc 

1 2( ) ( ) d .

b

a

S f x f x x            (4) 

Chó ý   

Khi ¸p dông c«ng thøc (4), cÇn khö dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña 
hµm sè d−íi dÊu tÝch ph©n. Muèn vËy, ta gi¶i ph−¬ng tr×nh 

H×nh 53 

H×nh 54 
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1 2( ) ( )f x f x  = 0 trªn ®o¹n [a ; b]. Gi¶ sö ph−¬ng tr×nh cã hai 

nghiÖm c, d (c < d). Khi ®ã, 1 2( ) ( )f x f x  kh«ng ®æi dÊu trªn 

c¸c ®o¹n [a ; c], [c ; d], [d ; b]. Trªn mçi ®o¹n ®ã, ch¼ng h¹n 
trªn ®o¹n [a ; c], ta cã  

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )]d .

c c

a a

f x f x x f x f x x   d [  

VÝ dô 2. TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi hai ®−êng th¼ng x = 0, x =  

vµ ®å thÞ cña hai hµm sè y = cos ,x  y = sin x  (H.55). 

Gi¶i. §Æt f1(x) = cos ,x  f2(x) = sin .x  

Ta cã 1 2( ) ( )f x f x  = 0  

 cos sin 0x x    

 
4

x


   [0 ; ]. 

VËy diÖn tÝch cña h×nh ph¼ng ®· cho lµ       H×nh 55 

0

cos sin dS x x x


   

4

0

cos sin d cos sin dx x x x x x







       

 

0

(cos sin )d (cos sin )dx x x x x x







      

 
4

4

(sin cos ) (sin cos ) 2 2x x x x




 

     . 

VÝ dô 3. TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi hai ®−êng cong y = x
3
  x vµ 

y = x  x
2
. 

Gi¶i. Ta cã   

3 2 3 2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) 2 .f x f x x x x x x x x         
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Ph−¬ng tr×nh 1 2( ) ( ) 0f x f x   cã ba nghiÖm x1 = 2, x2 = 0, x3 = 1. 

VËy diÖn tÝch h×nh ph¼ng ®· cho lµ  

1
3 2

2

2 dS x x x x



  
0 1

3 2 3 2

2 0

( 2 ) ( 2 )x x x x x x x x



      d d  

 
4 3 4 30 1

2 2

02

8 5 37

4 3 4 3 3 12 12

x x x x
x x



   
           
   

. 

 II  -  TÝnh thÓ tÝch 

2  

H·y nh¾c l¹i c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch khèi l¨ng trô cã diÖn tÝch ®¸y b»ng B vµ chiÒu 

cao b»ng h. 

1.  ThÓ tÝch cña vËt thÓ 

C¾t mét vËt thÓ V bëi hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) vu«ng gãc víi trôc Ox lÇn l−ît 

t¹i x = a, x = b (a < b). Mét mÆt ph¼ng tuú ý vu«ng gãc víi Ox t¹i ®iÓm x 

( )a x b   c¾t V theo thiÕt diÖn cã diÖn tÝch lµ S(x) (H.56). Gi¶ sö S(x) liªn tôc 

trªn ®o¹n [a ; b]. 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 56 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng thÓ tÝch V cña phÇn vËt thÓ V giíi h¹n bëi 

hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) ®−îc tÝnh bëi c«ng thøc : 

( )d .

b

a

V S x x          (5) 
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VÝ dô 4. TÝnh thÓ tÝch khèi l¨ng trô, biÕt 

diÖn tÝch ®¸y b»ng B vµ chiÒu cao b»ng h.  

Gi¶i. Chän trôc Ox song song víi ®−êng 

cao cña khèi l¨ng trô, cßn hai ®¸y n»m 

trong hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi Ox 

t¹i x = 0 vµ x = h (H.57). 

HiÓn nhiªn, mét mÆt ph¼ng tuú ý vu«ng gãc 

víi trôc Ox, c¾t l¨ng trô theo thiÕt diÖn cã 

diÖn tÝch kh«ng ®æi S(x) = B (0 ).x h   

¸p dông c«ng thøc (5), ta cã  

0
0 0

( )d d .

h h
h

V S x x B x Bx Bh      

2.  ThÓ tÝch khèi chãp vμ khèi chãp côt 

a) Cho khèi chãp cã chiÒu cao b»ng h vµ 

diÖn tÝch ®¸y b»ng B. 

Chän trôc Ox vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng 

®¸y t¹i ®iÓm I sao cho gèc O trïng víi 

®Ønh cña khèi chãp vµ cã h−íng x¸c ®Þnh 

bëi vect¬ OI


. Khi ®ã OI = h. Mét mÆt 

ph¼ng () vu«ng gãc víi Ox t¹i x 

(0 )x h   c¾t khèi chãp theo thiÕt diÖn 

cã diÖn tÝch lµ S(x) (H.58). Ta cã  

2

2
.( )

x
S x B

h
         

Khi ®ã, thÓ tÝch V cña khèi chãp lµ        H×nh 58 

2 3

2 2 0
0

.d
3 3

h h
x B x Bh

V B x
h h

 
   

   

b) Cho khèi chãp côt t¹o bëi khèi chãp ®Ønh S cã diÖn tÝch hai ®¸y lÇn l−ît 

lµ B, B' vµ chiÒu cao b»ng h. 

H×nh 57 
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Chän trôc Ox trïng víi ®−êng cao cña 

khèi chãp vµ gèc O trïng víi ®Ønh S. 

Hai mÆt ph¼ng ®¸y cña khèi chãp côt 

c¾t Ox t¹i I vµ I' (H.59). §Æt OI = b, 

OI' = a (a < b). Gäi V lµ thÓ tÝch cña 

khèi chãp côt. Ta cã  

2
3 3

2 2
d ( )

3

b

a

x B
V B x b a

b b
    

    
2 2

2
.

3

b a a ab b
B

b

  
 .      

 

V×  
2

2
'

a
B B

b
  vµ h = b a nªn        

( ' ').
3

h
V B BB B    

III   ThÓ tÝch khèi trßn xoay 

3  

Nh¾c l¹i kh¸i niÖm mÆt trßn xoay vµ khèi trßn xoay trong h×nh häc. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

NghÖ nh©n lµng gèm B¸t Trµng 

H×nh 59 
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Bµi to¸n 

Gi¶ sö mét h×nh thang cong giíi h¹n 

bëi ®å thÞ hµm sè y = f(x), trôc Ox vµ 

hai ®−êng th¼ng x = a vµ x = b (a < b) 

quay xung quanh trôc Ox t¹o thµnh 

mét khèi trßn xoay (H.60). H·y tÝnh thÓ 

tÝch V cña nã. 

Gi¶i. ThiÕt diÖn cña khèi trßn xoay trªn 

t¹o bëi mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc Ox 

t¹i x  [a ; b] lµ h×nh trßn cã b¸n kÝnh 

b»ng ( ) .f x  Do ®ã, diÖn tÝch cña thiÕt 

diÖn lµ S(x) = 2( ).f x  VËy theo c«ng 

thøc (5) ta cã   

    2( )d .

b

a

V f x x     (6) 

VÝ dô 5. Cho h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi 
®−êng cong y = sin ,x  trôc hoµnh vµ 

hai ®−êng th¼ng x = 0, x =  (H.61).  

TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay thu ®−îc 
khi quay h×nh nµy xung quanh trôc Ox.  

Gi¶i. ¸p dông c«ng thøc (6), ta cã 

 2

0 0

sin d (1 cos2 )d
2

V x x x x

 
            H×nh 61 

   =
2

0

1
.sin 2

2 2 2
x x

    
 

       

VÝ dô 6. TÝnh thÓ tÝch h×nh cÇu b¸n kÝnh R. 

Gi¶i. H×nh cÇu b¸n kÝnh R lµ khèi trßn 

xoay thu ®−îc khi quay nöa h×nh trßn 

giíi h¹n bëi ®−êng 2 2y R x   

( R x R   ) vµ ®−êng th¼ng y = 0 xung 

quanh trôc Ox (H.62).  
H×nh 62 

H×nh 60 
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VËy  22 2 d

R

R

V R x x



    

 2 2( )d

R

R

R x x



  
3

2

3

R

R

x
R x



 
   

 
 = 34

.
3

R  

Bµi tËp 

1.  TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®−êng : 

a) y = x
2
, y = x + 2 ;   b) y = ln x , y = 1 ;  c) y = (x  6)

2
, y = 6x  x

2
.  

2.  TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi ®−êng cong y = x
2
 + 1, tiÕp tuyÕn 

víi ®−êng nµy t¹i ®iÓm M(2 ; 5) vµ trôc Oy. 

3. Parabol y = 
2

2

x
 chia h×nh trßn cã t©m t¹i gèc to¹ ®é, b¸n kÝnh 2 2   

thµnh hai phÇn. T×m tØ sè diÖn tÝch cña chóng. 

4. TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay do h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®−êng sau 

quay quanh trôc Ox : 

a) y = 1  x
2
, y = 0 ;  

b) y = cos ,x  y = 0, x = 0, x =  ; 

c) y = tan ,x  y = 0, x = 0, x = 
4


. 

5. Cho tam gi¸c vu«ng OPM cã c¹nh OP n»m trªn trôc Ox. §Æt  

 , 0 , 0
3

POM OM R R        
 

.  

Gäi V  lµ khèi trßn xoay thu ®−îc khi quay tam 

gi¸c ®ã xung quanh trôc Ox (H.63). 

a) TÝnh thÓ tÝch cña V theo  vµ R. 

b) T×m  sao cho thÓ tÝch cña V lín nhÊt.  

 

H×nh 63 
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B ¹ n  c ã  b i Õ t   

l Þ c h  s ö  P h Ð p  t Ý n h  t Ý c h  p h © n   

PhÐp tÝnh tÝch ph©n ®· ®−îc c¸c nhµ b¸c häc sö dông tõ tr−íc thÕ kØ XVIII. §Õn thÕ 

kØ XIX, C«-si (Cauchy, 1789  1857) vµ Ri-man (Riemann, 1826  1866) míi x©y 
dùng ®−îc mét lÝ thuyÕt chÝnh x¸c vÒ tÝch ph©n. LÝ thuyÕt nµy vÒ sau ®−îc L¬-be-g¬ 

(Lebesgue, 1875  1941) vµ §¨ng-gioa (Denjoy, 1884  1974) hoµn thiÖn. 

§Ó ®Þnh nghÜa tÝch ph©n, c¸c nhµ to¸n häc ë thÕ kØ XVII vµ XVIII kh«ng dïng ®Õn 
kh¸i niÖm giíi h¹n. Thay vµo ®ã, hä nãi "tæng cña mét sè v« cïng lín nh÷ng sè 
h¹ng v« cïng nhá". Ch¼ng h¹n, diÖn tÝch cña h×nh thang cong lµ tæng cña mét sè 
v« cïng lín nh÷ng diÖn tÝch cña nh÷ng h×nh ch÷ nhËt v« cïng nhá. Dùa trªn c¬ së 

nµy, Kª-ple (Kepler, 1571  1630) ®· tÝnh mét c¸ch chÝnh x¸c nhiÒu diÖn tÝch vµ 

thÓ tÝch. C¸c nghiªn cøu nµy ®−îc Ca-va-li-¬-ri (Cavalierie,1598  1647) tiÕp tôc 
ph¸t triÓn. 

D−íi d¹ng trõu t−îng, tÝch ph©n ®· ®−îc Lai-b¬-nit ®Þnh nghÜa vµ ®−a vµo kÝ hiÖu . Tªn 

gäi "tÝch ph©n" do Bec-nu-li (Jacob Bernoulli, 1654  1705), häc trß cña Lai-b¬-nit 
®Ò xuÊt. 

Nh− vËy, tÝch ph©n ®· xuÊt hiÖn ®éc lËp víi ®¹o hµm vµ nguyªn hµm. Do ®ã, viÖc 
thiÕt lËp liªn hÖ gi÷a tÝch ph©n vµ nguyªn hµm lµ mét ph¸t minh vÜ ®¹i cña Niu-t¬n 
vµ Lai-b¬-nit. 

Kh¸i niÖm hiÖn ®¹i vÒ tÝch ph©n, xem nh− giíi h¹n cña c¸c tæng tÝch ph©n, lµ cña 
C«-si vµ Ri-man. 

 
 

B μ i  ® ä c  t h ª m   

T Ý n h  d i Ö n  t Ý c h  b » n g  g i í i  h ¹ n   

1. TÝnh diÖn tÝch h×nh thang cong 

XÐt h×nh thang cong giíi h¹n bëi c¸c ®−êng x = a, x = b (a < b), y = 0 vµ y = f(x), 

trong ®ã f(x) lµ hµm sè liªn tôc, kh«ng ©m trªn ®o¹n [a ; b]. 

§Ó x¸c ®Þnh diÖn tÝch cña h×nh thang cong trªn. Ta dïng phÐp chia nhá, xÊp xØ 

bëi mét h×nh bËc thang vµ chuyÓn qua giíi h¹n. 

Ta chia ®o¹n [a ; b] thµnh n phÇn tuú ý bëi c¸c ®iÓm 
0
,x  

1
,x  ..., 

n
x sao cho 

0 1
... .

n
a x x x b      
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Tõ c¸c ®iÓm chia, vÏ c¸c ®−êng th¼ng song song víi trôc Oy, t−¬ng øng chia h×nh 

thang cong thµnh n h×nh thang cong nhá (H.64a). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   a)      b) 

H×nh 64 

T¹i mçi h×nh thang cong 
1i i i i

x A B x , ta dùng mét h×nh ch÷ nhËt cã ®¸y lµ ®o¹n 

1
[ ; ]

i i
x x  vµ chiÒu cao b»ng ( )

i
f   víi 

i
  lÊy tuú ý trªn ®o¹n 

1
[ ; ]

i i
x x  (H.64b). 

H×nh ch÷ nhËt nhËn ®−îc 
1i i i i

x M N x  cã diÖn tÝch b»ng 

1
( )( ).

i i i
f x x   

Sè nµy xÊp xØ diÖn tÝch h×nh thang cong
1i i i i

x A B x .  

KÝ hiÖu S lµ diÖn tÝch h×nh thang cong aABb cÇn t×m, ta cã 

1 1 0 2 2 1 1
( )( ) ( )( ) ... ( )( ),

n n n
S f x x f x x f x x           

hay         
1

1

( )( ).
n

i i i
i

S f x x 


            (1) 

XÊp xØ nµy cµng chÝnh x¸c nÕu tÊt c¶ c¸c hiÖu sè 
1i i

x x   cµng nhá. Sù kiÖn nµy gîi ý 

cho ta vÒ phÐp chuyÓn qua giíi h¹n khi 
1

1
max ( )

i i
i n

x x  
  dÇn tíi 0 ®Ó thu ®−îc diÖn tÝch 

h×nh thang cong aABb. 

XÐt  

1
1

lim ( )( )
n

i i i
i

f x x 


  khi
1

1
max ( ) 0

i i
i n

x x  
  .       (2) 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng nÕu f(x) liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b] th× giíi h¹n (2) 

lu«n tån t¹i kh«ng phô thuéc c¸ch chia ®o¹n [a ; b] vµ c¸ch lÊy ®iÓm 
1

[ ; ],
i i i

x x   

i = 1, 2, ..., n. Ta coi giíi h¹n Êy lµ diÖn tÝch cña h×nh thang cong ®· cho. 
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VËy 
1

1

lim ( )( )
n

i i i
i

S f x x 


   khi 
1

1
max ( ) 0.

i i
i n

x x  
          (3) 

Giíi h¹n nµy chÝnh lµ ( )d .

b

a

f x x  

2. ¸p dông 

Nhê giíi h¹n d¹ng (3), ta cã thÓ tÝnh ®−îc diÖn tÝch mét sè h×nh ph¼ng. 

VÝ dô 1. TÝnh diÖn tÝch h×nh thang cong 
giíi h¹n bëi c¸c ®−êng  

2 ,y x y = 0, x = 0 vµ x = 1. 

Gi¶i. Ta tiÕn hµnh theo ph−¬ng ph¸p trªn 
nh−ng chia ®o¹n [a ; b] thµnh n phÇn b»ng 

nhau, tøc lµ ®é dµi c¸c ®o¹n 
1

[ ; ]
i i

x x  

b»ng 
1

n
. §iÓm 

i
  ®−îc chän lµ mót tr¸i 

cña ®o¹n 
1

[ ; ]
i i

x x , 
1
.

i i
x   Khi ®ã  

2
1

( ) ,
i

i
f

n
    

 
 i = 1, 2, ..., n (H.65). 

Ta lËp tæng d¹ng (1)  

  

2 2 2

1
1

1 1 2 1
( )( ) ...

n

i i i
i

n
S f x x

n n n n
 



                 
        

          2 2

3 3

1 ( 1)(2 1)
(1 2 ... ( 1) )

6

n n n
n

n n

 
       

          
2

( 1)(2 1)
.

6

n n

n

 
  

VËy 
1 2

1

( 1)(2 1) 1
lim ( )( ) lim

36

n

i i i
n n

i

n n
S f x x

n
  

 
     

(v× chia ®Òu ®o¹n [a ; b] nªn 
1

1
max( ) 0 ).

i i
i n

x x n 
      

VÝ dô 2. TÝnh diÖn tÝch h×nh trßn b¸n kÝnh R. 

Gi¶i. V× diÖn tÝch h×nh trßn kh«ng phô thuéc vÞ trÝ cña nã trong mÆt ph¼ng Oxy 
nªn ®Ó x¸c ®Þnh, ta gi¶ sö t©m h×nh trßn trïng víi gèc to¹ ®é. H×nh trßn ®èi xøng 
qua t©m, nªn ta chØ cÇn tÝnh diÖn tÝch cña phÇn n»m ë gãc phÇn t− thø nhÊt cña 
mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

H×nh trßn ®−îc giíi h¹n bëi ®−êng trßn cã ph−¬ng tr×nh lµ 2 2 2.x y R   Ta cã thÓ 

viÕt ph−¬ng tr×nh nµy ë d¹ng tham sè 

cos ,x R t sin ,y R t  0 2 .t    

H×nh 65 
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Ta tÝnh diÖn tÝch phÇn t− h×nh trßn ®−îc giíi h¹n bëi cung trßn cos ,x R t  siny R t  

0
2

t
   

 
 vµ hai trôc to¹ ®é x = 0 vµ y = 0. 

Ta chia ®o¹n [0 ; R] trªn trôc hoµnh 

thµnh n phÇn bëi c¸c ®iÓm ix  (i = 0, ..., n) 

sao cho c¸c ®iÓm iM  (i = 0, ..., n) t−¬ng 

øng chia cung trßn thµnh n phÇn b»ng 
nhau. Khi ®ã, sè ®o c¸c cung nhá 

®Òu b»ng .
2n


 §iÓm 

i
  ®−îc chän 

trïng víi 
i

x  (mót ph¶i ®o¹n 
1

[ ; ]
i i

x x ) 

(H.66). Ta cã 

cos
2 2

sin
2 2

i

i

x R i
n

y R i
n

       


       

(i = 1, 2, ..., n). 

0
0,x 

0
.y R  

LËp tæng d¹ng (1), ta ®−îc 

2
1

1 1

( )( ) sin cos cos ( 1)
2 2 2 2 2 2

n n

i i i
i i

f x x R i i i
n n n

 
 

                                

2

1

2 sin( ) .sin(2 2 1) . sin
2 4 4

n

i

R n i n i
n n n

  
     

22 sin sin( 1) .sin(2 1)
4 2 4

R n n
n n n

     
 

3
sin( 2) sin(2 3) ... sin sin

2 4 2 4
n n

n n n n

        
 

2 sin cos cos(4 3) cos cos(4 7)
4 4 4 4 4

R n n
n n n n n

                   
 

... cos cos5
4 4n n

      
 

2 cos .( 1)sin
4 4

R n
n n

 
    

2 sin cos5 cos9 ... cos(4 3) .
4 4 4 4

R n
n n n n

          
 

V× 
sin(4 1) sin 3

cos5 cos9 ... cos(4 3) ,
2sin 2

n x x
x x n x

x

 
      

H×nh 66 
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nªn tæng trªn viÕt thµnh 

1
1

( )( )
n

i i i
i

f x x 


  2 2
sin(4 1) sin

4 4cos .( 1)sin sin
4 4 4

2sin
4

n
n nR n R

n n n

n

 
   

 


 

2 2
sin(4 1) sin

4 4cos .( 1)sin . .
4 4

4 cos
4

n
n nR n R

n n

n

 
  

  


 

ChuyÓn qua giíi h¹n ®¼ng thøc trªn khi n    (v× 
1

1
max( ) 0

i i
i n

x x  
  ),n   

ta ®−îc 

1
1

lim ( )( )
n

i i i
n

i

S f x x  
    

  2 2
sin sin(4 1) sin

1 4 4 4lim cos . 1
4 4

4cos
4 4

n

n
n n nR R

n n

n n



               
  

2

.
4

R
  

VËy diÖn tÝch h×nh trßn b»ng 2.R  

 

¤n tËp ch−¬ng III 

1. a) Ph¸t biÓu ®Þnh nghÜa nguyªn hµm cña hµm sè f(x) trªn mét kho¶ng. 

b) Nªu ph−¬ng ph¸p tÝnh nguyªn hµm tõng phÇn. Cho vÝ dô minh ho¹. 

2. a) Ph¸t biÓu ®Þnh nghÜa tÝch ph©n cña hµm sè f(x) trªn mét ®o¹n.  

b) Nªu c¸c tÝnh chÊt cña tÝch ph©n. Cho vÝ dô minh ho¹. 

3. T×m nguyªn hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a) f(x) = (x  1)(1  2x)(1  3x) ;    b) f(x) = 2sin 4 cos 2x x  ; 

c) f(x) = 
2

1

1 x
 ;         d) f(x) = 3( 1) .xe   

4. TÝnh : 

a) (2 )sin dx x x ;        b) 
2( 1)

d
x

x
x


 ; 
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c) 
3 1

d
1

x

x

e
x

e




 ;          d) 

2

1
d

(sin cos )
x

x x
 ; 

e) 
1

d
1

x
x x  ;        g) 

1
d .

(1 )(2 )
x

x x   

5. TÝnh : 

a) 

3

0

d
1

x
x

x ;          b) 

64

3
1

1
d

x
x

x


 ; 

c) 

2
2 3

0

dxx e x ;           d) 

0

1 sin 2 dx x


 ; 

6. TÝnh : 

a) 
2

2

0

cos2 sin dx x x



 ;         b) 

1

1

2 2 dx x x



 ; 

c) 

2

2
1

( 1)( 2)( 3)
d

x x x
x

x

  
 ;     d) 

2

2
0

1
d

2 3
x

x x 
 ; 

e) 
2

2

0

(sin cos ) dx x x



 ;       g) 2

0

( sin ) d .x x x


  

7. XÐt h×nh ph¼ng D giíi h¹n bëi 22 1y x   vµ 2(1 ).y x   

a) TÝnh diÖn tÝch h×nh D. 

b) Quay h×nh D xung quanh trôc Ox. TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay ®−îc 
t¹o thµnh. 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

1. TÝnh
d

1

x

x , kÕt qu¶ lµ : 

 (A) 
1

C

x
;  (B) 1C x ;     (C) 2 1 x C   ;   (D) 

2
.

1
C

x
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2.  TÝnh
ln2

2 dx x
x

 , kÕt qu¶ sai lµ : 

 (A) 12 x C  ;          (B) 2 2 1x C   
 

; 

 (C) 2 2 1x C   
 

;        (D) 2 .x C  

3.  TÝch ph©n 2

0

cos sin dx x x



  b»ng : 

 (A) 
2

3
 ;     (B) 

2

3
;      (C) 

3

2
;       (D) 0. 

4.  Cho hai tÝch ph©n 
2

0
d2sin x x



  vµ

0
d

2
2cos x x



 , h·y chØ ra kh¼ng ®Þnh ®óng : 

(A) 
2

0 0
d d

2
2 2sin cosx x x x

 

  ;      (B) 
2

0 0
d d

2
2 2sin cosx x x x

 

  ; 

(C) 
2

0 0
d d

2
2 2sin cosx x x x

 

  ;      (D) Kh«ng so s¸nh ®−îc.  

5.  DiÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®−êng cong 

a) 3y x vµ 5y x  b»ng : 

(A) 0 ;     (B) 4 ;     (C) 
1

6
;     (D) 2. 

b) siny x x  vµ (0 2 )y x x     b»ng : 

(A) 4 ;     (B) 4 ;     (C) 0 ;     (D) 1. 

6.  Cho h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®−êng y x  vµ y x  quay xung 

quanh trôc Ox. ThÓ tÝch cña khèi trßn xoay t¹o thµnh b»ng : 

(A) 0 ;     (B)  ;     (C)  ;     (D) .
6
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S è  p h ø c   

 

1.  Sè i  

Ta ®· biÕt c¸c ph−¬ng tr×nh bËc hai víi biÖt sè ©m kh«ng cã nghiÖm thùc. 

Ph−¬ng tr×nh bËc hai ®¬n gi¶n nhÊt kh«ng cã nghiÖm thùc lµ ph−¬ng tr×nh 

2 1 0.x    

Víi mong muèn më réng tËp hîp sè thùc ®Ó mäi ph−¬ng tr×nh bËc n ®Òu cã 
nghiÖm, ng−êi ta ®−a ra mét sè míi, kÝ hiÖu lµ i vµ coi nã lµ nghiÖm cña 
ph−¬ng tr×nh trªn. Nh− vËy 

2 1.i    

2.  §Þnh nghÜa sè phøc 

Mçi biÓu thøc d¹ng a + bi, trong ®ã , ,a b    2 1i    ®−îc 

gäi lµ mét sè phøc.  

§èi víi sè phøc z = a + bi, ta nãi a lµ phÇn thùc, b lµ phÇn 
¶o cña z. 

TËp hîp c¸c sè phøc kÝ hiÖu lµ .  

VÝ dô 1. C¸c sè sau lµ nh÷ng sè phøc : 

2 + 5i ; 2 3i   ; 1 ( 3)i   (cßn viÕt lµ 1 3 )i ; 1 3 i  (cßn viÕt lµ 

1 3)i .  

1  

T×m phÇn thùc vµ phÇn ¶o cña c¸c sè phøc sau : 3 5 ,i  4 2,i  0 i,  1 + 0i. 

3.  Sè phøc b»ng nhau 

Hai sè phøc lµ b»ng nhau nÕu phÇn thùc vµ phÇn ¶o cña 

chóng t−¬ng øng b»ng nhau. 

vµ .a bi c di a c b d       
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VÝ dô 2. T×m c¸c sè thùc x vµ y, biÕt 

(2 1) (3 2) ( 2) ( 4) .x y i x y i        

Gi¶i. Tõ ®Þnh nghÜa cña hai sè phøc b»ng nhau, ta cã  

2 1 2x x   vµ 3 2 4.y y    

VËy x = 1 vµ y = 3. 

Chó ý    

 Mçi sè thùc a ®−îc coi lµ mét sè phøc víi phÇn ¶o b»ng 0 

0 .a a i   

Nh− vËy, mçi sè thùc còng lµ mét sè phøc. Ta cã .   

 Sè phøc 0 bi  ®−îc gäi lµ sè thuÇn ¶o vµ viÕt ®¬n gi¶n lµ bi  

0 .bi bi   

§Æc biÖt    0 1 .i i   

Sè i ®−îc gäi lµ ®¬n vÞ ¶o. 
 

2  

ViÕt sè phøc z cã phÇn thùc b»ng 
1

,
2

 phÇn ¶o b»ng 
3

.
2

  

4.  BiÓu diÔn h×nh häc sè phøc 

Nh− trªn ®· thÊy, mçi sè phøc z a bi   hoµn 

toµn ®−îc x¸c ®Þnh bëi cÆp sè thùc (a ; b).   

§iÓm M(a ; b) trong mét hÖ to¹ ®é 

vu«ng gãc cña mÆt ph¼ng ®−îc gäi lµ 

®iÓm biÓu diÔn sè phøc z = a + bi 

(H.67). 

VÝ dô 3. (H.68) 

§iÓm A biÓu diÔn sè phøc 3 + 2i ; 

§iÓm B biÓu diÔn sè phøc 2 – 3i ; 

§iÓm C biÓu diÔn sè phøc –3 – 2i ; 

§iÓm D biÓu diÔn sè phøc 3i. 

 

      H×nh 68    

H×nh 67 
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3  

a) BiÓu diÔn trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é c¸c sè phøc sau : 3  2i, 4i, 3. 

b) C¸c ®iÓm biÓu diÔn sè thùc, sè thuÇn ¶o n»m ë ®©u trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é ? 

5.  M«®un cña sè phøc 

Gi¶ sö sè phøc z = a + bi ®−îc biÓu diÔn bëi ®iÓm 
M(a ; b) trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é (H.69). 

§é dµi cña vect¬ OM


 ®−îc gäi lµ 

m«®un cña sè phøc z vµ kÝ hiÖu lµ |z|.  

VËy  

z OM


 hay a bi OM 


. 

DÔ thÊy   2 2 .a bi a b           H×nh 69 

VÝ dô 4 

2 23 2 3 ( 2) 13i      ; 

21 3 1 ( 3) 2.i     

4  

Sè phøc nµo cã m«®un b»ng 0 ? 

6.  Sè phøc liªn hîp 

5  

BiÓu diÔn c¸c cÆp sè phøc sau trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é vµ nªu nhËn xÐt : 

a) 2 3i  vµ 2 3i  ; 

b) 2 3i   vµ 2 3 .i    

Cho sè phøc .z a bi   Ta gäi 

a bi  lµ sè phøc liªn hîp cña z vµ 

kÝ hiÖu lµ .z a bi   

VÝ dô 5 

3 2z i    ;    3 2z i   ; 

4 3z i   ;    4 3 .z i   

Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, c¸c ®iÓm biÓu diÔn z 

vµ z  ®èi xøng víi nhau qua trôc Ox (H.70).   
H×nh 70 
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6  

Cho 3 2z i  . 

a) H·y tÝnh z  vµ .z  Nªu nhËn xÐt.        

b) TÝnh z  vµ .z  Nªu nhËn xÐt. 

Tõ ®Þnh nghÜa ta cã :  

 z z  ; 

 .z z        

     

B ¹ n  c ã  b i Õ t   

C¸c- ®a-n« (G . c a r d a n o )   

C¸c-®a-n« lµ mét nhµ b¸c häc ng−êi I-ta-li-a. ¤ng sinh n¨m 

1501, ®¹t häc vÞ tiÕn sÜ y khoa n¨m 1526, nh−ng kh«ng 

®−îc hµnh nghÒ y mµ trë thµnh thÇy gi¸o d¹y to¸n. ¤ng 

cã trªn 200 c«ng tr×nh vÒ c¸c lÜnh vùc To¸n häc, Y häc, 

TriÕt häc, Thiªn v¨n häc, ¢m nh¹c vµ ThÇn häc. N¨m 

1545 «ng xuÊt b¶n quyÓn s¸ch "NghÖ thuËt lín cña 

phÐp gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh ®¹i sè". Trong cuèn s¸ch 

nµy, «ng tr×nh bµy c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc ba, bËc 

bèn vµ ®Ò cËp tíi c¨n bËc hai cña sè ©m. Cã thÓ nãi sù 

nghiªn cøu sè phøc khëi nguån tõ c«ng tr×nh nµy. 

Bµi tËp 

1. T×m phÇn thùc vµ phÇn ¶o cña sè phøc z, biÕt : 

a) 1z i   ;         b) 2z i  ; 

c) 2 2z  ;         d) 7 .z i   

2. T×m c¸c sè thùc x vµ y, biÕt : 

a) (3 2) (2 1) ( 1) ( 5)x y i x y i       ; 

b) (1 2 ) 3 5 (1 3 )x i y i     ; 

c) (2 ) (2 ) ( 2 3) ( 2 1) .x y y x i x y y x i          

G. Cardano 

(1501  1576) 
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3. Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, t×m tËp hîp ®iÓm biÓu diÔn c¸c sè phøc z tho¶ m·n 

®iÒu kiÖn : 

a) PhÇn thùc cña z b»ng 2 ; 

b) PhÇn ¶o cña z b»ng 3 ; 

c) PhÇn thùc cña z thuéc kho¶ng (1 ; 2) ; 

d) PhÇn ¶o cña z thuéc ®o¹n [1 ; 3] ; 

e) PhÇn thùc vµ phÇn ¶o cña z ®Òu thuéc ®o¹n [2 ; 2]. 

4. TÝnh z  víi : 

a) 2 3z i   ;       b) 2 3z i  ; 

c) 5z   ;         d) 3.z i  

5. Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, t×m tËp hîp ®iÓm biÓu diÔn c¸c sè phøc z tho¶ m·n 

®iÒu kiÖn : 

a) 1z  ;          b) 1z  ; 

c) 1 2z  ;        d) 1z  vµ phÇn ¶o cña z b»ng 1. 

6. T×m ,z  biÕt : 

a) 1 2z i  ;        b) 2 3z i   ; 

c) z = 5 ;          d) 7 .z i  

 

 

C é n g ,  t r õ  vμ  n h © n  s è  p h ø c  

 

1.  PhÐp céng vμ phÐp trõ 

1  

Theo quy t¾c céng, trõ ®a thøc (coi i lµ biÕn), h·y tÝnh : 

(3 2 ) (5 8 )i i   ; 

(7 5 ) (4 3 )i i   . 

PhÐp céng vµ phÐp trõ hai sè phøc ®−îc thùc hiÖn theo quy t¾c 

céng, trõ ®a thøc. 
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VÝ dô 1 
(5 2 ) (3 7 ) (5 3) (2 7) 8 9i i i i          ; 

(1 6 ) (4 3 ) (1 4) (6 3) 3 3 .         i i i i  

Tæng qu¸t 

( ) ( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ( ) .

a bi c di a c b d i

a bi c di a c b d i

      
      

 

2.  PhÐp nh©n 

2  

Theo quy t¾c nh©n ®a thøc víi chó ý   2 1,i    h·y tÝnh (3 2 )(2 3 ).i i   

PhÐp nh©n hai sè phøc ®−îc thùc hiÖn theo quy t¾c nh©n ®a 

thøc råi thay 2 1i    trong kÕt qu¶ nhËn ®−îc. 

VÝ dô 2 
2(5 2 )(4 3 ) 20 15 8 6 (20 6) (15 8) 14 23i i i i i i i            ; 

2(2 3 )(6 4 ) 12 8 18 12 12 8 18 12i i i i i i i           

       (12 12) (8 18) 24 10 .i i       

Tæng qu¸t 

2( )( ) .a bi c di ac adi bci bdi ac adi bci bd           

VËy 

( )( ) ( ) ( ) .a bi c di ac bd ad bc i       

Chó ý 

PhÐp céng vµ phÐp nh©n c¸c sè phøc cã tÊt c¶ c¸c tÝnh chÊt 

cña phÐp céng vµ phÐp nh©n c¸c sè thùc. 

3 

H·y nªu c¸c tÝnh chÊt cña phÐp céng vµ phÐp nh©n sè phøc. 

Bµi tËp 

1. Thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh sau : 

a) (3 5 ) (2 4 )i i    ;       b) ( 2 3 ) ( 1 7 )i i     ; 

c) (4 3 ) (5 7 )i i    ;       d) (2 3 ) (5 4 ).i i    
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2. TÝnh ,      víi : 

a) 3, 2i    ;          b) 1 2 , 6i i    ; 

c) 5 , 7i i     ;         d) 15, 4 2 .i     

3. Thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh sau : 

a) (3 2 )(2 3 )i i   ;         b) ( 1 )(3 7 )i i    ; 

c) 5(4 3 )i  ;           d) ( 2 5 ).4 .i i   

4. TÝnh 3,i  4,i  5.i  

Nªu c¸ch tÝnh ni  víi n lµ mét sè tù nhiªn tuú  ý. 

5. TÝnh : 

a) 2(2 3 )i  ;           b) 3(2 3 ) .i  

 
 

 
P h Ð p  c h i a  s è  p h ø c   

 

1.  Tæng vμ tÝch cña hai sè phøc liªn hîp 

1  

Cho z = 2 + 3i. H·y tÝnh z z  vµ . .z z  Nªu nhËn xÐt. 

Cho sè phøc .z a bi   Ta cã : 

      ( ) ( ) 2z z a bi a bi a       ; 

    
22 2 2 2. ( )( ) ( ) .z z a bi a bi a bi a b z         

 Tæng cña mét sè phøc víi sè phøc liªn hîp cña nã b»ng hai 

lÇn phÇn thùc cña sè phøc ®ã.  

 TÝch cña mét sè phøc víi sè phøc liªn hîp cña nã b»ng b×nh 

ph−¬ng m«®un cña sè phøc ®ã.  

VËy tæng vµ tÝch cña hai sè phøc liªn hîp lµ mét sè thùc. 
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2.  PhÐp chia hai sè phøc 

Chia sè phøc c + di cho sè phøc a + bi kh¸c 0 lµ t×m sè phøc z sao cho 

c + di = (a + bi)z. Sè phøc z ®−îc gäi lµ th−¬ng trong phÐp chia c + di cho  

a + bi vµ kÝ hiÖu lµ  

.
c di

z
a bi





 

VÝ dô 1. Thùc hiÖn phÐp chia 4 + 2i cho 1 + i.  

Gi¶i. Gi¶ sö 
4 2

1

i
z

i





. Theo ®Þnh nghÜa, ta cã (1 + i)z = 4 + 2i. 

Nh©n c¶ hai vÕ víi sè phøc liªn hîp cña 1 + i, ta ®−îc  

(1 – i)(1 + i)z = (1 – i)(4 + 2i) 

suy ra        2.z = 6 – 2i 

hay       
1

(6 2 ) 3
2

   z i i . 

VËy       
4 2

3 .
1

i
i

i


 


 

Tæng qu¸t, gi¶ sö .
c di

z
a bi





 Theo ®Þnh nghÜa phÐp chia sè phøc, ta cã  

(a + bi)z = c + di. 

Nh©n c¶ hai vÕ víi sè phøc liªn hîp cña a + bi, ta ®−îc  

(a – bi) (a + bi)z = (a – bi)(c + di) 

hay         

(a
2
 + b

2
)z = (ac + bd) + (ad – bc)i. 

Nh©n c¶ hai vÕ víi sè thùc 
2 2

1
,

a b
 ta ®−îc  

 2 2
1

( ) ( )z
b

   


ac bd ad bc i
a

. 

VËy         

2 2 2 2
.

c di ac bd ad bc
i

a bi a b a b
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Chó ý 

Trong thùc hµnh, ®Ó tÝnh th−¬ng
c di

a bi




, ta nh©n c¶ tö vµ mÉu víi 

sè phøc liªn hîp cña a + bi. 

VÝ dô 2. Thùc hiÖn phÐp chia 3 + 2i cho 2 + 3i. 

Gi¶i  

3 2 (3 2 )(2 3 ) 12 5

2 3 (2 3 )(2 3 ) 13

i i i i

i i i

   
 

  
12 5

.
13 13

i   

2  

Thùc hiÖn c¸c phÐp chia sau : 
1

2 3

i

i




; 
6 3

.
5

i

i


 

 

Bµi tËp 

1.  Thùc hiÖn c¸c phÐp chia sau : 

a) 
2

3 2

i

i




 ;   b) 
1 2

2 3

i

i




 ;   c) 
5

2 3

i

i
 ;   d) 

5 2
.

i

i


 

2. T×m nghÞch ®¶o 
1

z
 cña sè phøc z, biÕt : 

a) z =1 2i  ;   b) z = 2 3i  ;  c) z = i ;     d) z = 5 3.i  

3. Thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh sau : 

a) 2 (3 )(2 4 )i i i   ;       b) 
2 3(1 ) (2 )

2

i i

i


 

 ; 

c) 3 2 (6 )(5 )i i i     ;     d) 
5 4

.4 3
3 6

i
i

i


 


 

4.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) (3 2 ) (4 5 ) 7 3 ;i z i i        b) (1 3 ) (2 5 ) (2 )i z i i z      ; 

c) (2 3 ) 5 2 .
4 3

z
i i

i
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 Ph−¬ n g  t r × n h  b Ë c  h a i  v í i  
 hÖ sè thù c  

 

1.  C¨n bËc hai cña sè thùc ©m 

  

ThÕ nµo lµ c¨n bËc hai cña sè thùc d−¬ng a ? 

T−¬ng tù c¨n bËc hai cña mét sè thùc d−¬ng, tõ ®¼ng thøc 2 1i   , ta nãi i lµ 

mét c¨n bËc hai cña 1 ; i còng lµ mét c¨n bËc hai cña 1, v× 2( ) 1i   . Tõ 

®ã, ta x¸c ®Þnh ®−îc c¨n bËc hai cña c¸c sè thùc ©m, ch¼ng h¹n : 

C¨n bËc hai cña 2 lµ 2i , v× 2( 2) 2i    ; 

C¨n bËc hai cña 3 lµ 3i , v× 2( 3) 3i    ; 

C¨n bËc hai cña 4 lµ 2i , v× 2( 2 ) 4i   . 

Tæng qu¸t, c¸c c¨n bËc hai cña sè thùc a ©m lµ i a . 

2.  Ph−¬ng tr×nh bËc hai víi hÖ sè thùc 

Cho ph−¬ng tr×nh bËc hai 2 0ax bx c    víi a, b, c  , a  0. XÐt biÖt 

sè 2 4b ac    cña ph−¬ng tr×nh. Ta thÊy : 

 Khi 0  , ph−¬ng tr×nh cã mét nghiÖm thùc x =
2

b

a
 ; 

 Khi 0  , cã hai c¨n bËc hai (thùc) cña   lµ    vµ ph−¬ng tr×nh cã 

hai nghiÖm thùc ph©n biÖt, ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

1,2
2

b
x

a

  
 ; 

 Khi 0   ph−¬ng tr×nh kh«ng cã nghiÖm thùc v× kh«ng tån t¹i c¨n bËc 

hai thùc cña . 
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Tuy nhiªn, trong tr−êng hîp 0  , nÕu xÐt trong tËp hîp sè phøc, ta vÉn 

cã hai c¨n bËc hai thuÇn ¶o cña   lµ i  . Khi ®ã, ph−¬ng tr×nh cã hai 

nghiÖm phøc ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

1,2
.

2

b i
x

a

  
  

VÝ dô. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2 1 0x x    trªn tËp hîp sè phøc. 

Ta cã   = 1  4 = 3. VËy ph−¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm phøc lµ  

1,2
1 3

2

i
x

 
 . 

NhËn xÐt  

Trªn tËp hîp sè phøc, mäi ph−¬ng tr×nh bËc hai ®Òu cã hai 
nghiÖm (kh«ng nhÊt thiÕt ph©n biÖt).  

Tæng qu¸t, ng−êi ta ®· chøng minh ®−îc r»ng mäi ph−¬ng 
tr×nh bËc n (n   1) 

1
0 1 1... 0n n

n na x a x a x a
     , 

trong ®ã a0, a1, …, an ,   a0   0 ®Òu cã n nghiÖm phøc 

(c¸c nghiÖm kh«ng nhÊt thiÕt ph©n biÖt). 

 §ã lµ ®Þnh lÝ c¬ b¶n cña §¹i sè häc.  

Bµi tËp 

1.  T×m c¸c c¨n bËc hai phøc cña c¸c sè sau : 7 ; 8 ; 12 ; 20 ; 121. 

2.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau trªn tËp hîp sè phøc : 

a) 23 2 1 0z z     ;    b) 27 3 2 0z z    ;   c) 25 7 11 0.z z    

3.  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau trªn tËp hîp sè phøc : 

a) 4 2 6 0z z    ;        b) 4 27 10 0.z z    

4.  Cho a, b, c  ,  a  0, 1 2,z z lµ hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 2 0.az bz c    

H·y tÝnh 1 2z z  vµ 1 2.z z  theo c¸c hÖ sè a, b, c. 

5.  Cho z = a + bi lµ mét sè phøc. H·y t×m mét ph−¬ng tr×nh bËc hai víi hÖ sè 
thùc nhËn z vµ z  lµm nghiÖm. 
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B μ i  ® ä c  t h ª m   

P h−¬ n g  t r × n h  ® ¹ i  s è  

 

Ph−¬ng tr×nh ®¹i sè lµ ph−¬ng tr×nh d¹ng  

1
0 1 1

... 0
n n

n n
a x a x a x a


     , 

trong ®ã n lµ mét sè nguyªn d−¬ng ; 
0
,a

1
,a  ..., 

n
a lµ c¸c sè ®· cho vµ ®−îc gäi lµ 

c¸c hÖ sè cña ph−¬ng tr×nh, x lµ Èn sè. NÕu 
0

0a   th× n lµ bËc cña ph−¬ng tr×nh. 

ViÖc nghiªn cøu sù tån t¹i nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®¹i sè vµ t×m c«ng thøc tÝnh 
nghiÖm cña nã ®· thu hót c«ng søc cña nhiÒu nhµ to¸n häc, trong nhiÒu thÕ kØ. 
ChÝnh tõ nh÷ng nghiªn cøu ®ã ®· ra ®êi ngµnh §¹i sè vµ thóc ®Èy sù ph¸t triÓn 
cña nhiÒu lÜnh vùc to¸n häc kh¸c. 

Tõ 2000 n¨m tr−íc C«ng nguyªn, ng−êi Ai CËp vµ ng−êi Babilon cæ ®· biÕt gi¶i c¸c 
ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt vµ mét sè tr−êng hîp riªng cña c¸c ph−¬ng tr×nh bËc hai 
vµ bËc ba. 

LÝ thuyÕt gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc hai ®−îc tr×nh bµy lÇn ®Çu tiªn trong cuèn s¸ch "Sè 
häc" cña §i-«-ph¨ng (Diophantus), nhµ b¸c häc cæ Hi L¹p thÕ kØ III. CÇn chó ý r»ng 
vÊn ®Ò cã nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®¹i sè lu«n g¾n víi sù më réng c¸c tËp hîp sè. 

Ch¼ng h¹n, ph−¬ng tr×nh x + 3 = 0 kh«ng cã nghiÖm trong tËp hîp sè tù nhiªn , 

nh−ng cã nghiÖm trong tËp hîp c¸c sè nguyªn . Ph−¬ng tr×nh 3x + 2 = 0 kh«ng 

cã nghiÖm trong tËp hîp c¸c sè nguyªn , nh−ng cã nghiÖm trong tËp hîp c¸c sè 

h÷u tØ . 

Tæng qu¸t, trªn tËp hîp c¸c sè h÷u tØ , mäi ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ®Òu cã 

nghiÖm. Nhê viÖc më réng tõ tËp hîp c¸c sè h÷u tØ  sang tËp hîp c¸c sè thùc ,  

mét líp c¸c ph−¬ng tr×nh bËc hai d¹ng 2 0ax bx c    víi biÖt sè 2 4 0b ac     

cã nghiÖm. 

C«ng thøc x¸c ®Þnh nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc hai  

2

b
x

a

  
  

®· ®−îc biÕt tõ thÕ kØ thø VI vµ ®iÒu ®ã thóc ®Èy c¸c nhµ to¸n häc ®i t×m c«ng 

thøc tÝnh nghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh bËc ba, bËc bèn,... Tuy nhiªn, ph¶i m−êi 

thÕ kØ sau (thÕ kØ XVI), c«ng thøc tÝnh nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc ba vµ thuËt 

to¸n gi¶i ph−¬ng tr×nh bËc bèn míi ®−îc c¸c nhµ to¸n häc I-ta-li-a t×m ra. 

NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc ba  
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3 0x px q              (*) 

®−îc cho bëi c«ng thøc sau (th−êng gäi lµ c«ng thøc C¸c-®a-n«) : 

2 3 2 3
3 3 .

2 4 27 2 4 27

q q p q q p
x          

C¸c-®a-n« ®· c«ng bè c«ng thøc nµy n¨m 1545, trong quyÓn s¸ch "NghÖ thuËt 
lín cña phÐp gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh ®¹i sè". 

LÏ tù nhiªn, ta coi biÓu thøc trªn cã nghÜa khi ®¹i l−îng 
2 3

4 27

q p
    lµ kh«ng ©m. 

§¹i l−îng  còng ®−îc gäi lµ biÖt sè cña ph−¬ng tr×nh (*). Tuy nhiªn, dÔ chØ ra 

nh÷ng ph−¬ng tr×nh bËc ba víi biÖt sè  < 0, mµ vÉn cã nghiÖm thùc. Ch¼ng h¹n, 
xÐt ph−¬ng tr×nh  

3
7 6 0x x   . 

Ph−¬ng tr×nh nµy cã ba nghiÖm lµ 3, 1, 2 nh−ng biÖt sè  

2 36 ( 7) 100
0

4 27 27


      . 

§iÒu ®ã dÉn ®Õn viÖc thõa nhËn r»ng biÓu thøc  

3 3
100 100

3 3
27 27

x          

lµ cã nghÜa vµ c¸c gi¸ trÞ cña nã lµ 3, 1, 2, mÆc dï biÓu thøc nµy chøa c¨n bËc 

hai cña mét sè thùc ©m. 

Nh− chóng ta ®· thÊy, sù thõa nhËn cã c¸c c¨n bËc hai cña sè thùc ©m, b¾t ®Çu 

tõ viÖc ®Æt 1i    ®· dÉn ®Õn sù ra ®êi cña tËp hîp c¸c sè phøc. 

§ång thêi víi viÖc s¸ng t¹o ra c¸c sè phøc, ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng mäi 

ph−¬ng tr×nh ®¹i sè bËc n (n  1) víi hÖ sè phøc ®Òu cã n nghiÖm phøc (c¸c 

nghiÖm kh«ng nhÊt thiÕt ph©n biÖt). 

Nh− vËy, viÖc më réng c¸c tËp hîp sè g¾n víi vÊn ®Ò cã nghiÖm cña c¸c ph−¬ng 

tr×nh ®¹i sè ®· dõng l¹i ë tËp hîp c¸c sè phøc. 

Tuy nhiªn, c¸c nhµ to¸n häc vÉn theo ®uæi bµi to¸n t×m c«ng thøc nghiÖm d−íi 

d¹ng biÓu thøc chøa c¨n thøc cho c¸c ph−¬ng tr×nh bËc lín h¬n hoÆc b»ng 5. 

GÇn 300 n¨m sau khi t×m ra c«ng thøc C¸c-®a-n«, n¨m 1826, A-ben (Abel), nhµ to¸n 

häc Na Uy ®· chøng minh ®−îc r»ng kh«ng cã mét c«ng thøc nghiÖm nh− vËy cho 

c¸c ph−¬ng tr×nh bËc lín h¬n hoÆc b»ng n¨m víi hÖ sè b»ng ch÷. H¬n n÷a, nhµ to¸n 

häc Ph¸p Ga-loa (Galois), n¨m 1830 cßn gi¶i ®−îc trän vÑn bµi to¸n : "Trong nh÷ng 

®iÒu kiÖn nµo, mét ph−¬ng tr×nh ®¹i sè gi¶i ®−îc b»ng c¨n thøc ?". C«ng tr×nh thiªn 

tµi cña Ga-loa ®Æt nÒn mãng cho sù ph¸t triÓn cña §¹i sè hiÖn ®¹i. 
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¤n tËp ch−¬ng IV 

1. ThÕ nµo lµ phÇn thùc, phÇn ¶o, m«®un cña mét sè phøc ? 

ViÕt c«ng thøc tÝnh m«®un cña mét sè phøc theo phÇn thùc vµ phÇn ¶o cña nã. 

2. T×m mèi liªn hÖ gi÷a kh¸i niÖm m«®un vµ kh¸i niÖm gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña 
mét sè thùc. 

3. Nªu ®Þnh nghÜa sè phøc liªn hîp cña sè phøc z. Sè phøc nµo b»ng sè phøc 
liªn hîp cña nã ? 

4. Sè phøc tho¶ m·n ®iÒu kiÖn nµo th× cã ®iÓm biÓu diÔn ë phÇn g¹ch chÐo 
trong c¸c h×nh 71 a, b, c) ? 

 

 

 

 

 

   a)     b)           c) 

H×nh 71 

5. Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, t×m tËp hîp ®iÓm biÓu diÔn c¸c sè phøc z tho¶ m·n 
®iÒu kiÖn : 

a) PhÇn thùc cña z b»ng 1 ;  

b) PhÇn ¶o cña z b»ng 2 ; 

c) PhÇn thùc cña z thuéc ®o¹n [1 ; 2], phÇn ¶o cña z thuéc ®o¹n [0 ; 1] ; 

d) 2.z   

6. T×m c¸c sè thùc x, y sao cho : 

a) 3 2 1 (2 )x yi y x i      ;    b) 2 1 ( 2 5) .x y x y i      

7. Chøng tá r»ng víi mäi sè phøc z, ta lu«n cã phÇn thùc vµ phÇn ¶o cña z 
kh«ng v−ît qu¸ m«®un cña nã. 

8. Thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh sau : 

a) (3 2 )[(2 ) (3 2 )]i i i     ;     b) 
1

(4 3 )
2

i
i

i


 


; 

c) 2 2(1 ) (1 )i i    ;        d) 
3 4 3

.
2 2

i i

i i
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9. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau trªn tËp sè phøc : 

a) (3 4 ) (1 3 ) 2 5i z i i      ;    b) (4 7 ) (5 2 ) 6 .i z i iz     

10. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau trªn tËp sè phøc : 

a) 23 7 8 0z z   ;    b) 4 8 0z    ;    c) 4 1 0z   . 

11.  T×m hai sè phøc, biÕt tæng cña chóng b»ng 3 vµ tÝch cña chóng b»ng 4. 

12.  Cho hai sè phøc 1,z 2z . BiÕt r»ng 1 2z z  vµ 1 2z z  lµ hai sè thùc. Chøng tá 

r»ng 1 2,z z  lµ hai nghiÖm cña mét ph−¬ng tr×nh bËc hai víi hÖ sè thùc. 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

1. Sè nµo trong c¸c sè sau lµ sè thùc ? 

(A) ( 3 2 ) ( 3 2 )i i   ;       (B) (2 5) (2 5)i i   ; 

(C) 2(1 3)i ;          (D)
2

2

i

i




. 

2. Sè nµo trong c¸c sè sau lµ sè thuÇn ¶o ? 

(A) ( 2 3 ) ( 2 3 )i i    ;      (B) ( 2 3 ).( 2 3 )i i   ; 

(C) 2(2 2 )i  ;           (D)
2 3

.
2 3

i

i




 

3. §¼ng thøc nµo trong c¸c ®¼ng thøc sau lµ ®óng ? 

(A) 1977 1i    ;  (B) 2345i i ;   (C) 2005 1i   ;   (D) 2006i i  . 

4. §¼ng thøc nµo trong c¸c ®¼ng thøc sau lµ ®óng ? 

(A) 8(1 ) 16i    ;         (B) 8(1 ) 16i i   ;  

(C) 8(1 ) 16i  ;          (D) 8(1 ) 16i i   . 

5. BiÕt r»ng nghÞch ®¶o cña sè phøc z b»ng sè phøc liªn hîp cña nã, trong c¸c 
kÕt luËn sau, kÕt luËn nµo lµ ®óng ? 

(A) z   ;   (B) 1z   ;  (C) z lµ mét sè thuÇn ¶o ;  (D) 1.z    

6.  Trong c¸c kÕt luËn sau, kÕt luËn nµo lµ sai ? 

(A) M«®un cña sè phøc z lµ mét sè thùc ; 

(B) M«®un cña sè phøc z lµ mét sè phøc ; 

(C) M«®un cña sè phøc z lµ mét sè thùc d−¬ng ; 

(D) M«®un cña sè phøc z lµ mét sè thùc kh«ng ©m. 
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¤n tËp cuèi  n¨m  

I  C©u hái 

1. §Þnh nghÜa sù ®¬n ®iÖu (®ång biÕn, nghÞch biÕn) cña mét hµm sè trªn 

mét kho¶ng. 

2. Ph¸t biÓu c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó hµm sè f(x) ®¬n ®iÖu trªn mét kho¶ng. 

3. Ph¸t biÓu c¸c ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó hµm sè f(x) cã cùc trÞ (cùc ®¹i, cùc tiÓu) t¹i  

®iÓm x0. 

4. Nªu s¬ ®å kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè. 

5. Nªu ®Þnh nghÜa vµ c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña l«garit. 

6. Ph¸t biÓu c¸c ®Þnh lÝ vÒ quy t¾c tÝnh l«garit, c«ng thøc ®æi c¬ sè cña l«garit. 

7. Nªu tÝnh chÊt cña hµm sè mò, hµm sè l«garit, mèi liªn hÖ gi÷a ®å thÞ c¸c 

hµm sè mò vµ hµm sè l«garit cïng c¬ sè.  

8. Nªu ®Þnh nghÜa vµ c¸c ph−¬ng ph¸p tÝnh nguyªn hµm.  

9. Nªu ®Þnh nghÜa vµ c¸c ph−¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n. 

10. Nh¾c l¹i c¸c ®Þnh nghÜa sè phøc, sè phøc liªn hîp, m«®un cña sè phøc. 

BiÓu diÔn h×nh häc cña sè phøc. 

II  Bμi tËp 

1. Cho hµm sè   f(x) = ax
2
  2(a + 1)x + a + 2    (a  0). 

a) Chøng tá r»ng ph−¬ng tr×nh f(x) = 0 lu«n cã nghiÖm thùc. TÝnh c¸c 

nghiÖm ®ã. 

b) TÝnh tæng S vµ tÝch P cña c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh f(x) = 0. Kh¶o 

s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña S vµ P theo a.  

2. Cho hµm sè 3 21
( 1) ( 3) 4

3
y x a x a x       .             

a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè khi a = 0. 

b) TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi (C) vµ c¸c ®−êng th¼ng  y = 0, 

x = 1, x = 1. 
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3.  Cho hµm sè   y = x
3
+ ax

2
 + bx +1.                                               

a) T×m a vµ b ®Ó ®å thÞ cña hµm sè ®i qua hai ®iÓm A(1 ; 2) vµ B(2 ; 1). 

b) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè øng víi c¸c gi¸ trÞ 

t×m ®−îc cña a vµ b.  

c) TÝnh thÓ tÝch vËt thÓ trßn xoay thu ®−îc khi quay h×nh ph¼ng giíi h¹n 

bëi c¸c ®−êng y = 0, x = 0, x = 1 vµ ®å thÞ (C) xung quanh trôc hoµnh. 

4.  XÐt chuyÓn ®éng th¼ng x¸c ®Þnh bëi ph−¬ng tr×nh  

2
4 31

( ) 3 ,
4 2

t
s t t t t     

trong ®ã t ®−îc tÝnh b»ng gi©y vµ s ®−îc tÝnh b»ng mÐt. 

a) TÝnh v(2), (2)a , biÕt  v(t), ( )a t lÇn l−ît lµ vËn tèc, gia tèc cña chuyÓn 

®éng ®· cho. 

b) T×m thêi ®iÓm t mµ t¹i ®ã vËn tèc b»ng 0. 

5.   Cho hµm sè y = x
4
 + ax

2 
+ b.                                  

a) TÝnh a, b ®Ó hµm sè cã cùc trÞ b»ng 
3

2
 khi x = 1. 

b) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè ®· cho khi a = 
1

2
, 

b = 1.  

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña (C) t¹i c¸c ®iÓm cã tung ®é b»ng 1. 

6.   Cho hµm sè 
2

1

x
y

x m




 
.             

a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè khi m = 2. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn d cña ®å thÞ (C) t¹i ®iÓm M cã hoµnh ®é 

1a   . 

7. Cho hµm sè 
2

2
y

x



. 

a) Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ (C) cña hµm sè ®· cho. 

b) T×m c¸c giao ®iÓm cña (C) vµ ®å thÞ cña hµm sè y = x
2
 + 1. ViÕt ph−¬ng 

tr×nh tiÕp tuyÕn cña (C) t¹i mçi giao ®iÓm. 

c) TÝnh thÓ tÝch vËt thÓ trßn xoay thu ®−îc khi quay h×nh ph¼ng H giíi h¹n 
bëi ®å thÞ (C) vµ c¸c ®−êng th¼ng y = 0, x = 0, x = 1 xung quanh trôc Ox.  
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8. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè  

a) 3 2( ) 2 3 12 1f x x x x       trªn ®o¹n 
5

2 ;
2

   
; 

b) 2( ) lnf x x x          trªn ®o¹n [1 ; e] ; 

c) f(x) = xe
x

           trªn nöa kho¶ng [ 0 ;   ) ; 

d) f(x) = 2sinx + sin2x       trªn ®o¹n 
3

0 ;
2

   
. 

9. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 2 113 13 12 0x x     ;        

b)(3 2 )(3 3.2 ) 8.6x x x x x    ; 

c) 5 33
log ( 2). log 2. log ( 2)x x x    ;   

d) 2
2 2log 5log 6 0.x x     

10. Gi¶i c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 
2

2
3 2

x

x x



;          b) 

2
2log ( 1)

1
1

2

x 
   
 

; 

c) 2log 3log 4x x  ;       d) 4

2

1 log 1

1 log 4

x

x





. 

11. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau b»ng ph−¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n tõng phÇn : 

a)

4

1

ln d

e

x x x ;           b)  
2

2

6

d

sin

x x

x




 ;    

c)  
0

sin dx x x


  ;         d)  

0

1

2 3 d .xx e x



  

12.  TÝnh c¸c tÝch ph©n sau b»ng ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè : 

a) 
24

0

tan 4 d
3

x x



  
   (®Æt u = cos 4 )

3
x

  
 

 ;      
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b) 

3

5

2
3

5

d

9 25

x

x
 (®Æt

3
tan

5
x t ) ;     

c) 
2

3 4

0

sin cos dx x x



 (®Æt cosu x ) ;  

d)  
4

2

4

1 tan
d

cos

x
x

x







 (®Æt 1 tanu x  ).     

13. TÝnh diÖn tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®−êng : 

a) y = x
2 

+ 1,  x = 1, x = 2 vµ trôc hoµnh ; 

b) y = lnx, 
1

x
e

 , x = e vµ trôc hoµnh. 

14. T×m thÓ tÝch vËt thÓ trßn xoay thu ®−îc khi quay h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi 

c¸c ®−êng 22y x  vµ 3y x xung quanh trôc Ox.  

15. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau trªn tËp sè phøc : 

a) (3 2 ) (4 7 ) 2 5i z i i     ; 

b) (7 3 ) (2 3 ) (5 4 )i z i i z      ; 

c) 2 2 13 0z z    ;  

d) 4 2 6 0z z   . 

16. Trªn mÆt ph¼ng to¹ ®é, h·y t×m tËp hîp ®iÓm biÓu diÔn sè phøc z tho¶ m·n 

bÊt ®¼ng thøc :  

a) 2z  ;     b) 1z i  ;     c) 1 1.z i    
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§¸p sè   H−íng dÉn 

Ch−¬ng I 
§1. 

1. a) Hµm sè ®ång biÕn trªn
3

;
2

  
 

, 

nghÞch biÕn trªn 
3

;
2

  
 

 ; 

b) Hµm sè ®ång biÕn trªn c¸c kho¶ng 

( ; 7) vµ (1 ; +), nghÞch biÕn trªn 

(7 ; 1) ;  

c) Hµm sè ®ång biÕn trªn c¸c kho¶ng 

(1 ; 0), (1 ; +), nghÞch biÕn trªn ( ; 1), 

(0 ; 1) ; 

d) Hµm sè ®ång biÕn trªn
2

0 ;
3

 
 
 

, nghÞch 

biÕn trªn c¸c kho¶ng ( ; 0),
2

;
3

  
 

. 

2.  a) Hµm sè ®ång biÕn trªn c¸c kho¶ng 

( ; 1), (1 ; +) ; 

b) Hµm sè nghÞch biÕn trªn c¸c kho¶ng 

( ; 1), (1 ; +) ; 

c) Hµm sè nghÞch biÕn trªn kho¶ng ( ;  4), 

®ång biÕn trªn kho¶ng (5 ; +) ; 

d) Hµm sè nghÞch biÕn trªn c¸c kho¶ng 

( ; 3), (3 ; 3), (3 ; +).  

3.  HD. XÐt dÊu y'. 

4.  HD. XÐt dÊu y'. 

5.  HD. Kh¶o s¸t sù biÕn thiªn cña c¸c hµm 

sè sau trªn kho¶ng 0 ;
2

 
 
 

 : 

a) ( ) tanf x x x  ; 

b)
3

( ) tan
3

x
g x x x   . 

§2. 

1.  a) 3
C§

x   , 2
CT

x  ; b) 0
CT

x  ;  

c) 1 
C§

x ; 1
CT

x   ; 

d)
3

5


C§
x , 1

CT
x  , x = 0 kh«ng ph¶i lµ 

®iÓm cùc trÞ ; e)
1

2CT
x  . 

2. a) 0
C§

x , 1
CT

x   ; 

b)
6


  

C§
x k , 

6


   

CT
x l ( , )k l   ; 

c) 2
4


  

C§
x k , 

   (2 1)
4


   

CT
x k  (k  ) ; 

d) 1 
C§

x , 1
CT

x . 

3.  HD. Sö dông ®Þnh nghÜa cùc trÞ. 

4.  HD. XÐt dÊu y'. 

5. 
9

5
a   ; b > 

36

5
 

hoÆc 
81

25
a    ;

400

243
b  . 

6. 3m   . 

§3. 

1.  a) 
[ 4;4]
min 41y


  , 
[ 4;4]
max 40y


 ; 

[0;5]
min 8y  ,

[0;5]
max 40y  . 

b) 
[0;3]
max 56y  , 

[0;3]

1
min

4
y   . 

[2;5]
min 6y  ,

[2;5]
max 552y  . 

c) 
[2;4]
min 0y  ;

[2;4]

2
max

3
y  . 

   
[ 3; 2]

5
min

4
y

 
 ;

[ 3; 2]

4
max

3
y

 
 . 

d) 
[ 1;1]
min 1y


 ;
[ 1;1]
max 3y


 . 
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2.  H×nh vu«ng c¹nh 4 cm. 

3.  H×nh vu«ng c¹nh 4 3  m. 

4.  a) max 4y  , b) max 1y  . 

5.  a) min 0y  , b)
(0; )
min 4.y


  

§4.  

1.  a) TiÖm cËn ®øng x = 2 ;  

TiÖm cËn ngang y = 1. 

b) TiÖm cËn ®øng x = 1 ;  

TiÖm cËn ngang y = 1. 

c) TiÖm cËn ®øng 
2

5
x   ; 

TiÖm cËn ngang
2

5
y  . 

d) TiÖm cËn ®øng x = 0. 

TiÖm cËn ngang y = 1. 

2.  a) Hai tiÖm cËn ®øng x = 3 ;  

TiÖm cËn ngang y = 0. 

b) TiÖm cËn ®øng x = 1 vµ 
3

5
x   ;  

TiÖm cËn ngang
1

5
y   . 

c) TiÖm cËn ®øng x = 1 ; 

d) TiÖm cËn ®øng x = 1 ; 

TiÖm cËn ngang y = 1. 

§5.  

4.  a) Mét nghiÖm ; b) Mét nghiÖm ; 

c) Hai nghiÖm. 

5. b) Víi 2m    hoÆc 2m  : cã mét 

nghiÖm. 

m = 2 hoÆc m = 2 : cã hai nghiÖm. 

2 < m < 2 : cã ba nghiÖm. 

6.  b) m = 2. 

7.  a)
1

4
m  ; c)

1
2

4
y x  ,

1
2 .

4
y x     

8.  a)
3

2
m   ; b) m = 

5
.

3
  

9.  a) m = 0 ; c) 2 1y x   . 

¤n tËp ch−¬ng I 

5.  b) i) 2m  ; ii) m < 2 ;  

6.  b) 0 < x < 4 ; c) 9 6y x  . 

7.  b) m < 2 hoÆc m > 10 : mét nghiÖm ;  

m = 2, m = 10 : hai nghiÖm ;  

2 < m < 10 : ba nghiÖm ; 

c) y = 2x + 1. 

8.  a) m = 1 ; b) m  1 ; c) m < 0. 

9.  b) y = 4x + 3 vµ y = 4x + 3. 

c)  m < 6 : v« nghiÖm ;  

m = 6 : 2 nghiÖm ; 

6 < m < 3 : 4 nghiÖm ; 

m = 3 : 3 nghiÖm ; 

m > 3 : 2 nghiÖm. 

10. a) m  0 : mét cùc ®¹i ; m > 0 : hai cùc ®¹i 

vµ mét cùc tiÓu. b) m ; c) m > 0. 

11. c) m = 3. 

12. a) V« nghiÖm ; b) 2
3


  k , k   . 

c)
17 145

.
4 24

y x     

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

1. (B) ; 2. (A) ; 3. (B) ; 4. (C) ; 5. (B). 

 

Ch−¬ng II 
§1.  

1.  a) 9 ; b) 8 ; c) 40 ; d) 121. 

2.  a)
5
6a ; b) b ; c) a ; d)

1
6b . 

3. a) 12  ; 3,751  ; 

3
1

2


 
 
 

. 

b) 098  ; 

1

532  ;  

1
3

.
7


 
 
 

 

4.  a) a ; b) 1 (b 1 ) ;  

c) 
3

1

ab
( )a b  ;  

d)  3 .ab  
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§2.  

1.  a) ( ; 1) ; b) ( 2 ; 2)  ;  

c) \ { 1 ; 1} ; d) ( ; 1) (2 ; )    . 

2. a) 

2

2 3
1

(4 1)(2 1)
3

x x x


    ; 

 b) 

3

2 4
1

(2 1)(4 )
4

x x x


    ; 

 c) 
1

2
3

(3 1)
2

x




  ; 

 d) 3 13(5 ) .x    

4.  a) lín h¬n ; b) nhá h¬n ;  

c) nhá h¬n ; d) lín h¬n. 

5.  a), b) nhá h¬n ; c) lín h¬n. 

§3.  

1.  a) 3 ; b)
1

2
 ; c)

1

4
; d) 3. 

2.  a) 9 ; b) 2 2 ; c) 16 ; d) 9. 

3.  a)
2

3
; b) 4 log

a
b . 

4. a) lín h¬n ; b) nhá h¬n ; c) lín h¬n. 

5.  a) 2 1a b  ; b)
1

2(1 )c
. 

§4.  

3. a)
5

;
2

  
 

; b) ( ; 0) (2 ; )   ;  

c) ( ; 1) (3 ; )   ; d)
2

; 1
3

  
 

. 

5.  a) 
1

' 6 4cos  y x x
x

 ; 

b) 
2

2 1
'

( 1) ln10




 

x
y

x x
 ; 

c) 
2

1 ln
' .

ln 3

x
y

x


  

§5.  

1.  a)
2

3
x  ; b) x = 2 ;  

c) x = 0 hoÆc x = 3 ; d) x = 9. 

2.  a) x = 2 ; b) x = 3 ; c) x = 1 ; d) x = 0. 

3.  a) v« nghiÖm ; b) x = 7 ;  

c) x = 6 ; d) x = 5. 

4. a) x = 2 ; b) x = 5 ; c) x = 8. 

§6.  

1.  a) x < 1 hoÆc x > 2 ; b)
1

1
2

x  ;  

c) x   1; d) x < 0 hoÆc x > 1. 

2.  a) x  30 ; b)
5

3
3

x   ;  

c) x > 3 ; d) 9 27.x   

¤n tËp ch−¬ng II 

4.  a) \ {1} ; b)
3

( ; 1) ;
2

    
 

;  

c) ( ; 3) (4 ; )    ; d) [0 ; +). 

5.  5.  

6.  a) 8 ; b) 11. 

7.  a) x = 3 ; b) x = 0, x = 1 ; c) x = 1 ;  

d) x = 8 ; e) x = 27 ; g) x = 4. 

8. a)
9

2
x  ; b) 1x   ;  

c)
3

2
2 2

x  ;  d) 0,008 < x < 0,04.  

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

1. (B) ; 2. (C) ; 3. (B) ; 4. (C) ; 5. (B) ; 

6. (C) ; 7. (B). 

 

Ch−¬ng III 
§1. 

1.  a) xe vµ xe  lµ nguyªn hµm cña nhau. 

b) 2sin x lµ mét nguyªn hµm cña sin 2x . 

c) 
4

1 xe
x

  
 

lµ mét nguyªn hµm cña 

2
2

1 xe
x

  
 

. 
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2.  a)
5 7 2
3 6 3

3 6 3

5 7 2
x x x C   ;  

b)
2 ln 2 1

(ln 2 1)

x

x
C

e

 



; c) 2cot2x C  ;  

d)
1 1

cos8 cos2
4 4

x x C
    
 

; 

e) tan x x C  ;   

g) 3 21

2

xe C  ;  

h)
1 1

ln
3 1 2

x
C

x





.  

HD. 
1 1 1 2

.
(1 )(1 2 ) 3 1 1 2x x x x

   
     

 

3.  a) 101
(1 )

10
x C   ; b)

5

2 2
1

(1 )
5

x C  ;   

c) 41
cos

4
x C  ; d)

1
.

1 x
C

e
 


  

HD. 
2

1
.

2 ( 1)

x

x x x

e

e e e


  
 

4.  a) 2 21 1
( 1) ln(1 )

2 4 2

x
x x x C     . 

b) 2( 1)xe x C  ; 

c)
1

cos(2 1) sin(2 1)
2 4

x
x x C     ;  

d) (1 )sin cosx x x C   . 

§2.  

1.  a) 3

3

3
(3 9 1)

10 4
 ; b) 0 ; c) ln2 ;  

d) 
1

11
3

 ; e)
4

3ln 2
3
 ; g) 0. 

2.  a) 1 ; b)
4


; c)

1

2
e  ; d) 0. 

3. a) 
5

3
 ; b) 

4


 ; c) ln(1 + e) ; d) 

6


. 

4.  a) 2 ; b)
32 1

9 9
e  ;  

c) 2ln2  1 ; d) 1. 

5.  a)
2

4
15

; b) 
1 3

ln
8 2
  ; c) 

2 3
3ln

3
. 

6. 
1

.
42

 

§3.  

1.  a)
9

2
 ; b)

1
2e

e
   ; c) 9. 

2. 
8

3
. 

3. 
9 2

3 2




. 

4.  a)
16

15
 ; b)

2

2


; c) 1

4

   
 

. 

5.  a)
3

3(cos cos )
3

R
  , 0

3

   
 

 ; 

b) 

0;
3

max ( )
C§

V V
 

  


32 3

27

R
  

t¹i 
1

cos .
3

   

 

¤n tËp ch−¬ng III 

3.  a) 4 3 23 11
3

2 3
x x x x    + C ;  

b) 
1 1

cos 4 cos8
8 32

x x   + C ; 

 c) 
1 1

ln
2 1

x

x




 + C ;  

d) 
3 21 3

3
3 2

x x xe e e x    + C. 

4.  a) ( 2)cos sinx x x C   ;  

b)
5 3
2 2

2 4
2

5 3
x x x C   ;  
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c) 21

2

x xe e x C   ;  

d)
1

tan
2 4

   
 

x C ;  

e)
3 3
2 2

2 2
( 1)

3 3
x x C   ; g)

1 1
ln

3 2

x
C

x





. 

5.  a)
8

3
; b)

1839

14
; c) 62

(13 1)
27

e  ; d) 2 2 . 

6.  a) 
8


 ; b)

1

ln 2
; c) 

21
11ln 2

2
 ; 

d)
1

ln3
2

  ; e)1
2


  ; g)

3 5
.

3 2

 
   

7. a) 1
2


  ; b) 

4

3


. 

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

1. (C) ; 2. (D) ; 3. (B) ; 4. (C) ;  

5. a) (C), b) (B) ; 6. (D). 

 

Ch−¬ng IV 
§1. 

1.  a) PhÇn thùc lµ 1, phÇn ¶o lµ . 

b) PhÇn thùc lµ 2 , phÇn ¶o lµ 1. 

c) PhÇn thùc lµ 2 2 , phÇn ¶o lµ 0. 

d) PhÇn thùc lµ 0, phÇn ¶o lµ 7. 

2.  a)
3

2
x  ,

4

3
y  ; b)

1 5

2
x


 ,

3 1

3
y


 ;  

c) x = 0, y = 1. 

3.  a) §−êng th¼ng song song víi Oy, c¾t 

Ox  t¹i ®iÓm (2 ; 0).  

b) §−êng th¼ng song song víi Ox, c¾t Oy  

t¹i ®iÓm (0 ; 3). 

c) C¸c ®iÓm n»m trong phÇn mÆt ph¼ng 

to¹ ®é giíi h¹n bëi hai ®−êng x = 1 vµ 

x = 2.  

d) C¸c ®iÓm n»m trong phÇn mÆt ph¼ng to¹ 

®é giíi h¹n bëi hai ®−êng y = 1 vµ y = 3, kÓ 

c¶ c¸c ®iÓm n»m trªn hai ®−êng nµy.  

e) C¸c ®iÓm n»m trong h×nh vu«ng giíi 

h¹n bëi c¸c ®−êng x = 2 ; x = 2 ; y = 2 ; 

y = 2 kÓ c¶ c¸c ®iÓm n»m trªn c¸c c¹nh 

cña nã. 

4.  a) 7z  ; b) 11z  ;  

c) 5z  ; d) 3z  . 

5.  a) §−êng trßn t©m O b¸n kÝnh 1. 

b) H×nh trßn t©m O b¸n kÝnh 1. 

c) H×nh vµnh kh¨n giíi h¹n bëi ®−êng 

trßn t©m O b¸n kÝnh 2 vµ ®−êng trßn t©m 

O b¸n kÝnh 1, kÓ c¶ c¸c ®iÓm trªn ®−êng 

trßn t©m O b¸n kÝnh 2. 

d) Lµ giao ®iÓm cña ®−êng trßn t©m O 

b¸n kÝnh 1 vµ ®−êng y = 1. 

6.  a) 1 2z i  ; b) 2 3z i   ; 

c) 5z  ; d) 7 .z i   

§2. 

1.  a) 5 i ; b) 3 10i  ; 

c) 1 10i  ; d) 3 i  . 

2.  a) 3 2i    ; 3 2i    ; 

b) 1 4i    ; 1 8i    ; 

c) 2i    ; 12i   ; 

d) 19 2i    ; 11 2i    . 

3.  a) 13i ; b) 10 4i  ;  

c) 20 15i ; d) 20 8i . 

4. 3i i  , 4 1i  , 5i i . 

NÕu 4 , 0 4n q r r     th× n ri i . 

5.  a) 5 12i  ; b) 46 9i  . 

§3. 

1.  a)
4 7

13 13
i ; b)

2 6 2 2 3

7 7
i

 
 ; 

c)
15 10

13 13
i  ; d) 2 5i  . 

2.  a)
1 2

5 5
i ; b)

2 3

11 11
i ;  
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c) i ; d)
5 3

28 28
i . 

3.  a) 28 4i  ; b)
32 16

5 5
i


 ; 

c) 32 13i ; d)
219 153

45 45
i . 

4.  a) z = 1; b) 
8 9

;
5 5

 z i c) 15 5 . z i   

§4. 

1.  7i ; 2 2i ; 2 3i ; 2 5i ; 11i . 

2.  a) 
1,2

1 2

3




i
z ; b) 

1,2

3 47

14

 


i
z   

c) 
1,2

7 171
.

10




i
z   

3.  a) 
1,2

2 z ; 
3,4

3. z i  

b) 
1,2

2; z i
3,4

5. z i  

4.  
1 2 1 2

; .
b c

z z z z
a a

     

5.  2 2 22 0.x ax a b     

¤n tËp ch−¬ng IV 

2.  NÕu sè phøc lµ mét sè thùc th× m«®un 

cña nã chÝnh lµ gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña nã. 

3.  z z khi vµ chØ khi z   . 

4.  a) Sè phøc cã phÇn thùc lín h¬n hoÆc 

b»ng 1. 

b) Sè phøc cã phÇn ¶o thuéc ®o¹n 

[1 ; 2]. 

c) Sè phøc cã phÇn thùc thuéc ®o¹n [1 ; 1] 

vµ m«®un kh«ng v−ît qu¸ 2. 

5.  a) §−êng x = 1. b) §−êng y = 2. 

c) H×nh ch÷ nhËt giíi h¹n bëi c¸c ®−êng 

x = 1 ; x = 2 ; y = 0 ; y = 1. 

d) H×nh trßn t©m O b¸n kÝnh 2. 

6. a) x = 1 ; y = 1 ;  b) x = 1 ; y = 3. 

8.  a) 21 + i ;  b)
23 14

5 5
i ;   

c) 4i ; d)
4 1

5 5
i


 . 

9.  a) 
7 4

5 5
 z i  ; b) 

18 13

17 17
 z i . 

10. a) 
1,2

7 47
;

6

 


i
z  b) 4

1,2
8 ; z   

4
3,4

8. z i c) 
1,2

1 z ,
3,4

z i  . 

11. 
1

3 7

2

i
z


 ,

2

3 7

2

i
z


 . 

12. §Æt 1 2 1 2; ; , .z z a z z b a b      

1 2
,z z lµ hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

2
0.  z az b  

Bµi tËp tr¾c nghiÖm 

1. (B).  2. (C).   3. (B).  4. (C).  5. (B). 6. (C). 

 
¤n tËp cuèi n¨m 

1.  a)
1

1x  ;
2

2
1 .x

a
    

b)
2

2S
a

  ;
2

1P
a

  . 

2.  b)
26

3
. 

3.  a) a = 1, b = 1 ; c) 
134

105


. 

4.  a) v(2) = 5, a(2) = 1 ; b) t = 3 . 

5.  a) a = 2,
5

2
b  ;  

c) y = 1, 
1 1

22
y x  ,      

1 1

22
y x   . 

6.  b)
2

3 2
( )

1( 1)

a
y x a

aa


  


. 

7.  b) 
1

1
2

y x  vµ 2y x . c) 2 V . 

8.  a) 
5

2;
2

min ( ) 19,
   

 f x  
5

2;
2

max ( ) 8.f x
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b) 
[1; ]
min ( ) 0,

e
f x  2

[1; ]
max ( ) .

e
f x e  

c) 
[0; ]
min ( ) 0,f x


  
[0; )

1
max ( )f x

e
 . 

d) 
3

0;
2

min ( ) 2f x
 

  

  ,  

    
3

0;
2

3 3
max ( )

2
f x

 
  

 . 

9.  a) x = 0 ;  b)
1 2 3

2

0, log 3x x  ; 

c)
1 2

3, 5x x  ; d)
1 2

4, 8x x  . 

10. a) ( ; 0) [1 ; )   ; 

b) ( 2 ; 1) (1 ; 2)   ; 

c)
1

0 ; [10 ; )
10000

   
 

 ; 

d)
1

0 ; [2 ; )
2

   
 

. 

11. a) 64
(5 1)

9
e ; b)

3
ln 2

6


 ;  

c)  ; d) 3 5e . 

12. a) 
1

ln3
8

; b)
180


 ; c)

2

35
; d)

4 2

3
. 

13. a) 6 ; b)
1

2 1
  
 e

.   

14. 
256

35


.  

15. a) 
22 6

13 13
z i   ; b) 

7 4

5 5
z i   ; 

c)
1 2

1 2 3 , 1 2 3z i z i    ; 

d)
1,2 3,4

3 , 2z z i    . 

16. a) H×nh trßn t©m t¹i gèc to¹ ®é, b¸n kÝnh 2, 

kh«ng kÓ biªn. 

b) H×nh trßn t©m t¹i (0 ; 1), b¸n kÝnh 1.  

c) H×nh trßn t©m t¹i (1 ; 1), b¸n kÝnh 1 

(kh«ng kÓ biªn). 
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B¶ng tra cøu thuËt ng÷ 

ThuËt ng÷ Trang 

BÊt ph−¬ng tr×nh l«garit 

BÊt ph−¬ng tr×nh l«garit c¬ b¶n 

BÊt ph−¬ng tr×nh mò  

BÊt ph−¬ng tr×nh mò c¬ b¶n 

C¨n bËc n 

C¬ sè 

Cùc ®¹i, cùc tiÓu, cùc trÞ 

DiÖn tÝch h×nh ph¼ng 

§iÓm biÓu diÔn sè phøc 

§iÓm cùc ®¹i cña ®å thÞ. §iÓm cùc tiÓu cña ®å thÞ 

§iÓm cùc ®¹i cña hµm sè. §iÓm cùc tiÓu cña hµm sè 

§iÓm cùc trÞ 

§ång biÕn. NghÞch biÕn. §¬n ®iÖu 

§¬n vÞ ¶o 

Gi¸ trÞ cùc ®¹i. Gi¸ trÞ cùc tiÓu 

Gi¸ trÞ lín nhÊt. Gi¸ trÞ nhá nhÊt 

Hµm sè l«garit 

Hµm sè luü thõa 

Hµm sè mò 

H×nh thang cong 

L«garit 

L«garit c¬ sè a cña b 

L«garit ho¸ 

L«garit thËp ph©n 

L«garit tù nhiªn 

Luü thõa 

M«®un cña sè phøc 

87 

87 

85 

85 

51 

49 

13, 14 

114 

131 

14 

14 

14 

4, 5 

131 

14 

19 

74 

56 

70 

102 

61 

62 

81 

67 

67 

49 

132 
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Mò ho¸ 

PhÇn thùc. PhÇn ¶o 

Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn sè 

Ph−¬ng ph¸p tÝnh nguyªn hµm tõng phÇn 
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Ph−¬ng tr×nh mò 

Ph−¬ng tr×nh mò c¬ b¶n 

Sè mò 

Sè mò h÷u tØ 

Sè mò nguyªn 

Sè mò v« tØ 

Sè phøc 

Sè phøc liªn hîp 

Sè thuÇn ¶o 

TËp kh¶o s¸t 

ThÓ tÝch cña vËt thÓ 

ThÓ tÝch khèi chãp 

ThÓ tÝch khèi trßn xoay 

TÝch ph©n 

TiÖm cËn ®øng 

TiÖm cËn ngang 

84 

130 

98, 108 

99 

110 

81 

81 

78 

79 

49 

52 

49 

53 

130 

132 

131 

58 

117 

118 

119 

105 

29 

28 
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