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(Tdi ban lan thir muoi hai)

NHA XUAT BAN GIAO DUC VIET NAM

Hay bdo qudn, giit gin sdch gido khoa dé danh ting cho cdc em hoc sinh lop sau !



NHUNG DIEU HOC SINH CAN CHU Y KHI SU DUNG SACH GIAO KHOA

1. Khi nghe thay c6 gido giang bai, luén luén c6 SGK tru6c mat. Tuy nhién
khong viét, vé thém vao SGK dé nam sau cac ban khac c6 thé dung dudc.

2. Vé trinh bay, sach gido khoa c6 hai mang : mang chinh va mang phu.
Mang chinh gém céac dinh nghia, dinh Ii, tinh chét,... va thudng dudc dong
khung hoac cé dudng vién 8 mép trai. Mang nay dudc in IUi vao trong.

3. Khi gap Cau hoi , can phai suy nghf, tra I8i nhanh va dung.

7%, phai dung but va gidy nhap dé thuc hién nhiing
yéu cau ma hoat dong doi héi.

4. Khi gap Hoat déong
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KHOI DA DIEN VA THE TicH CUA CHUNG
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Trong ddi séng hang ngay, ching ta thudng gap
nhiing vat thé c6 hinh dang la khéi da dién. Trong
chuong nay, ta sé lam quen véi cac khai niém :
khéi da dién, hinh da dién, su bang nhau va su
dong dang cla cac khéi da dién, cac khoi da dién
déu. Hoc sinh can nhé céng thic tinh thé tich khoi
chép, khéi lang tru, tir d6 biét cach tinh thé tich
cla cac khai phc tap hon.




§ KHAI NIEM VE KHOI DA DIEN

=

1. Khéi da dién. Khdi chép, khdi lang tru

Céc em hay quan st c4c hinh sau day (hinh 1a, 1b, 1c, 1d, le).
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Hinh 1

Mb6i hinh trén déu c6 hai dac diém :

a) Gom mot s6 hitu han da gidc phing (& day "da gidc phang" dugc hiéu 1a
bao gom ca cdc diém trong ctia no) ;

b) Phan chia khong gian thanh hai phan : phdn bén trong va phdn bén ngodi
ctia hinh d6. (N€u ta ché€ tao m6i hinh bang chét nhua trong suét thi ta ¢6
thé bom vao phan bén trong cia né mot chat khi ¢6 mau, va khi d6 phan
bén trong da dugc "td6 mau", con phan bén ngoai thi khong).

Gia st 12 hinh c¢6 hai dic diém néi trén. Khi d6, méi diém thudc phan

bén trong ctia né duoc goi la diém nam trong A.



“ Hinh H cung véi cdc diém nam trong A duoc goi la khoi da
dién gioi han bdi hinh K.

Moi da gidc cua hinh .# dugc goi 1a mot mdr cua khoi da dién. Céc dinh,
céc canh cia moi mat con goi 1a dinh, canh cia khoi da dién. Cc diém
nam trong hinh .#'con goi 1a diém trong cua khoi da dién.

Khoi da dién dugc goi 1a khoi chdp, khéi chdp cut n€u n6é dugc gidi han
b&i mot hinh chép, hinh chép cut (h.1a, 1b). Nhu vay, ta ¢6 thé néi vé khoi
chop n-giéc, khéi chép cut n-gidc, khéi chép déu, khoi ti dién,... .

Tuong tu, khoi da dién duoc goi 1a khoi lang tru néu né dugc gidi han boi
mot hinh liang tru (h.1c). Ta ciing c6 thé néi vé khoi hop, khéi hop chit
nhat, khoi 1ap phuong,...

Ngoai cdc khoi ké trén, ching ta con gap cic khoi da dién phic tap hon
nhu 6 cac hinh 1d, le.

Hinh hop chit nhét H c6 6 mdt la hinh chi A D
nhdt (h.2a). Néu ta bo di hinh chit nhdt B C
ABCD thi ta duoc mot hinh A’ chi gom 5 w "
hinh chit nhdt (h.2b).
Tai sao khong thé néi rdang cé khoi da a) b)
dién gidi han bdi hinh A" ? Hinh 2

#

Tir d6 ta can chd ¥ rang : Khoi da dién duoc gidi han bdi mot hinh gom
nhitng da gidc phdng, nhung khoéng phdi bdt ki hinh nao gom nhitng da
gidc phdng ciing gidi han ra mot khoi da dién.

T day trd di, ta chi xét cac khoi da dién gidi han bdi hinh .4 gom mot s6
hitu han da gidc phang thod man hai diéu kién :

1) Hai da gidc bdt ki hodic khéng c¢6 diém chung, hodc c6 mot dinh chung,
hodc c6 mot canh chung.

2) Méi canh ciia mot da gidc la canh chung cia diing hai da gidc.

” Hinh H gom cdc da gidc nhu thé duoc goi la mot hinh da
dién, hodc don gian la da dién.
1

Hay kiém tra rAng cac hinh 1a, 1b, 1c, 1d, 1e déu thod man céac diéu kién 1) va 2)
trén day. Hinh 2b khéng thod man diéu kién nao trong hai diéu kién d6 ?



2. Phan chia va lap ghép cac khéi da dién

Vidul

Cho khoi chép i gidc S.ABCD (h.3). Ta hdy
xét hai khoi chop tam gidc S.ABC va S.ACD.
Dé thdy rdang :

1) Hai khoi chép dé khong cé diém trong
chung, nghia la diém trong cua khoi chép nay

khong phdi la diém trong ciia khoi chép kia.

2) Hop cua hai khoi chép S.ABC va S.ACD
chinh la khoi chép S.ABCD. Hinh 3

Trong trudng hop dé ta néi rang : Khoi da dién S.ABCD duogc phdn chia
thanh hai khoéi da dién S.ABC va S.ACD. Ta cling con néi : Hai khoi da
dién S.ABC va S.ACD duoc ghép lai thanh khoi da dién S.ABCD.

C6 thé phan chia khéi chép bdt ki thanh nhitng khoi tit dién hay khong ?

/\

N 1) C4t khéi lang tru ABC.A'B'C’ b3i mat phéng

2 (h.4)

(A’BC). Khi d6 khéi lang tru dugc phan chia
thanh nhing khoi da dién nao ?

2) Hay phan chia khéi lang tru ABC.A'B’'C’ thanh
ba khéi t& dién.

Mot cach téng quat, dé thay rang moi khoi
chdép va khéi ldng tru luén cé thé phan chia
duoc thanh nhitng khoi tir dién (bang nhiéu
ciach khiac nhau). Thuc ra diéu d6 ciing
ding cho khoi da dién bat ki.

Vidu 2

Hinh 5 cho ta thdy hai miéng g6 (xem nhu hai khoi da dién) duoc ché tao
sao cho chiing cé thé ghép vita khit véi nhau dé tao thanh mot khoi ldp
phuong. Dé thdo roi hai miéng g6 & hinh ldp phuong, cdn phdi cé dinh mot
miéng va tinh tién miéng kia theo mot vecto cé phuong hoan toan xdc dinh.
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Hinh 5

Vui mot chut !

Khéi 1ap phuong 6 hinh 6 dudc tao thanh tu
hai miéng gé dudc ghép khit vao nhau,
miéng trén va miéng dudi. (Ta khéng nhin thay
hai mat bén phia sau, nhung chuing cling hoan
toan giéng nhu hai mat tréng thay). / \
Em hay chi ra cach ché tao khéi l1ap phuong
nhu vay.

Hinh 6

Céu hdi va bai tap
Chiing minh rdng néu khéi da dién c6 cac mat 1a tam gidc thi s6 mat phai 1a
s6 chin. Hay chi ra nhitng khoi da dién nhu thé véi s6 mat bang 4, 6, 8, 10.

Chitng minh rang néu khoi da dién c¢6 méi dinh 1a dinh chung clia ba canh
thi s6 dinh phai 1a s chan.

Chiing minh rang néu khoi da dién c6 cdc mat 1a tam gidc va mdi dinh 1a
dinh chung ctia ba canh thi d6 1a khai ta dién.

Hay phan chia mot khoi hop thanh nam khoi tit dién.

Hiy phan chia mot khai tit dién thanh bon khai tit dién boi hai mat phang.



PHEP DOI XUNG QUA MAT PHANG
VA SU BANG NHAU CUA CAC
§? KHOI bA DIEN

p

Phép bién hinh trong khong gian dugc dinh nghia tuong tu nhu trong mat phang :

Phép bién hinh F trong khong gian la mot quy tdc dé véi moi
diém M (trong khong gian), xdc dinh dugc mot diéem M’ duy
nhdt goi la dnh ciia diém M qua phép bién hinh F. Ta con néi
F bién diém M thanh diém M’ va ki hiéu M’ = F(M).
Qua phép bién hinh F, moi hinh # duoc bién thanh hinh A" gom
tdt cd cdc dnh ciia cdc diém thuoc hinh A
Sau day ta xét phép doi xiing qua mat phang, d6 1a mot phép bién hinh thuong gap.
1. Phép ddi xitng qua mit phang
DINH NGHIA 1 (h.7) M
Phép doi xitng qua mdt phdng
(P) la phép bién hinh bién moi
diém thuoéc (P) thanh chinh né !
va bién moi diém M khong thudc P I
(P) thanh diém M’ sao cho (P) la

o 2 2 M’
mdt phang trung tryc cua doan
thing MM'. Hinh 7
DINH LI 1 (h.8) N

ﬁ\/é'u phép doi ximg qua mp(P} M’/]

bién hai diém M, N ldan luot thanh

hai diém M, N’ thi M'N’ = MN. ! V
4 . Ze |
(Nhu vdy c6 thé noi : phép doi P : !

xing qua mdt phdang la phép Ml\J
bién hinh bdo toan khodng cdch N’

Qz’ffa hai diém bdt ki). / Hinh 8




]% 1 (dé chimg minh dinh i 1)

N&u M, N ndm trén (P) thi M’ tring M va N’ tring N nén M'N’ = MN.
Né&u c6 it nhat mot trong hai diém M, N khéng nam trén (P) thi c6 mp(Q) di qua cac
diém M, N, M’, N'. Hay dung kién thic hinh hoc phéng dé ching minh M’N’= MN.

Khi diing truéc mot tim guong phing, mdi ngudi sé nhin thiy hinh clia
minh & “phia sau” tdm guong d6 (h.9). Phép déi xing qua mat phiang cla
tdm guong da “bi€n” moi ngudi thanh hinh cua ho.

Hinh 9. Anh chup mot em bé truéc guong

Hinh 10 la anh cua Thap Rua dang
soi bong trén mat nuéc H6 Guom
(Ha Noi). Mat ho xem nhu la mot
phan clia mat phang, phép doi xiing
qua mat phang d6 bién Thip Rua
thanh cdi bong cua no.

Hinh 10. Anh chup Théap Rua va béng clia né
9



2. Mit phang dai xiing cta mot hinh

DINH NGHIA 2

Mot so vi du

10

Vidul

Moi mdt phdng di qua tam ciia mdt cdu déu la
mdt phdng doi ximg ciia mdt cdu (h.11).

Vidu 2

Cho tit dién déu ABCD (h.12). Goi M la trung
diém cua canh CD thi phép doi xiing qua
mp(ABM) bién A thanh A, B thanh B, C thanh
D, D thanh C. Nhu vdy, phép doi xiing dé bién
tw diéen ABCD thanh chinh né, suy ra mdt
phdng (ABM) la mdt phdng doi xitng cua tit
dién ABCD.

Hinh tit dién déu ABCD c6 sdu mdt phdng doi
xiing. P6 la cdc mdt phdng di qua mot canh va
trung diém cua canh doi dién.

Vidu3
Xét hinh ldp phuong ABCD.A'B'C'D’ (h.13).

Néu (P) la mdt phdng trung truc cua canh AB
thi né cing la mdt phdng trung truc ciia cdc
canh CD, A'B’ va C’D’, bdi vdy né la mdt
phdng doi ximng ciia hinh ldp phuong. Tuong
tw, cdc mdt phdng trung truc ciia cdc canh AD,
va AA’ ciing la nhitng mdt phdng doi ximg ciia
hinh ldp phuong.

Goi (Q) la mdt phdng di qua hai canh doi dién
ABva C'D' thi (Q) la mdt phdng doi xiing clia
hinh ldp phuong vi phép doi xiing qua (Q) bién
moi diéem A, B, C’, D’ thanh chinh né va bién A’
thanh D, D thanh A’, C thanh B’ va B’ thanh C.

Néu phép doi xiing qua mdt phdng (P) bién hinh A’ thanh
chinh né thi (P) goi la mdt phdng déi xitng ciia hinh A,

Hinh 11
A
B D
M
C
Hinh 12
A D
B AT ‘
; : — C
P D
B' C
Hinh 13



Nhu vdy hinh ldp phuong cé bao nhiéu mdt phang doi xiing ?

E
3. Hinh bat dién déu va mit phang ddi xirng cGia né

Hinh 14 1a mot hinh da dién c6 8 mat 1a cic

tam gidc déu : EAB, EBC, ECD, EDA, FAB,

FBC, FCD va FDA, ¢c6 6 dinh A, B, C, D, E, A >C
F, m6i dinh 1a dinh chung cho bon tam giac

déu. Hinh d6 goi 1a hinh bdt dién déu (hay

hinh tdim mdt déu) va duoc ki hiéu la

ABCDEF. F

Hinh 14
Tinh chat

Bon dinh A, B, C, D nam trén mot mdt phdng va dé la mot
mdt phdng doi ximg cuia hinh bdt dién déu ABCDEF.

Chitng minh

Vi méi diém A, B, C, D cich déu hai diém E va F nén chiing nim trén mit
phang trung truc ctia doan thang EF. Phép doi xiing qua mat phang d6 bién
mdi diém A, B, C, D thanh chinh né va bién diém E thanh F, F thanh E nén
mp(ABCD) 1a mat phang d6i xiing ctia bat dién déu ABCDEF. m

2
N Tim thém cac mat phang déi x(ing khac ciia hinh bat dién déu.

4. Phép doi hinh va su bing nhau cua cac hinh
Phép doi hinh trong khong gian dugc dinh nghia tuong tu nhu trong mat phang.
Dinh nghia phép doi hinh
Mot phép bién hinh F trong khong gian duoc goi la phép doi
hinh néu né bdo toan khodng cdch giita hai diém bdt ki (cé

nghia la néu F bién hai diém bdt ki M, N ldn luot thanh hai
diém M', N’ thi M'N’ = MN).

Tir dinh nghia d6, ta suy ra phép doi hinh bién dudong thing thanh dudng
thang, mat phang thanh mat phang,... .

11



Hién nhién phép ddi xitng qua miat phang 1A mot phép doi hinh. Phép dong
nhdt (bién méi diém thanh chinh né) 1a mot phép doi hinh.

RO rang néu thuc hién lién ti€p cac phép doi hinh thi ta ciling cé két qua la
phép doi hinh. N6i cach khac : Hop thanh cua nhiing phép doi hinh la phép
doi hinh.

Mot s6 vi du vé phép doi hinh

Ngoai phép doi xiing qua mat phang, ta thudng gip mot s6 phép doi hinh sau day :
 Phép tinh tién : Phép tinh ti€n theo vecto v 1a phép bién hinh bi€n mbi
diém M thanh diém M’ sao cho MM '=+ .

« Phép doi xiing qua duong thdng (con goi 1a phép doi ximg truc) : Cho
dudng thiang d, phép d6i xiing qua dudng thang d 13 phép bién hinh bién
moi diém thuoc d thanh chinh né va bién mdi diém M khong thudc d thanh
diém M’ sao cho trong mat phang (M, d), d 1a dudng trung truc cua doan
thang MM

» Phép doi xitng qua mot diém (con goi 1a phép doi ximg tam) : Cho diém
O, phép doi xiing qua diém O 1a phép bién hinh bién mdi diém M thanh
diém M’ sao cho OM +OM ' =0.

Pinh nghia hai hinh bang nhau

Hai hinh A va A’ goi la bang nhau néu cé mot phép doi hinh
bién hinh nay thanh hinh kia.

Hai mdrt cdu ¢é bdn kinh bang nhau thi ¢6 bang nhau hay khong ? Vi sao ?

12

Vi du 4. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC. Goi A’, B’, C’ ldn luot la
trung diém ctia canh BC, CA va AB. Khi dé hai tir dién SABA’ va SBCB’
bdng nhau.

Gidi (h.15)

That vay, phép doi xiing qua mp(SAA’) bién
cic diém S, A, B, A’ 1an luot thanh cic diém
S, A, C, A’ va phép dai xiing qua mp(SCC")
bién cdc diém S, A, C, A’ 1an luot thanh cic
diém S, B, C, B’. Nhu vay, qua hai phép doi
xung trén, bon dinh S, A, B, A’ cua t dién
SABA’ bién thanh bon dinh S, B, C, B’
cua ti dién SBCB’ nén theo dinh nghia,
hai ti dién d6 bang nhau. m Hinh 15




DINH Li 2

Hai hinh tit dién ABCD va A'B'C’'D’ bang nhau néu chiing cé
cdc canh tuong ving bang nhau, nghia la AB = A'B’, BC = B'C’,

CD=CD'DA=D'A"AC=AC',BD =BD".

Chitng minh. Ta xét cic truong hop sau :

Truong hop 1 (h.16). Hai hinh tir dién do
co ba cdp dinh tuong ing trung nhau,
ching han A tring A", B tring B’, C tring
C’, con D khac D".

Khi dé, mdi diém A, B, C cach déu hai
diém D va D’ nén mp(ABC) la mat
phang trung truc clia doan thing DD’,
suy ra phép doi xing qua mp(ABC)
bién cac dinh A, B, C, D lan luot thanh
cac dinh A’, B’, C’, D’. Vay hai tt dién
ABCD va A’B’'C’D’ bang nhau.

Truong hop 2 (h.17). Hai hinh tir dién

dé c6 hai cdp dinh tuwong tng tring D

nhau, chang han A tring A’, B tring B".
Khi d6 goi (P) 1a mat phang trung truc
ctia doan thang CC’ thi (P) di qua A va
B (vi A va B cliing cach déu hai diém C
va C’).Vay phép doi xiing qua mp(P) sé
bién cdc diém A, B, C, D lan luot thanh
cac diém A’, B’, C’, D, va do do tir dién
ABCD bang tia dien A'B'C'D,.

Hinh 17

Vi hai td dién A’'B’C’'D, va A'B'C’'D’ c¢6 cdc canh tuong tng bang nhau va
c6 ba dinh tuong tng tring nhau nén theo trudng hop 1, ching bang nhau.

Truong hop 3. Hai hinh tir dién dé c6 mot cdp dinh tuong ting trung nhau,

ching han A tring A",

Khi d6, goi (Q) 1a mat phang trung truc ctia BB’ thi (Q) di qua A (vi A céch
déu B va B’). Vay phép doi xiing qua (Q) bién cac diém A, B, C, D lan lugt
thanh cdc diém A’, B’, C;, D va do d6, hai ti dién ABCD va A'B'C,D,

13
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bang nhau. Mat khdc, hai td dién A'B'C;D, va A'B'C'D’ c6 cdc canh tuong
ing bang nhau va c6 hai cdp dinh tuong tng trung nhau nén theo trudng hop 2,
ching bang nhau.

Truong hop 4. Hai hinh tit dién doé khong cé cdp dinh tuong ting nao tring nhau.
Khi dé, goi (R) 1a mat phang trung truc cia AA’, phép do6i xing qua (R)
bién cdc di€ém A, B, C, D lan lugt thanh céc diém A’, By, C;, D nén td dién
ABCD bang ti dién A'B;C;D; ; ma hai t& dién A'B,C,D, va A'/B'C’'D’ c6
cdc canh tuong ng bang nhau va mot cdp dinh tuong Gng trung nhau, do
do6 chiing bing nhau theo trudng hop 3. =

HE QUA 1
[ Hai tir dién déu c6 canh bang nhau thi bang nhau. ]
HE QUA 2
[ Hai hinh ldp phuong cé canh bdang nhau thi bang nhau. ]

Chirng minh (h.18)

Gia su ABCD.AB'C'D’ va
MNPQ.M’N'P'Q’ 13 hai hinh lap
phuong ¢6 canh déu bang a. Hai
ti dien ABDA’ va MNQM'’ c6 cac
canh tuong ng bang nhau nén
bang nhau, tic 1a c6 phép doi
hinh F bién cic diém A, B, D, A’
l4n luot thanh M, N, Q, M". Vi F

1a phép doi hinh nén F bién hinh B
vuong thanh hinh vuong, do d6 F |\
bién diém C thanh diém P, bién A
diém B’ thanh N’, bién diém D’ | 47 Vad
thanh Q' va bién diém C’ thanh p—— ¢
diém P’. Nhu vay, hai hinh lap

phuong di cho bing nhau. m Hinh 18

b




10.

Cau héi va bai tép

Goi P 1a phép doi xiing qua mat phang (P) va a 12 mot dudng thang nao
d6. Gia stt D bién duong thing a thanh duong thing a’. Trong trudng hop
nao thi :

a) a trung v6i a’;

b) a song song v6ia’;

c)acita’;

d) a va a’ chéo nhau ?

Tim cdc mat phang déi xitng clia cdc hinh sau day :

a) Hinh choép ti gidc déu ;

b) Hinh chép cut tam gidc déu ;

¢) Hinh hop chit nhat ma khong c6 mat nao la hinh vuong.
Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B'C’'D’. Chiing minh rang :

a) Cac hinh chép A.A'B’C’'D’ va C'.ABCD biéng nhau ;

b) Cac hinh lang tru ABC.A'B'C’' va AA' D'.BB'C’ bang nhau.
Chiing minh rang cdc phép tinh ti€n, doi xing truc, d6i xing tam la nhiing
phép doi hinh.

Ching minh rang :

a) Hop thanh ctia hai phép d6i xing qua hai mat phéng song song (P) va
(Q) 1a mot phép tinh tién ;

b) Hop thanh clia hai phép déi xing qua hai mat phang (P) va (Q) vuong
géc v6i nhau 12 mot phép doi xiing qua dudng thang.

15
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PHEP VI TU VA SU PONG DANG
CUA CAC KHOI PA DIEN.
CAC KHOI PA DIEN PEU

—

1. Phép vi tu trong khong gian

16

DINH NGHIA 1
Cho s6'k khong doi khdc 0 va mot diém O cé dinh. Phép bién
hinh trong khong gian bién méi diém M thanh diém M’ sao
cho OM’ = kOM goi la phép vi tw. Diém O goi la tam vi tu,
s0'k goi la ti 56 vi tu.
Nhu vay, phép vi tu trong khong gian dugc dinh nghia hoan toan tuong tu
nhu trong mat phing. Céc tinh chat sau day ctia phép vi tu déu cé thé duoc
chiing minh tuong tu nhu trong mat phang.

Cac tinh chat co ban cua phép vi tu

1. Néu phép vi tu ti s6'k bién hai diém M, N thanh hai diém
M', N’ thi M'N” = kMN, va do dé M'N'= |k| MN.

2. Phép vi tw bién ba diém thdang hang thanh ba diém thding
hang, bon diém dong phdng thanh bon diém dong phdng.

Tir d6 suy ra phép vi tu bién dudng thang thanh dudng thiang, mat phang
thanh mat phang...

Vidul

Cho hinh tiw dién ABCD. Goi A’, B’,
C’, D’ lan luot la trong tdm cua cdc
tam giac BCD, ACD, ABD, ABC.
Chitng minh rdng cé phép vi tu bién
tit dién ABCD thanh tit dién A’B'C'D",
Gidi (h.19)

Goi G la trong tam cua ti dién ABCD.
Khi d6 ta biét rang :

Hinh 19



GA'=—LGA.GB'=— LGB,
3 3

- = —

GC'=--GC,GD'=— 156D
3 3

Suy raphép vituV tam G, ti sO k =— g bién cac diém A, B, C, D lan luot thanh
cac diem A’, B, C’, D’. Vay V bién i dién ABCD thanh ti dien A’B'C'D’. m
Trong truong hop nao thi phép vi tu la mot phép doi hinh ?

2. Hai hinh déng dang

DINH NGHIA 2

Vi du 2. Chitng minh rdang hai hinh tir dién déu bdt ki luon luén dong dang
voi nhau.

Chirng minh (h.20)

Gia st ABCD la t¢ dién déu co
canh bang a va A'B’C’'D’ 1a t dién
déu c6 canh bang a’. Ta xét phép vi
tu V c6 tam O tuy y va ¢ ti so

Hinh H duoc goi la dong dang véi hinh A’ néu cé6 mot phép
vi tu bién hinh A thanh hinh ] ma hinh A, bang hinh A",

B D

k = % Khi d6 dé thy & dien déu
ABCD bién thanh ti¢ dién déu
A|B|CDy c6 canh bang a’. Vay td
dien AB/CiD; bang ti dién B, D,
A'B’C’'D’. Theo dinh nghia, tt dién
ABCD dong dang véi ti dién
ABCD. m Hinh 20

Vi du 3. Chitng minh rdang hai hinh ldp phuong bdt ki déu dong dang véi nhau.
Chting minh tuong tu nhu & Vi du 2.
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3. Khai da dién déu va su dong dang cua cac khai da dién déu
Trudc hét ta ndi vé khoi da dién 16i, moOt khai niém tuong tu nhu khai niém
da gidc 16i trong hinh hoc phéng.
Mot khéi da dién duoc goi 1a khoi da dién 16i néu véi bat ki hai diém A va B
nao clia n6 thi moi diém clia doan thang AB ciing thudc khéi do.

Céc khoi da dién trén hinh 21 khong phai 1a nhitng khoi da dién 16i.

-

Hinh 21
Tai sao cdc khoi da dién trén hinh 21 khong phdi la nhiing khoi da dién 16i ?

Chiing ta da biét thé€ nao 1a da gidc déu. Bay gio ta sé dinh nghia thé nao la
khoi da dién déu.

DINH NGHIA 3
Khoi da dién déu la mot khoi da dién 161 ¢é hai tinh chdt sau ddy :
a) Cdc mdt la nhitng da gidc déu va cé cung so canh ;

b) Méi dinh la dinh chung ciia ciing mot s6 canh.

Khoi da dién déu ma moi mat 1a da gidc déu n canh va mdi dinh la dinh
chung cua p canh duoc goi 1a khoi da dién déu loai {n ; p}.

Khot tit dién déu, khoi bat dién déu va khoi lap phuong la nhiing khoi da dién
déu thudc loai gi ?

Ngoai khoi ti dién déu, khoi 1ap phuong va khoi bat dién déu, hinh 22 dudi
day cho ta thay thém hai loai nita ctia khoi da dién déu.
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L

Khoi hai muoi mdt déu Khoi muoi hai mdt déu
(thuoc loai {3 5 5}) (thuoc loai {5 ; 3})

Hinh 22

Ngudi ta chitng minh duge rang chi ¢6 nam loai khoi da dién déu (xem bai
doc thém Dinh li O-le va khoi da dién déu) va hai khéi da dién déu cung
loai thi dong dang véi nhau.

Em hay lam thi!

Chung ta c6 thé lam mé hinh cGia nam loai khéi da dién déu bang nguyén vat liéu
Ia bia cling va ho dan.
Hay cét bia cling theo mau duéi day (h.23) va dan lai thanh cac khéi da dién déu.

. VA
HIWAVAVAY/
Vaman

%N\N\A
NN
\VAVAVaVAYS

Hinh 23
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11.

12.

13.

14.

20

Cau héi va bai tép

Chiing minh riang phép vi tu bién mbi duong thang thanh mot dudng thing
song song hoidc tring véi né, bién mdi mat phang thanh mot mat phing
song song hodc trling véi mat phang do.

Cho mot khéi tit dién déu. Hay chiing minh ring :

a) Cdc trong tam cua cdac mat cta nd l1a cac dinh cua mot khéi ti dién déu ;

b) Céc trung diém ctia cic canh ctia n6 1a céc dinh ctia mot khoi tim mat déu.

Hai dinh cia mot khéi tdim mat déu duoc goi 1a hai dinh doéi dién néu ching
khong cling thuoc mot canh ctia khoi d6. Poan thang noi hai dinh déi dién goi
12 duong chéo cla khéi tim mat déu. Ching minh ridng trong khoi tim mat
déu :

a) Ba dudng chéo cit nhau tai trung diém ctia méi dudng ;

b) Ba dudong chéo doi mot vuong gde véi nhau ;

¢) Ba duong chéo bang nhau.

Ching minh rang :

a) Tam cdc mat ctia mot khai 1ap phuong 1a céc dinh cia mét khoi tdm mat déu ;

b) Tam cdc mat ciia mot khdi tim mat déu 1a cdc dinh ctia mot khoi 1ap phuong.

Bai doc thém

2.
@A\!’ﬁ DINH Lf O-LE VA KHOI DA DIEN DEU

1. Pac s6 O-le cla khdi da dién

Dé&i v6i mbi khéi da dién ./, ta ki hiéu P 1a s6 dinh, C 1a s6 canh, M 1a s6 mét cha A
va khi do, s6 y (#') = B - C + M dudc goi la dac s6 O-le (con goi tat 1a dac sé) cla
khéi da dién .. (Chit Hy Lap y doc la "khi").

Cac hinh vé sau day cho ta mét s6 khéi da dién cung véi cac dac sé ciia ching :



D=10,C=15M=7;y=2 D=12,C=18,M=8;y=2

D=24,C=48,M=24;%=0 D=16,C=28,M=14;%=2
Hinh 24

Nhu vay, cac khéi da dién c6 thé cé cac dac s6 khac nhau. Tuy nhién, nha toan
hoc Thuy Si O-le (L. Euler) da ching minh dinh li mang tén 6ng sau day :
Dinh Ii O-le. Moi khéi da dién 16i déu c6 dac sé bang 2.
Ta c6 thé kiém nghiém dinh Ii d6 cho cac khéi da dién déu (d6 1a nhiing khéi da
dién 16i). Cha y rang trén hinh 24 c6 nhiing khéi da dién khéng 16i nhung van c6
dac sé bang 2.
2. Chirng minh dinh li vé nam loai khdi da dién déu
Dung dinh li O-le, ta ¢6 thé chiing minh réng chi cé nam loai khéi da dién déu.
Nhéc lai : Khéi da dién déu loai {n ; p} 1a khéi da dién 16i c6 mat 1a cac n-giac déu
va mdi dinh 1a dinh chung clia p canh.

Binh Ii. Chi cé6 nam loai khéi da dién déu, do la céc loai : {3 ; 3}, {4 ; 3}, {3 ; 4},
{5;3}, {3; 5}

Chiing minh. Gia st khéi da dién déu loai {n ; p} c6 B dinh, C canh va M mat.

Vi mbdi mat c6 n canh nén M mét sé& cb6 nM canh, nhung méi canh lai chung cho
hai mat nén 2C = nM. Vi méi dinh |a dinh chung cho p canh nén B dinh sé& c6 pP
canh, nhung méi canh lai di qua hai dinh nén 2C = pb. Vay ta cé

pb =2C = nM.
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22

Tu d6 suy ra

b _C _M_Db-C+M _(B-C+M)2pn
T 7471 1.1 2ne2p-mp
p 2 n p 2 n
Theo dinh li G-le,tacé B-C+ M=2nén
B_C _M__ 4pn
11 1 2n+2p-np
p 2 n
Vay : D_ 4n . 2np S 4p «

—; C= i M= (M
2n+2p—-np 2n+2p—-np 2n+2p—-np
Vicac s6 D, C, M, n, p déu la nhiing sé nguyén duong nén
2n+2p—-np>0hay(n-2)(p-2)<4.
Chayrangn>3;p>3nénn-2vap-2Ilahai s6 nguyén duong ; ngoai ra tich
s6 clia ching bé hon 4. Vay chi c6 thé x4y ra cac trudng hop sau :
1)n-2=1,p-2=1hayn=p =3, tacd khéi da dién déu loai {3 ; 3}. Khi do,
tir (*)tasuyradD =4, C =6, M=4.D6 chinh la khai t& dién déu.
2)n-2=2,p-2=1hayn=4,p =3, taco khéi da dién déu loai {4 ; 3}. Khi dé
D=8, C=12, M=6. D6 chinh la khoi lap phuong.
3)n-2=1,p-2=2hayn =3, p=4, tacod khéi da dién déu loai {3 ; 4}. Khi d6
D=6, C=12, M= 8. D6 chinh 1a kh&i tdm mat déu (con goi 1a khéi bat dién déu).
4 n-2=3,p-2=1hayn=5, p= 23, taco khéi da dién déu loai {5 ; 3}. Khi d6
D =20, C =30, M = 12. D6 chinh 1a khéi mudi hai mat déu (con goi 1a khéi thap
nhi dién déu).
5Yn-2=1,p-2=3hayn =3, p=5, taco khéi da dién déu loai {3 ; 5}. Khi d6
D =12, C =30, M = 20. D6 chinh l1a khéi hai muci mat déu (con goi la khéi nhi
thap dién déu).

Vay ta ¢6 bang sau day :

Loai Tén goi S6 dinh S6 canh S6 mat
{3:3} | Khdi t& dién déu 4 6 4
{4; 3} Khéi lap phuong 8 12 6
(3:4) | Khéitam mat déu 6 12 8
{5;3} | Khai musi hai mat déu 20 30 12
{3;5)} | Khéi hai muoi mat déu 12 30 20




N&m loai khéi da dién déu ké trén duoc nha triét hoc va toan hoc Pla-téng (427 - 347
tru6c Cong nguyén) tim ra, chang thudng dudc goi la cac thé Pla-téng. Cac khdi
da dién theo th( tu trong bang trén dudc Pla-téng coi la tuong trung cho Iia, dét,
khi, va tru va nuéc.

§ THE TICH CUA KHOI PA DIEN

-

1. Th& nao la thé tich ctia mot khdi da dién ?

Chiing ta biét ring trong mat phang, mdi da gidc c6 mot dién tich. D6 1a s6
do phan mat phing ma da gidc dé chiém ché. Tuong tu nhu vay, cic khoi
da dién chi€m nhitng phan khong gian 16n nho khdc nhau. Thé tich cha méi
khoi da dién 1a s6 do ctia phan khong gian ma né chi€m cho.
Ching ta da biét cdc cong thitc tinh thé tich cia mot s6 khéi da dién don
gian. Sau day chiing ta s€ ndi ré hon vé cdc cong thiic nay.
Dé c6 nhitng cong thiic nhu thé, ching ta thira nhan ring mdi khoi da dién
c6 thé tich 1a mot s6 duong, thoad min cac tinh chat sau day :
1) Hai khoi da dién bdng nhau thi cé thé tich bdang nhau.
2) Néu mot khoi da dién duoc phdn chia thanh nhiéu khoi da dién
nhd thi thé tich ciia né bdng tong thé'tich ciia cdc khoi da dién nhd dé.

3) Khoi ldp phuong cé canh bdng 1 thi ¢é thé tich bdng 1.
&> CHUY

1) Trong thuc t€&, khi phai do ludng va tinh toan vé do dai, dién tich
va thé tich, ngudi ta thudng dung nhitng don vi do khéc nhau. Néu ta
diing don vi do do dai 12 1cm chang han thi theo tinh chat 3, khoi 1ap
phuong c6 canh bing 1 (hiéu 1a 1cm) s& c6 thé tich bing 1, nhung
hiéu 1a Iem®. Tuong tu, khéi lap phuong c6 canh 1dm sé& c6 thé tich
1a 1dm>, khéi lap phuong c6 canh 1km thi ¢6 thé tich Ia 1km’,...

2) Doi khi dé don gian, thé tich cua khoi da dién giGi han boi hinh
da dién . cting dugc goi 1a thé'tich ciia hinh da dién A.
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2. Thé tich cGa khdi hdp chir nhat

24

Gia str ta ¢c6 mot khéi hop chit nhat
vGi ba kich thuéc a, b, ¢ déu la
nhitng s6 nguyén duong. Khi do,
bang nhitng mat phang song song véi
céc mit ctia khoi hop, ta ¢6 thé phan 4
chia n6 thanh cac khai 1ap phuong c6
canh bang 1 (h.25).

Hién nhién s6 cac khoi lap phuong Hinh 25
do6 bang tich s6 a.b.c.

Theo tinh chat 2, thé tich V ctia khoi hop chit nhat biang téng céc thé tich
ctia cdc khoi 1ap phuong va theo tinh chat 3, méi khoi 1ap phuong d6 c6 thé
tich bang 1. Tix d6 ta suy ra cong thic

Trong truong hop céc kich thude a, b, ¢ ciia khdi hop chit nhat 1a nhiing s6
duong tuy y (khong nhat thi€t phai 1a s6 nguyén), nguoi ta chiing minh
dugc rang cong thic noi trén van ding. Nhu vay mot cdch tdng quat, ta c6 :

DINH LI 1

[ Thé'tich cuia mot khoi hop chit nhdt bang tich so ciia ba kich thudc. ]

Vi du 1. Tinh thé tich ciia khéi ldp phuong cé cdc dinh la trong tdm cdc
mdt cua mot khoi tam mdt déu canh a.

Gidi. Gia st ¢6 khoi tdim mat déu vé6i cac dinh
1a S, S’, A, B, C, D (h.26). Goi M va N lan luot
la trong tam cua tam giac SAB va SBC thi doan
thing MN 1a mot canh clia khoi lap phuong.
Goi M’, N’ 14n luot 1a trung diém ctia AB va BC
thi M va N 14an lugt ndm trén SM’ va SN’ nén

MN = 2mn = 2AC a‘/i.
3 32 3
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Vay thé tich ctia kh6i lap phuong 1a

1
% Cho khai lang tru diing cé chiéu cao bang h, day la tam giac vudng véi hai canh
géc vudng bang a va b. Tinh thé tich cGa khéi lang tru dé.

3. Thé tich cta khdi chép
Dung phuong phép gidi han, nguoi ta ¢6 thé chiing minh duoc dinh 1i sau day.

PINH Li 2

Thé tich cua mot khoi chép bdang mot phdn ba tich sé cia
dién tich mdt ddy va chiéu cao cua khoi chép dé.

Nhu vay, né€u ta ki hiéu dién tich mat ddy cua khoi chép 12 Syyy va chiéu
cao cua khoi chop 1a 4 (h 1a khoang cach tir dinh cua khoi chép t6i mat
phang chita ddy clia khoi chép) thi thé tich V clia khai chép dé duge tinh

theo COng thfl’C

Vi du 2. Tinh thé tich cuia khoi tir dién déu c6 canh bdng a.

Gidi
Xem ti dién déu ABCD (canh bang a) nhu
l1a hinh chép c6 dinh 1a A va day la tam
gidc déu BCD c6 canh bang a (h.27). Dién
tich mat ddy la

Spep = £a2~

4

Goi H 1a tam cua tam gidc déu BCD thi
AH 1a duong cao cua hinh chép A.BCD.
Bai vay chiéu cao cua hinh chép 1a

Hinh 27
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h = AH =\ AB* — BH? = ,|d* -

Tur d6 suy ra khoi tit dién ABCD c6 thé tich Ia

1 \/_ \/_ a3\/§
V - _SBCD I’l = —.— = .
3 374 ¢ \E 12

Vi du 3. Tinh thé'tich ciia khoi tam mdt déu cé canh bdng a.
Gidi
Trén hinh 28, ta ¢6 khoi tdm mat déu
H vGicacdinh1a A, B,C,D,E,F. Ta
c6 thé phan chia khoi da dién #
thanh hai khoi chép td gidc déu
A.BCDE va F.BCDE. Vi hai khoi
chop d6 bing nhau nén c6 thé tich
bang nhau, do d6 thé tich V cua khoi
 bang hai lan thé tich V| cla khoi
chép A.BCDE.
Chi y rang BCDE 1a hinh vuong canh Hinh 28
a v6i tam O va tam gidc ABD la tam
gidc vuong can dinh A, ta tinh dugc :

2 2 £

V,==8 .A0=—a a—:
1 3 BCDE 3

Tir d6 suy ra khoi tim mat déu noi trén co the tich lé

3f

V=2Vi=a—. 1
A C
4. Thé tich cha khéi lang tru

Bai toan. Tinh thé tich V cia khoi ldng tru

ABC.A'B'C’ biét dién tich day ABC bdng S va

chiéu cao (khodng cdch giita hai mdt phdng

chita hai day) bang h (h.29).

]@% 2 (dé giai bai toan) A ¢

a) Chia khai lang tru ABC.A’B’'C’ thanh ba khéi t&

dién bdi cac mat phing (A'BC’) va (A'BC), hay ké B’
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b) Chiing t réng ba khéi t( dién d6 c6 thé tich bang nhau.
c) Tur dé suy ra cong thic V = S.h. Hay phat biéu thanh 16i cong thic dé.

Bay gio, xét khoi lang tru c6 ddy la mot da
gidc bat ki. Vi bat ki da gidc nao ciing c6 thé
phan chia duogc thanh cdc tam gidc khong co 4
diém trong chung nén c6 thé phan chia khoi
lang tru d6 thanh cac khoi lang tru tam gidc c6
cung chiéu cao (h.30). Téng cédc thé tich cha

ching chinh 1a thé tich ctia khéi lang tru ban
dau. Tur d6 suy ra dinh 1i sau day.

DINH Li3 Hinh 30

Thé' tich ciia khoi ldng tru bdng tich s6 ciia dién tich mdt day
va chiéu cao ciia khoi ldang tru dé.

Vi du 4. Cho khoi ling tru ABC.A'B'C’. Goi M, N ldn luot la trung diém
cia hai canh AA’ va BB'. Mdt phang (MNC’) chia khéi ldng tru dd cho
thanh hai phdn. Tinh ti 56 thé tich ciia hai phdn dé.

Gidi

Néu goi V 1a thé tich ctia khoi lang tru thi 4

thé tich cta khéi t¢ diéen C’ABC la %, do ‘L
w0

NI

d6 thé tich ctia khoi chép C’.ABB'A’ 1a EY

(h.31). Vi hai khoi chép C.ABNM va
C’.MNB’A’ c6 cung chiéu cao va c6 mat
ddy bing nhau nén thé tich ctia khoi chép
C'"MNB'A’ 1a

12V Vv ¢ B
Vi=oo— =7, .
2 3 3 Hinh 31
va thé tich khoi da dien ABCMNC' 1a
V2 = V - K = Z—V .
3 3
2 .? N R o 7 . N A . N ‘/1 1
Ta co t1 so thé tich hai phan dugc phan chia la k = A = 5 [ |
2
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15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

28

Cau héi va bai tép

Cho tam gidc ABC ¢6 dinh va mot diém S thay d6i. Thé tich ctia khoi chép
S.ABC c6 thay d6i hay khong néu :

a) Pinh S di chuyén trén mot mat phing song song véi mat phang (ABC) ;
b) DBinh S di chuyén trén mot mat phiang song song v6i chi mot canh day ;
c) Dinh S di chuyén trén mot dudng thang song song v6i mot canh day ?
Hay chia mot khoéi ti dién thanh hai khéi ti dién sao cho ti s6 thé tich cua
hai khoi t dién nay bang mot s6 k > 0 cho trudc.

Tinh thé tich cta kh6i hop ABCD.A'B'C’'D’, biét ring AA’B'D’ 1a khéi td
dién déu canh a.

Tinh thé tich ctia khéi lang tru n-gidc déu c6 tat ca cdc canh déu bing a.
Cho khoi lang tru ding ABC.A'B'C’ c6 day la tam gidac ABC vuong tai A,
AC =b, ACB = 60°. DPuong thing BC’ tao v6i mp(AA’C’C) mot goéc 30°.

a) Tinh do dai doan thang AC".

b) Tinh thé tich khai lang tru da cho.

Cho khoi lang tru tam gidc ABC.A'B’'C’ ¢6 ddy la tam gidc déu canh a,
diém A’ cidch déu ba diém A, B, C, canh bén AA’ tao v6i mat phang ddy mot
g6c 60°.

a) Tinh thé tich clia khoi lang tru dé.

b) Chiing minh rang mat bén BCC’B’ 1a mot hinh chit nhat.

¢) Tinh tong dién tich cdc mat bén cla hinh lang tru ABC.A’B'C’ (t6ng d6
goi la dién tich xung quanh cia hinh (hoac khoi) lang tru da cho).

Cho diém M nim trong hinh tt dién déu ABCD. Chiing minh ring téng céc
khoang cach tir M t6i bon mat cta hinh t& dién 1a mot s6 khong phu thuodc
vao vi tri cta diém M. Téng d6 bang bao nhiéu néu canh cla t dién déu
bang a ?

Cho khoi lang tru tam gidc déu ABC.A'B’C’. Goi M 1a trung diém cha AA’.
Mat phang di qua M, B’, C chia khdi lang tru thanh hai phan. Tinh ti s6 thé
tich cta hai phan do6.



23. Cho khéi chép tam gidc S.ABC. Trén ba dudong thang SA, SB, SC lan luot

24.

25.

14y ba diém A’, B’, C’ khac v6i S. Goi V va V' 1an luot 1a thé tich cha céc
khéi chop S.ABC va S.A'B’C’. Ching minh rang :

V. SA SB SC

V' SA”'SBSCT

Khéi chép S.ABCD c6 ddy 1a hinh binh hanh, M Ia trung diém cla canh

SC. Mat phang (P) di qua AM, song song véi BD chia khéi chép thanh hai

phan. Tinh ti s6 thé tich clia hai phan do.

Chitng minh rang néu c6 phép vi tu ti s6 k bién ti dién ABCD thanh t dién

ABCD’ thi JABCD. _ 33
Vascp

ON TAP CHUONG I

| - Kién thic can nhé

1.

Hinh da dién gém mot s6 hitu han da gidc phang thoa man hai diéu kién :

a) Hai da gidc bat ki hoac khong c6 diém chung, hoac c6 mot dinh chung,
hoac c6 mot canh chung.

b) Mdi canh clia mot da gidc 1a canh chung clia ding hai da gidc.

Hinh da dién chia khong gian lam hai phan (phan bén trong va phan bén
ngoai). Hinh da dién cling v6i phan bén trong ctia nd goi 1a khéi da dién.

Moéi khoi da dién c6 thé phan chia dugc thanh nhiing khoi ti dién.

* Phép doi hinh trong khong gian 1a phép bién hinh bao toan khoang cach giira
hai diém bat ki.

« Phép doi xiing qua mat phang (P) 1a phép bién hinh bién méi diém thuoc (P)
thanh chinh n6é va bién méi diém M khong thuoc (P) thanh diém M’ sao cho
(P) 12 mat phang trung truc clia doan thang MM’. Phép doi xting qua mit
phéng 1a mot phép doi hinh.

« Mat phang (P) goi 1a mat phang d6i xting clia mot khéi da dién néu phép doi
xung qua (P) bién khai da dién thanh chinh né.
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« Phép tinh ti€n, phép doi xiing truc, phép doi xing tam la nhitng phép doi hinh.
» Hai hinh da dién goi 1a bang nhau néu ¢6 mot phép doi hinh bién hinh nay
thanh hinh kia.
« Hai hinh tit dién bang nhau néu chiing c6 céc canh tuong tng bang nhau.

4. +Phép vitutam O ti s6 k # 0 1a phép bi€n hinh bién mbi diém M thanh diém
M’ sao cho OM’ = k.OM.
« Hinh % dugc goi 1a dong dang vé6i hinh .#” néu ¢c6 mot phép vi tu bién hinh
- thanh hinh -] ma hinh . bang hinh .#"".

5. C6 nam loai khéi da dién déu : khéi tid dién déu, khai 1ap phuong, khdi tim
mit déu, khoi muoi hai mat déu, khoi hai muoi mat déu.

6. Thé tich cuia khoi hop chit nhat bang tich s6 ba kich thudc.

7. Thé tich ctia khéi chép bing mot phan ba tich s6 cha dién tich mat ddy va
chiéu cao khoi chop.

8. Thé tich clia khdi lang tru bing tich s clia dién tich mat ddy va chiéu cao
cta khoi lang tru.

9. Cho khai chép S.ABC. Trén ba dudong thang SA, SB, SC lan luot 14y ba
diém A’, B’, C’ khac S. Khi d6

Voapce _ SA SB SC
Vo opcr SA” SB' SC"

Il - Cau hdi tu kiém tra

1. Khoi lang tru n-giac c6 bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh va bao nhiéu mat ?
Khoi chop n-gidc ¢6 bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh va bao nhiéu mat ?

2. Nhiing khoi da dién déu nao c6 mat 1a tam gidc déu ? Mbi dinh cua né 1a
dinh chung cua bao nhiéu mat ?

3. Néu biét thé tich cia mot khoi chép va dién tich mat ddy cta né thi c6 thé
biét dugc chiéu cao ctia khéi chép d6 hay khong ?

4. Néu mdi kich thuéc clia mot khéi hop chit nhat dugc tang 1én k 14n thi thé
tich cua khoi d6 tang 1én bao nhiéu lan ?

5. Hinh tt dién déu, hinh lap phuong, hinh bét dién déu c6 nhitng mat phang
doéi xing nao ?

6. Néu ti s6 céc canh tuong Gng cla hai t¢ dién dong dang béng k thi ti s6 thé
tich cua hai khoi ti dién dy bang bao nhiéu ?

Il - Bai tap

1. Cho tit dien ABCD c6 thé tich bang V. Goi B’ va D’ lan luot 12 trung diém
clia AB va AD. Mat phang (CB'D") chia khdi ttt dién thanh hai phan. Tinh
thé tich méi phan dé.
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Cho khoi hop ABCD.A’B’C’D’. Chitng minh ring sau trung diém cta sdu
canh AB, BC, CC’, C'D’, D'A’ va A’A nam trén mot mat phéng va mat
phang d6 chia khoi hop thanh hai phan c6 thé tich bing nhau.

Cho khéi tit dién ABCD, E va F lan luot 1a trung diém cta hai canh AB va
CD. Hai mat phang (ABF) va (CDE) chia khoi ti dien ABCD thanh bon
khoi tir dién.

a) Ké tén bon khoi tit dién do.

b) Chitng t6 ring bon khéi tit dién d6 c6 thé tich bing nhau.

¢) Ching to rang néu ABCD 1a khoi ti dién déu thi bon khdéi ti dién noi
trén bang nhau.

Cho khoi lang tru ding ABC.A'B’'C’ ¢6 dién tich ddy bang S va AA’ = h.
Mot mat phang (P) cét céc canh AA’, BB, CC’ 1an luot tai A, B, va C,. Biét
AAl =da, BBI = b, CCI =C.

a) Tinh thé tich hai phan ctia khéi lang tru duoc phan chia bdi mat phang (P).
b) Vi diéu kién nao cua a, b, ¢ thi thé tich hai phan d6 bang nhau ?

Cho khéi lang tru déu ABC.A'B'C’ va M 1a trung diém clia canh AB. Mit
phang (B’C’'M) chia khéi lang tru thanh hai phan. Tinh ti s6 thé tich hai
phan do6.

Cho khéi chép S.ABC c¢6 dudong cao SA bang a, ddy 1a tam gidc vuong can c6
AB = BC = a. Goi B’ 1a trung diém cua SB, C’ 12 chan dudng cao ha tir A
cua tam giac SAC.

a) Tinh thé tich khéi chop S.ABC.

b) Chiing minh rang SC vuong géc véi mp(AB'C”).

¢) Tinh thé tich khoi chop S.AB'C”.

IV - Cau hoi trdc nghiém

1.

Mbi dinh cta hinh da dién 1a dinh chung cta it nhat
(A) Nam canh ; (B) Bon canh ;
(C) Bacanh; (D) Hai canh.

2. Cho khéi chép c6 ddy la n-gidc. Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé

nao dang ?
(A) S6 canh cua khéi chop bang n + 1 ;
(B) S6 mat ctia khéi chop bang 2n ;

31



10.

32

(C) S6 dinh cua khéi chop bang 2n + 1

(D) S6 mat ctuia khéi chop bang s6 dinh ctia no.

Phép daéi xitng qua mp(P) bién dudng thing d thanh chinh né khi va chi khi
(A) d song song véi (P) ; (B) d nam trén (P) ;
©) dL(eP); (D) d nam trén (P) hodc d L (P).
Ch9 hai dudng thang d va d’ cat nhau. Cé bao nhiéu phép doi xiing qua mat
phang bién d thanh d’?
(A) C6 mot ; (B) C6 hai ;
(C) Khong c6 ; (D) C6 vo so.
Cho hai duodng t}yflng phan biét d va d’ dong phang. C6 bao nhiéu phép doi
xting qua mat phang bién d thanh d’?
(A) Khong c6 ; (B) C6 mot ;
(C) C6 hai ; (D) C6 mot hoac hai.
Hinh chép tt gidc déu cé bao nhiéu mat phang déi xing ?
(A) Mot ; (B) Hai ;
(C) Ba; (D) Bon.
Mot hinh h@P ding c6 day la hinh thoi (khong phai hinh vuong) cé bao
nhiéu mat phang doi xung ?
(A) Mot ; (B) Hai ;
(C) Ba; (D) Bon.
Cho phép vi tu tam O bién diém A thanh diém B, biét ring OA = 20B. Khi
do, ti s6 vi tu 1a bao nhiéu ?
(A)2; B)-2;
1 1
© = 5 (D) 5
Cho hai dudng thiang song song d, d’ va mot diém O khong nam trén
ching. C6 bao nhiéu phép vi tu tam O bién d thanh d’ ?
(A) C6 mot ; (B) Khong ¢6 ;
(C) Co6 hai ; (D) C6 mot hoac khong co.
Khoi tdim mat déu thuoc loai
(A){3:3}; (B) {4:3};
O {5:3}; (D) {3;4}.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Khéi hai muoi mat déu thudc loai
(A) {3;4}; B) {3;5};
© {43}, (D) {45}

Néu ba kich thudc ctia mot khoi hop chit nhat tang 1én & 1an thi thé tich cua
né tang lén

(A) k 14n ; (B) k* lan ;

(C) &° lan; (D) 3&° l4n.

Téng dién tich cdc mat clia mot hinh 1ap phuong bing 96. Thé tich cua khai
lap phuong do l1a

(A) 64 B)91;

(C) 84 (D) 48.

Ba kich thudc cia mot hinh hop chit nhat lam thanh mot cdp s6 nhan cé
cong boi 1a 2. Thé tich hinh hop di cho 1a 1728. Khi d6, cic kich thudc cua
hinh hop la

(A) 8, 16,32, (B)2,4,8;

(©) 243, 443,38 ; (D) 6, 12, 24.

Cac dudng chéo cua cdc mat cia mot hinh hop chit nhat bang J5, V10, V13.
Thé tich clia hinh hop dé6 1a

(A)4; B)5;

©)6; (D) 8.

Mot khoi lang tru ding tam gidc c¢6 cdc canh ddy bang 37, 13, 30 va dién
tich xung quanh bang 480. Khi d6 thé tich cta khdi lang tru 12

(A) 2010 ; (B) 1010;

(C) 1080 ; (D) 2040.

Mot khai lang tru tam gidc ¢6 cdc canh ddy bang 13, 14, 15, canh bén tao
v6i mat phang ddy mot géc 30° va c6 chiéu dai bang 8. Khi d6 thé tich ctia
khoi lang tru la

(A) 340 ; (B) 336 ;

(C) 27443 : (D) 124+/3.

Pdy ctia mot hinh hop ditng 1 hinh thoi canh a, géc nhon 60°. Pudng chéo
16n cha ddy bang dudng chéo nho ctia hinh hop. Khi d6 thé tich clia hinh
hop la
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19.

20.

21.

22.

23.

34

(A) @ ; B) >3 ;

© LB a6
2 2

(D)

Khi do dai canh cta hinh l1ap phuong ting thém 2cm thi thé tich cta né
tang thém 98 cm?. Canh cua hinh 1ap phuong da cho la

(A) 4cm (B) 5cm ;

(C) 6cm ; (D) 3cm.

Cho mot hinh hop vé6i sdu mat déu 1a hinh thoi canh a, géc nhon bang 60° .
Khi d6 thé tich ctia hinh hop 1a

3\/’ B) 3\/’

3\/— a3\/§
,

(A)

© (D)
Cho mot hinh l1ap phuong c6 canh bang a. Khi d6, thé tich clia khéi tdm
mat déu ma céc dinh 1a tam clia cdc mat cta hinh lap phuong da cho bang
3\/’ 3\/’
(B)
3 3
a a
6 — D) —-
© 3 (D) 5
Cho mot khoéi tit dién déu c6 canh bang a. Khi do, thé tich ctia khoi tdm
mat déu ma céc dinh 1a trung diém clia cdc canh cta khoi t dién da cho 1a

a*\2 a3

(A)

(A) YR (B) o
3\/’ 3\f
© (D) 4

Cho khoi mudi hai mat déu .# c6 thé tich V va dién tich mdi mat cia né
bang S. Khi d6, téng cdc khoang céch tr mot diém nam trong # dén cic
mit ctia né bang

3V 4
TR (B) 75

3V v
© (L )125



24.

25.

26.

27.

28.

Mot khdi lang tru tam gidc c6 céc canh ddy bang 19, 20, 37, chiéu cao cla
khoi lang tru bing trung binh cong cua cac canh ddy. Khi d6 thé tich cua
khoi lang tru la

(A) 2888 ; (B) 12452 ;

(C) 1123 (D) 4273.

Dédy clia mot hinh hop 1a mot hinh thoi ¢6 canh bang 6¢cm va géc nhon
bang 45°, canh bén ctia hinh hop dai 10cm va tao véi mat phang ddy mot
gbc 45°. Khi d6 thé tich cta hinh hop 12

(A) 1243em? ; (B) 180cm” ;

(C) 1202 em? ; (D) 1802 cm? .

V6i mot tdm bia hinh vuong, nguoi ta cat bdo 6 moi géc tdm bia mot hinh
vuong canh 12cm roi gap lai thanh mot hinh hop chit nhat khong cé nap.
Néu dung tich cua cai hop doé 1a 4800 cm® thi canh t4m bia c6 do dai 12
(A)42cm ; (B) 36cm ;

(©) 44cm ; (D) 38cm.

Cho mot hinh chép tam gidc déu ¢6 canh ddy bang a va canh bén tao véi

mat phiang ddy mot goc a. Thé tich ctia hinh chép dé 1a

3 3

a cota a tanoa
A ; B ;
(A) B (B) B

2 3

a tana a tana
C ; D
© 12 (D) 2

Mot hinh chép tam gidc déu cé canh bén bang b va canh bén tao vGi mat
phiang ddy mot géc a. Thé tich ctia hinh chép 1a

(A) %b3 cos> asina ; (B) ?lf cos> asina ;
3 3 .2 3 3 .
© Zb cosasin” a ; (D) Tb cosasina.
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29. Cho hinh chép ti gidc déu # c6 dién tich ddy bang 4 va dién tich ctia mot
mat bén bing 2 . Thé tich ctia A’ 1a

43

OR¥ (B)4:
©) g : (D) i

30. Mot khoi chop tam gidc ¢6 cac canh day bz“mg 6, 8, 10. Mot canh bén c6 do
dai bang 4 va tao v6i ddy géc 60°. Thé tich cta khoi chép do 1a

(A) 1643 ; (B) 83 ;
© 16% ; (D) 167 .

31. Néu mot hinh chép déu ¢6 chiéu cao va canh ddy clng tang 1én n 1an thi thé
tich cia né tang lén

(A) n® lan; (B) 21° lan ;
(C) n’ lan ; (D) 2x° 14n.

32. Khi chi¢u cao ciia mot hinh chép déu tang 1én n 1an nhung mdi canh day
gidm di n 14n thi thé tich ctia n6
(A) Khong thay déi ; (B) Tang lén n lan ;

(C) Tang 1én (n — 1) lan ; (D) Giam di n lan.
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MAT CAU, MAT TRU, MAT NON

Trong ddi s6ng hang ngay, chung ta thudng gap
nhimng d6 vat c6 dang hinh cau, hinh tru hodc hinh
nén. Hoc xong chuong nay, hoc sinh can hinh
dung dudc thé nao la mat cau, mat tru, mat nén va
nhitng hinh c6 quan hé& dén nhiing mat d6. Hoc
sinh can nhé cac cong thic vé dién tich va thé tich
cla hinh cau, hinh tru va hinh nén.
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MAT CAU, KHOI CAU

-

1. Pinh nghia mat cau

38

-
\

Cic qua béng nhu béng ban, bong dd, bong chuyén cho ta hinh anh cta
mot hinh trong khong gian ma ta sé goi 1a mdr cdu. Dinh nghia ctia mat
cau cling don gian nhu dinh nghia quen thudc cta duong tron trong hinh
hoc phang.

DINH NGHIA

Tdp hop cdc diém trong khong gian cdch diém O cé dinh
mot khodng R khong doi goi la mdt cdu cé tam la O va bdn
kinh bdng R.

Mat cau nhu thé thuong duoc ki hiéu 1a S(O ; R). Nhu vay :
S(0; R)={M|OM = R}.

Cac thuat ngix

Cho miit cau S(O ; R) va mot di€ém A nao d6 (h.32).
a) Néu OA = R thi theo dinh nghia, diém A thuoc
mat ciu. Khi d6 doan thing OA ciing duoc goi 1a
bdn kinh cua mat cau.

Néu OA va OB 13 hai ban kinh sao cho A, O, B thang Hinh 32
hang thi doan thang AB dugc goi 1a duong kinh cta



mat cau. Nhu vay, mot mat cau duoc xac dinh khi biét tam va ban kinh R hoac
khi biét mot duong kinh AB cua nd.
b) Néu OA < R thi ta néi ring diém A ndm trong mat ciu.
¢) Néu OA > R thi ta néi rang diém A ndm ngoai mat cau.
Trén hinh 32, ta ¢6 diém A nadm trén mat cau, AB 1a dudng kinh, diém A,
nam trong mat ciu va diém A, ndm ngoai mat cau.
d) Tap hop cdc diém thuoc mat cau S(O ; R) cliing v6i cdc diém nam trong mat
ciu d6 duoc goi 1a khoi cau S(O ; R) hoac hinh cdu S(O ; R). Nhu vay, khoi
cau S(O ; R) 1a tap hop cdc diém M sao cho OM <R.
Mot so vi du
Vi du 1. Cho hai diém A, B ¢6 dinh. Chitng minh rdng tdp hop cdc diém M
sao cho MA . MB =0 la mdt cau duong kinh AB.
Gidi. Goi I 1a trung diém ctia AB, ta c6
MA . MB = (Mi + 1A).(MI + 1B)
=(pi + 14).(MiI - TA) = m1? - 142,

Suyra MA.MB=0 < MI = IA = IB.
Vay tap hop cdc diém M 12 mat cau tam I ban kinh R = IA, tic 1a mat cdu
duong kinh AB. m
Vi du 2. Cho tir dién déu ABCD c¢6 canh bdng a. Tim tdp hop cdc diém M
sao cho

MA? + MB* + MC* + MD*= 24”.
1 (dé giai vi du 2)
Goi G la trong tam cla t& dién ABCD, ta c6

MA? + MB? + MC? + MD? :Mz +m2 +M—C2 +%2
e 2 e 2 e 2 2
= (MG +GA)” +(MG +GB)” +(MG +GC)™ +(MG +GD)".

a) Hay tinh toan tiép dé di dén két qua :

MA? + MB* + MC? + MD? = 4MG? +%a2.

b) Hay két hap két qua trén véi ddng thic da cho trong bai toan dé tim gia tri cia MG.
c) Phat biéu két qua cla bai toan.
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2. Vi tri tuong d&i giira mat cau va mit phing

Cho mat cau S(O ; R) vd mat phang (P). Hién nhién mat phang c6 thé cat
hodc khong cat mat cau. Néu mat cu & cdch mat phang qua xa thi 1o rang
12 ching khong cat nhau. Do xa, gin clia mit cAu va mat phang phu thuoc
vao ban kinh R cuia mat ciu va khoang cach d tr tam O clia mat cau tGi
mat phang (P). Goi H 1a hinh chiéu ctia O trén mp(P) thi d = OH.

2
% Hay chiing t6 réng diém M 1a diém chung clia mat cau S(O ; R) va mp(P) khi va chi
khi M € (P)va HM® = R> —d* (h.33a).

* 3

% o . . .

A TU Hoat dong 2, cé thé két luan gi vé giao clia mat cau S(O ; R) va mp(P) trong
cactrudnghop:a)d<R;b)d=R;c)d>R?

(i AN

a) b) c)
Hinh 33
Tém lai, ta c6 két luan :
Cho mdt cdu S(O ; R) va mdt phdang (P), goi d la khodng cdch
tir O toi (P) va H la hinh chiéu cua O trén (P). Khi do :
* Néu d < R thi mp(P) cdt mdt cdu S(O ; R) theo giao tuyén la
duong tron nam trén mdt phang (P) cé tam la H va cé bdn kinh

r=\R*-d* (h33a) ;

* Néu d = R thi mp(P) cdt mdt cdu tai mot diém duy nhdt H
(h.33b) ;

* Néu d > R thi mp(P) khong cdt mdt cdu S(O ; R) (h.33c).
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Khi d = 0 thi mp(P) di qua tam O clia mat ciu, mat phiang dé duoc goi 1a
mdt phdng kinh ; giao tuyén clia mat phang kinh v6i mat cau 1a duong tron
c6 ban kinh R, duong tron d6 goi la duong tron Ion clia mat cau.

Trong trudng hop d = R, mp(P) va mit cdu S(O ; R) c6 diém chung duy
nhat 12 H. Khi d6 ta néi mat phang (P) tiép xiic v6i mat ciu tai diém H,
hodc con néi mp(P) la tiép dién clia mat cdu tai diém H. Diém H goi 1a
diém tiép xiic (hoic tiép diém) cua (P) va mat ciu.

M¢énh dé sau ddy cé diing khong : Piéu kién cdn va du dé mp(P) tiép xiic
voi mdt cdu S(O ; R) tai diém H la mp(P) vuéng géc vdi ban kinh OH tai
diém H ?

Bai toan 1

Mdt cdu di qua moi dinh cua hinh da dién A goi la mdt cdu ngoai tiép hinh
da dién SHva hinh da dién A goi la noi tiép mdt cdu do.

Chitng minh rang hinh chép néi tiép mot mdt cdu khi va chi khi ddy cua né

la da gidc noi tiép mot duong tron.

@ 4 (dé giai bai toan 1)

a) Néu hinh chop S.A{A,... A, ndi ti€p mot mat cau thi vi sao c6 thé két luan réng
da giac day A|A,...A,, ndi ti€p mot dudng tron ? D6 |a dudng tron nao ?

b) Cho hinh chép c6 da giac day A A,... A, ndi ti€p dudng tron tam 1. Hay xac dinh
diém O cach déu tat ca cac dinh cGa hinh chép. TU d6 suy ra hinh chép ndi tiép
moét mat cau.

[22]Tai sao c6 thé néi - Hinh ti dién nao ciing c6 mdt cdu ngoai tiép ?
Hinh ldng tru tam gidc c¢6 canh bén khong vuoéng géc véi day cé thé noi
tiép mot mdt cdau khong ? Vi sao ?
3. Vi tri tuong doi giira mat cau va dudng thang

Cho mat ciu S(O ; R) va dudng thang A. Goi H 1a hinh chiéu clia O trén A va
d = OH la khoang céach tir O t6i A. Hoan toan tuong tu nhu trong truong
hop mat cAu va mat phang, ta ¢ cic két luan sau day (h.34) :
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a) b) c)
Hinh 34

* Néu d < R thi A cdt mdt cdu tai hai diém phdn biét (h.34a) ;
* Néu d =R thi A cdt mdt cdu tai mot diém duy nhdt (h.34b) ;

* Néu d > R thi A khong cdt mdt cdu (h.34c).

Trong trudng hop d = R, dudng thang A va mat cau S(O ; R) c6 diém chung
duy nhat 12 H. Khi dé, ta néi dudng thang A tiép xiic v6i mat cau tai diém H
hodc con néi A 1a tiép tuyén clia mat cau tai H. Diém H goi 1a diém tiép
xiic (hodc tiép diém) cha A va mit cu.

Trong cdc ménh dé sau ddy, ménh dé nao diing ?
a) Piéu kién cdn va du dé dwong thang A tiép xiic voi mdt cdu S(O ; R) tai
diém H la A vuong géc véi ban kinh OH tai diém H ;
b) C6 vé s6 duong thdng tiép xiic véi mdt cdu S(O ; R) tai diém H, chiing
nam trén mdt phdang tiép xiic véi mdt cdu tai H.

Bai toan 2. Hdy chitng minh rang ¢6 mot mdt cdu tiép xic voi cdc canh
ciia mot tir dién déu ABCD cho trudc.

]@& 5 (d€ giai bai toan 2)
Goi O la trong tdm cla t& dién déu ABCD. Hay chimng minh rang khoang céach tir O
t6i cac canh cla t dién d6 déu bang nhau.

Puong thdng di qua diém A ndm trong mdt cdu cé tiép xiic véi mdt cdu
hay khéng ?

Trong trudong hop diém A nim ngodi mit cau, ta ¢6 dinh Ii sau :
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DINH LIi

Néu diém A nam ngoai mdt cdu S(O ; R) thi qua A ¢6 v6 s&
tiép tuyén vai mdt cdu. Khi doé
a) Pé dai cdc doan thdng noi A véi cdc tiép diém déu bang nhau.

b) Tép hop cdc tiép diém la mot duong tron ndm trén mdt cdu.

6 (dé chiing minh dinh 1)

N L&y mot mat phdng bat ki di qua AO, nd cat mat cau
S(O ; R) theo mot dudng tron (€ ) (h.35). Goi AH |a mot
tiép tuyén cla dudng tron dé tai H. Chiing minh rang
AH ciing tiép xtc v6i mat cau tai diém H.

a) Tinh d6 dai doan AH theo Rva d = OA.

b) K& HI vuéng goc v6i OA tai I réi chiing minh rang
I 1a diém c& dinh khéng phu thudc vao tiép tuyén AH.
TU d6 suy ra két luan b) trong dinh i.

4. Dién tich mit cau va thé tich khéi cau
Ta da biét thé nao la dién tich clia cdc da gidc phang. Ta dinh nghia dién
tich ciia hinh da dién 1a téng dién tich cdc mat ctia no.

Tuy mat cau khong giong nhu hinh da dién vi n6é khong phai la hgp cia
céc da giac, nhung hién nhién 12 n6 cling phai c6 mot "dién tich" nao do.
Néu dé son mot mit cdu, ta phai dung 1kg son va ciing v6i 1kg son loai
dé, ta c6 thé son duoc mot hinh chit nhat (v6i do mong clia 16p son nhu
nhau) thi c6 thé xem dién tich clia mat cau bang dién tich hinh chit nhat.
Sau day ta néu ra cich dinh nghia dién tich ciia mat cau va néi rd hon vé cong
thic tinh dién tich d6. Ciing tuong tu nhu vay doi véi thé tich ctia khoi cau.

Khai niém vé dién tich mat cau va thé tich khoi cau
Cho mat cau duong kinh AB (h.36).

Mbéi nira mat phang c6 bo 1a duong thing AB cit mat ciu theo mot nira
duong tron duong kinh AB. Ta goi cac nlra duong tron d6 1a cac kinh tuyén
ting v6i duong kinh AB.
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Mbi mit phing vudng géc véi AB néu cat mit
cu theo mot duong tron thi duong tron do goi 1a A
Vi tuyén Gng v6i duong kinh AB. E
Néu xem bé mat Trai Dat 1a mot mét cau c6 cuc E
bac 1a A, cuc nam 1a B thi c4c kinh tuyén, vi i
tuyén ndi trén chinh 1a cédc kinh tuyén, vi tuyén i
cta Trai Dat. i
Ching ta hay lay mot s6 kinh tuyén va vi S
tuyén tng véi duong kinh AB cua mat cau.
Ching s€ chia mat cau thanh nhiéu manh, c6
thé goi mdi manh d6 1a mot "t gidc cau" (dac biét c6 thé 1a "tam gidc

Hinh 36

cau"). Ta c6 thé thdy rang bon dinh clia mot "t gidc cAu" nam trén mot
mit phang, va do d6 ciing 1a bon dinh clia mot tif gidc phang (ding ra 1a
hinh thang can) ma ta s& goi 12 "x4p xi phang" cua t gidc ciu dang xét.
Tuong tw, mdéi "tam gidc cau" ciing c6 "x4p xi phang" 1a mot tam gidc can.
Tap hop céc "xdp xi phang" cha tit gidc cdu va tam gidc cdu lam thanh mot
hinh da dién ¢ noi ti€p mat cau. Hinh da dién & goi 1a da dién xdp xi cua
mat cau.

Ngudi ta chitng minh dugc rang :

1) Khi do dai cdc canh cua 9D tién toi O thi dién tich cua hinh da dién 9 tién
toi mot gidi han xdc dinh. Giéi han d6 duoc goi la dién tich ciia mat cau.

2) Khi d¢ dai cdc canh ciia 9 tién t6i O thi thé tich ciia khoi da dién 9 tién
t6i mot gidi han xdc dinh. Gi6i han d6 dugc goi 1a thé tich ctia khoi cau.

Cac cong thic

Dua vao dinh nghia trén va dung phuong phdp giéi han, nguoi ta ching
minh duoc cdc cong thitc vé dién tich clia mat cau va thé tich clia khoi cau
nhu sau :

Mt cdu bdn kinh R ¢6 dién tich la : S = 4nR.

Khéi cdu ban kinh R ¢6 thé tich la V= %ﬂR3.




Cau héi va bai tép

Trong khong gian cho ba doan théng AB, BC, CD sao cho AB 1. BC,BC 1. CD,
CD 1 AB. Chitng minh riang c¢6 mat c4u di qua bon diém A, B, C, D. Tinh
ban kinh méat cau d6 néu AB =a, BC = b, CD = c.
a) Tim tap hop tam céc mat ciu di qua hai diém phan biét A, B cho truéc.
b) Tim tap hgp tam cac mat cdu di qua ba diém phan biét A, B, C cho trudc.
¢) Tim tap hgp tam cac mat ciu di qua mot duong tron cho trude.
d) C6 hay khong mot mat cau di qua mot dudong tron va mot diém nim
ngoai mat phang chita dudng tron ?
Cho diém M nim trong mat céau (S). Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé
nao ding ?
a) Moi mat phang di qua M déu cit (S) theo mot dudng tron ;
b) Moi duong thang di qua M déu cat (S) tai hai diém phan biét.
Cho dudng thing d va diém A khong nam trén d. Xét cac mat cau di qua A
va ¢6 tam nam trén d. Ching minh rang cdc mat cdu dé luon di qua mot
duong tron co6 dinh.
Trong cidc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?
a) Néu hinh da dién noi ti€p mat cau thi moi mat ctia n6 1a da gidc noi tiép
dudng tron ;
b) Néu tit ca cac mat ciia mot hinh da dién noi ti€p duong tron thi da dién do
noi ti€p mat cau.
a) Tim tap hop tam cdc mat ciu ti€p xuic véi ba canh cia mot tam gidc cho trudc.
b) Ching minh rang néu cé mat cu ti€p xtc v6i sdu canh cua hinh ti dién
ABCD thi

AB+ CD =AC + BD =AD + BC.
a) Tinh thé tich khoi cdu ngoai ti€p hinh chop tam gidc déu c6 canh ddy
béang a va chiéu cao bang A.
b) Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 tit ca cdc canh cung bang a. Goi
A’, B’, C’, D' lan luot la trung diém clia cdc canh SA, SB, SC, SD. Chting
minh ring cac diém A, B, C, D, A’, B', C’, D’ cung thudéc mot mat cau va
tinh thé tich khéi ciu dé.
Cho tt& dién ABCD v61 AB=CD =c¢, AC =BD =b, AD =BC =a.
a) Tinh dién tich mat cau ngoai ti€p ti dién.
b) Chitng minh riang c6 mot mat ciu ti€p xdc véi bon mat cha hinh ti dién
(n6 duogc goi 1a mat cau ndi tiép ta dién).
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10.

Tinh dién tich mat cdu ngoai ti€p hinh chép S.ABC biét rang SA = a,
SB = b, SC = ¢ va ba canh SA, SB, SC doi mot vuong gdc. Chiing minh rang
diém S, trong tam tam gidc ABC va tam mat ciu ngoai ti€p hinh chép S.ABC
thang hang.

a) Ching minh raing mot hinh lang tru ¢6 mat ciu ngoai ti€p khi va chi khi
n6 1a hinh lang tru ding vé6i ddy la da gidc noi ti€p dudng tron.

b) Trong s6 cac hinh hop noi ti€p mat ciu cho trude, hinh hop nao c6 dién
tich toan phan 16n nhat ?

KHAI NIEM VE MAT TRON XOAY

.

Mat cau la mot truong hop don gian ctia cadc mat tron xoay ma ta s€ néi dén
trong muc nay.

Truée hét, ta dinh nghia truc cua duong
tron : Truc cua duong tron (O ; R) 1a dudng

thang di qua O va vuong gbéc v6i mit
phéng chita dudng tron do. @(%u)
M

Dé thay ring khi diém M khong nam trén
duong thang A thi c6 mot dudng tron duy
nhat di qua M va c¢6 truc la A, ta ki hiéu
duong tron d6 1a (¢,;) (h.37). Hinh 37

A

Puong tron (€)y) duoc xdc dinh nhu thé' nao ?
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Trong trudng hop diém M ndm trén A, ta quy udc "dudng tron" (€,,) chi
gbém duy nhat diém M.



1. Pinh nghia

Trong khong gian, cho hinh H'va dwong thang A. Hinh gom tdt cd
cdc duong tron (€y;) voi M thuéc A dugc goi la hinh tron xoay
sinh boi H'khi quay quanh A. Puong thang A goi la truc cia hinh
tron xoay do.

Khi hinh A'la mot duong thi hinh tron xoay sinh boi né con goi
la mdt tron xoay.

Lo hoa & hinh 38 cho ta hinh anh ctia mot mat
tron xoay. Mat tron xoay dé sinh boi duong (L)
khi quay quanh dudng thing A.

N6i chung, cdc d6 gdm néu dugc ché tao bang céch
dung ban xoay déu c6 dang la cdc mit tron xoay.

2. M6t s vi du

Vi du 1. Néu hinh A la duong tron cé duong
kinh AB ndm trén dwong thdng A thi ré rang hinh

tron xoay sinh boi A khi quay quanh A la mdt
cdau duong kinh AB (h.39). Hinh 38

Néu A la hinh tron cé duong kinh AB nam trén duong thang A thi hinh
tron xoay sinh boi A khi quay quanh A la khoi cau duong kinh AB (h.39).

Hinh 39 Hinh 40
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Ta xét truong hop A la dwong tron ndm trong cing mot mdt phdng voi
duong thang A nhung khong cdt A. Hinh tron xoay sinh bdi duong tron dé
khi quay quanh A duoc goi la mdt xuyén (h.40).

Vi du 2. Cho hai duong thdang A va [ chéo nhau. Xét hinh tron xoay sinh
bdi duong thdng | khi quay quanh duong thdng A.

Goi PQ la dwong vuéng géc chung cua hai duong thang A va I
(P €el,Qe A) (h41). Khi do, cdc duong tron (€y;) c6 ban kinh cang lon
khi M thuéc | cang cdch xa diém P va (€p) la duong tron cé bdn kinh bé
nhdt (bdang PQ).

Trong truong hop nay, hinh tron xoay nhdn duoc
goi la mat hypeboloit tron xoay mét tang. (SJ di
cé tén goi nay la vi mdt tron xoay dé cé thé sinh
bdi mét hypebol khi quay quanh truc do cua no).
Trong céc §3 va §4, ching ta s€ xét hinh tron xoay
sinh béi duong thang [ khi quay quanh duong
thing A trong trudng hop hai dudong thang d6
cling nim trong mot mat phang.

Hinh 41
§ MAT TRU, HINH TRU VA KHOI TRU
\\ )/_‘_A\
1. Dinh nghia mat tru \5\\5—//
Cho dudng thang A. Xét mot dudng thang / song song i Mﬁ
v6i A, cdch A mot khoang R (h.42). R
//i, é \~\
Mdt tron xoay sinh bdi dwong thang | nhu \r\i—/f
2

thé khi quay quanh A duogc goi la mdt tru
tron xoay (hodc don gian la mdt tru).
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A goi la truc cua mat tru, [ goi la duong sinh clia mat tru va R goi la bdn

kinh ctia mat tru.

Ching ta dé dang nhan thay :

a) Mat tru ndi trén 1 tap hop tat ca cdc diém M cich dudng thang A co

dinh mot khoang R khong doi.

b) Néu M, la mot diém bat ki ndm trén mat tru thi dudng thang [ di

qua M, va song song v6i A ciling ndm trén mat tru d6 (vi moi diém cua

déu cach A mot khoang R). Nhu vay, c6 thé xem mat tru sinh bdi dudng

thang /; , n6i cach khdc, dudng thang /; cling 1a mot dudng sinh clia mat tru.
ﬁ Cho mat tru € c6 truc A va ban kinh R. Giao cGa mat tru ¢ va mat phéng (P) la

hinh gi trong cac trudng hop sau day ?

a) Mt phang (P) di qua A.

b) Mat ph&ng (P) song song Véi A.

c) Mt phang (P) vudng goéc véi A.

2. Hinh tru va khéi tru

Cat mat tru € truc A, ban kinh R bdi hai
mit phang phan biét (P) va (P’) cling
vuong goéc véi A, ta duge giao tuyén Ia
hai duong tron (¢ ) va (€’) (h.43).

Hinh 43

Phdn mdt tru T ndm giita hai mdt phang (P) va (P’) cing véi hai
hinh tron xdc dinh boi (€ ) va (€") duoc goi la hinh tru.

Hai duong tron (€) va (€’) goi 1a hai duong tron ddy, hai hinh tron xac dinh
boi ching goi 1a hai mdt ddy cua hinh tru, ban kinh cta chiing (bang R) goi
12 bdn kinh cta hinh tru. Khoang cich giita hai mat ddy goi 1a chiéu cao
cua hinh tru.

Néu goi O va O’ la tam clia hai hinh tron ddy thi doan thang OO’ (nam trén A)
goi la truc cha hinh tru.

Phan mat tru nam gitta hai ddy goi 1a mdt xung quanh cia hinh tru.

Vé6i mdi diém M e (¢), c6 mot diém M’ € (€¢’) sao cho MM’ // OO'. Hién
nhién doan thing MM’ nim trén mat xung quanh cta hinh tru, c6 do dai
bang chiéu cao ctia hinh tru. Cdc doan thang nhu vay goi la duong sinh cla
hinh tru.
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Ta ciing dé thdy ring mdi hinh tru phan chia khong gian thanh hai phan,
phan bén trong hinh tru va phan bén ngoai hinh tru.

" Hinh tru cung vdi phdn bén trong ciia né duoc goi la khoi tru.

Vi du 1. Cho hinh tru c¢é bdn kinh R va chiéu cao
ciing bang R. Mot hinh vuéng ABCD c¢6 hai canh
AB va CD lan luot la ddy cung ciia hai duong tron
day, cdc canh AD va BC khong phdi la duong sinh
ctia hinh tru. Tinh canh cua hinh vuong do.

Gidi (h. 44). Goi C’ 1a hinh chiéu cua C trén mit ,
ddy chita AB thi AB L BC' (vi AB L BC). Vay AC’ B ¢
la duong kinh cta duong tron ddy hay AC’ = 2R. Hinh 44

Tur cac tam giac vuong ABC’ va CBC’, ta co

BC'?=AC™ — AB® = 4R* — AB’:
BC"*=BC>-CC”?=AB* - R

R10

Suy ra 2AB® = 5R hay AB = — |

3. Dién tich hinh tru va thé tich khdi tru

50

Mot hinh lang tru goi 1a ndi tiép mot hinh tru néu hai ddy cta hinh lang tru
ndi ti€p hai duong tron ddy cta hinh tru. Khi d6, ta con néi hinh tru ngoai tiép
hinh lang tru.

Ta c6 dinh nghia :

Dién tich xung quanh cua hinh tru la gioi han cua dién tich xung
quanh ciia hinh ldng tru déu noi tiép hinh tru dé khi s6 canh ddy
tang lén voé han.

Thé tich ciia khoi tru (con goi la thé tich ciia hinh tru) la gidi han
cua thé tich ciia hinh ldng tru déu noi tiép hinh tru dé khi sé canh
day tang lén vo han.

Cho hinh tru ¢ c¢6 chiéu cao /& va ban kinh R. Gia st -#’1a mot hinh lang
tru déu noi ti€p hinh tru ¢ (h.45). Goi S 1a dién tich xung quanh ctia hinh
lang tru . va V 1a thé tich cta khoi lang tru .



Ta biét rang S = p.h, trong d6 p 1a chu vi ddy cla
lang try A va V = Sy4..h, trong d6 Sy4, 12 dién tich
ddy cua hinh lang tru .#. Ta lai biét rang khi s6 canh
day cua hinh lang tru.# tang 1én vo han thi chu vi p

va dién tich Sy, 1an lugt c6 gi6i han la chu vi va

dién tich cta hinh tron day cua hinh tru € .

Vaytaco:

Hinh 45

Dién tich xung quanh cva hinh tru bang chu vi ddy nhan véi chiéu cao.

Thé tich cua khoi tru bang dién tich ddy nhdan véi chiéu cao.

Vi du 2. Cho hinh tru € cé bdn kinh R, truc OO’ bang — __

2R va mdt cdu (S) ¢é duong kinh 00’ (h.46). < =T

a) Hay so sanh dién tich mdt cdu va dién tich xung |.---~""7""7- -~
quanh ciia hinh tru. N
b) Hdy so sdnh dién tich mdt cdu va dién tich toan ,\2\—;""0",‘-;41

phdn ciia hinh tru (dién tich toan phdn ciia hinh tru la ~__"""""_"
tong dién tich xung quanh va dién tich hai ddy cua né). Hinh 46

c) Hay so sanh thé tich ciia khoi tru € va khoi cdu (S).

Gidi

a) Dé thdy rang dién tich ciia mat cdu va dién tich xung quanh cta hinh tru
bing nhau va bing 4nR>.

b) Dién tich toan phan cua hinh tru bang 4nR%+ 2nR% = 67R?.

Vay dién tich mat cau bang % dién tich toan phan ctia hinh tru.

, o 4
¢) Thé tich cua khoi cau la V(S) = 3 R
Thé tich ctia khoi tru la V€ = nR”2R = 2nR>.

2, 9 s N > 2 2, 9 se
Vay theé tich cua khoi cau bang 3 the tich cua khoi tru. m
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Em Hay lam thi!

52

Céat mat xung quanh cla hinh tru (tic
hinh tru b di hai day) theo mét dudng
sinh rdi trai ra trén mot mat phéng thi
ta dugc moét hinh chir nhat c6 mot / /
canh bang dudng sinh [ va canh kia

béng chu vi dudng tron day. Khi dé, 2nR
dién tich hinh chit nhat bang dién tich

xung quanh cta hinh tru (h.47).

Hinh 47

Bai doc thém

Y] GIAO TUYEN LD CiiA MAT TRU TRON XOAY VA MAT DHANG

AZ

Cho mét tru tron xoay T ¢6 truc 1a A va ban kinh R. Xét giao clia T véi mét mp(a).

Ta biét rang :
— Néu () vubng goc vdi A thi giao 1a mét dudng tron cé ban kinh R.

— Néu (a) song song Vvdi A thi giao c6 thé la hai dudng sinh, mét dudng sinh hoic la
tap roéng.

Bay gid, gia sU (a) la mat phdng cit A nhung
khong vudéng goéc véi A (h.48). Ta hay xem
giao clia () va T la hinh gi ?

Ta hay |4y mét mat cau ban kinh R bd vao
mat tru tr trén xuéng cho dén khi n6 dung lai
vi ti€p xuc vGi mp(a). Nhu vay la ta c6 mat
cau S(0q ; R) ti€p xdc v8i moi dudng sinh cla
mé&t tru T va tiép xdc véi mp(a) tai diém Fy.
Hién nhién cac ti€p diém clia mat cdu S(Oy ; R)
véi cac dudng sinh luén ndm trén dudng tron
(¢7) 1a giao tuyén clia mét tru v6i mp(P,) vuéng
géc véi A tai O4. Tudng tu, ta 18y mot mat cau
khac ciing c6 ban kinh R dé vao trong mat tru tir
phia dudi va ddy lén cho né ti€p xuc véi mp(a).

Nhu vay, ta c6 mat cau S(O, ; R) ti€p xdc v6i moi



11.
12.

13.

14.

15.

dudng sinh clia % va tiép xUc véi mp(a) tai diém F,. Cac tiép diém clia mat cau nay vdi
cac dudng sinh luén ndm trén dudng tron (¢5) 1a giao tuyén clia mat tru & véi mp(P,)
vudng goéc vai A tai O,.

Gia st M 1a mot diém thudc (o) N €. Vi M nam trén (o) nén MF, tiép xuc véi mét cau
S(O4 ; R) tai Fy va MF, tiép xuc v6i mét cau S(O, ; R) tai Fy. Vi M ndm trén ¢ 'nén co
duding sinh clia ¢ di qua M. Gia s(r dudng sinh d6 cét cac dudng tron () va (€2)

Ian Iuot tai My va M, thi MM, va MM, 18n Iuot 13 tiép tuyén ciia mat cau S(O; ; R) va
S(0,; R). Tir d6 ta c6 MF; = MMy va MF, = MM,, do dé

MF1 + MF2 = MM1 + MM2 = M1M2 = O1 02.
Nhu vay, (a) N ¢ 1a dudng elip ndm trén (a), c6 cac tiéu diém la F, F, va do dai
truc 16n béng 040,.

Tém lai : Néu cét mat tru tron xoay b8i mot mat phang cét truc va khéng vudng
goc vdi truc cia mat tru thi giao tuyén la mot dudng elip.

Cau héi va bai tap
Chitng minh rang hinh tron xoay c6 vo s6 mat phang doi xing.
Trong moi trudong hgp sau, goi tén hinh tron xoay :
a) Sinh bdi ba canh clia mot hinh chit nhat khi quay quanh dudng thing
chira canh thi tu ;
b) Sinh bsi mot hinh chit nhat (ké ca diém trong) khi quay quanh dudng
thang chtta mot canh.
Cho dudng tron (O ; R) ndm trong mat phang (P). Tim tap hop cac diém M
trong khong gian sao cho hinh chi€u ctia ching trén (P) luon nidm trén
dudng tron da cho.
Chiing minh rang cédc ti€p tuyén cua mat cdu song song véi mot dudong
thang c6 dinh luoén nim trén mot mat tru x4c dinh.
Mait phing di qua truc clia mot hinh tru, cét hinh tru theo thiét dién 1a hinh
vuong canh 2R.
a) Tinh dién tich xung quanh va dién tich toan phan cua hinh tru.
b) Tinh thé tich ctia khéi tru.
¢) Tinh thé tich khoi lang tru ti& gidc déu noi ti€p hinh tru.
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16.

S

Mot hinh tru c6 bén kinh R va chiéu cao R+/3 .

a) Tinh dién tich xung quanh va dién tich toan phan cua hinh tru.

b) Tinh thé tich ctia khdi tru.

c¢) Cho hai diém A va B lan luot ndm trén hai dudng tron ddy sao cho goc
gifta AB va truc cta hinh tru bang 30°. Tinh khoang cich giita AB va truc
cua hinh tru.

MAT NON, HINH NON VA KHOI NON

=

1. Pinh nghia mat nén

54

Cho dudng thang A. Xét mot duong thang [ cat A A

tai O va khong vuong goc véi A (h. 49). ‘D I
Mdt tron xoay sinh bdi duong thdng [
nhu thé” khi quay quanh A goi la mdt

non tron xoay (hay don gian la mdt non).
A goi l1a truc cia mat non.
[ goi 1a duong sinh cia mat non.
O goi la dinh cua mat non.
Néu goi «a la goc gilta / va A thi 2« goi la goc o Hinh 49
dinh cia mat nén (0° < 2a < 180°).
Chiing ta dé dang nhan thdy :
Néu M 1a mot diém tuy y chia mat nén 9T khac véi diém O thi duong thang
OM nim hoan toan trén mait nén d6. C6 thé xem mit nén DU sinh boi

duong thiang OM khi quay quanh A. B&i thé, OM ciing dugc goi 1a duong
sinh cua mat nén do.



Em Hay lam thi!

Céac em hay |dy mot miéng bia, cat thanh hinh
quat tron giGi han bdi mot cung tron AB va hai
ban kinh OA, OB (h.50). Ta uén cong hinh quat
tron d6 dé cé thé dan hai ban kinh OA va OB
véi nhau.

Sau khi dan, cung tron AB tréd thanh mot dudng
khép kin. Néu ta lam cho dudng khép kin nay
tré thanh mot dudng tron thi ta dugc moét phan
clia mat nén tron xoay.

Hinh 50

a) Giao cua mot mdt nén va mot mdt phang di qua truc cua né la hinh gi ?

. ? A v 2 \ A “ 2 A , ) 2 7z \
b) Giao cua mot mdt non va mot mdt phang vuong géc voi truc cua no la
hinh gi ?

2. Hinh nén va khoi nén

Cho mat n6én DU véi truc A, dinh O va goc
& dinh 2a. Goi (P) la mat phing vuong
g6c v6i A tai diém I khac O (h.51). Mat
phang (P) cat mat nén theo dudng tron

(¢) c6 tam I. Lai goi (P’ la mat phing
vuong goc v6i A tai 0. Khi do

Hinh 51

Phdn cua mdt nén U gidi han bdi hai mdt phdng (P) va (P cing

vdi hinh tron xdc dinh boi (‘€) duoc goi la hinh non.

biém O goi 1a dinh cta hinh nén, dudng tron (€) goi 1a duong tron day,
hinh tron xdc dinh bdi (¢) goi 1a ddy cta hinh nén. V6i méi diém M nam
trén dudng tron (¢), doan thang OM goi 1a duong sinh ctia hinh nén ; rd
rang 12 cdc dudng sinh ctia hinh nén c¢6 do dai bing nhau. Poan thang OI
goi 1a truc cua hinh nén, do dai OI goi 1a chiéu cao cua hinh nén (d6 chinh
la khoang céch tir dinh O t6i mat day).
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Giao clia mot hinh nén va mot mdt phang di qua truc cia né la hinh gi ?

Hién nhién 12 mot hinh nén chia khong gian thanh hai phan : phin bén

trong va phan bén ngoai cla no.
|| Hinh nén cung vdi phdn bén trong ciia né goi la khéi non.

3. Khai niém vé dién tich hinh nén va thé tich khéi nén
Mot hinh chép goi 1a ndi tiép mot hinh nén néu ddy cta hinh chép la da
giac noi ti€p ddy clia hinh nén va dinh ctia hinh chép 1a dinh hinh nén.
Ta c6 dinh nghia :
Dién tich xung quanh cua hinh nén la gioi han cua dién tich
xung quanh ctia hinh chdp déu noi tiép hinh nén dé khi sé canh
day tang lén vé han.
Thé tich ciia khoi nén (con goi la thé tich ciia hinh nén) la gici
han cua thé tich cua hinh chép déu noi tiép hinh nén dé khi sé
canh day tang lén vo han.

Gia str - 1a mot hinh chép déu noi ti€p hinh nén 9T
(h.52). Goi p 1a chu vi ddy cta hinh chép déu .#, va \
g la khoang céch tir O t6i mot canh day cta . thi

. 9 7 ~ 1 .
dién tich xung quanh cua .#" 1a S, = Ep.q. Khi cho

sO canh ddy cta .#" tang 1én vo han thi p c6 gidi han

1a do dai duong tron ddy ctia hinh nén 91, con g ¢6 Hinh 52
mn
gi6i han 1a do dai duong sinh cua hinh nén. Vay :

Dién tich xung quanh cua hinh nén bang mot nia tich sé cua do
dai duong tron day va do dai duong sinh.

Ciing chd y riang thé tich V cta khéi chép 4 bang % tich s6 cta dién tich

da gidc ddy va chiéu cao clia .#’(cling 1a chiéu cao cua khai nén). Khi s6
canh ddy cua -#’tang l1én vo han thi dién tich da gidc dday cta .#'cé gidi
han Ia dién tich hinh tron ddy ctia khéi nén 91 Bai vay :
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Thé tich khoi nén bdang mot phdan ba tich so dién tich hinh tron
ddy va chiéu cao.

Vi du. Cdt mot hinh nén U bdng mot mdt phdang di qua truc cua né, ta
duoc thiét dién la mor tam gidc déu canh 2a. Tinh dién tich xung quanh,
dién tich toan phdn (tiic la tong ciia dién tich xung quanh va dién tich ddy)
va thé tich cua khoi nén I

Giai

Gia st thiét dién la tam gidc déu OAB canh 2a,
khi d6 hinh nén da cho c6 ban kinh day 1a a va
do dai duong sinh 1a 2a (h.53). Vay dién tich
xung quanh ctia né la

= l27ta.2a = 27ta2.

Seqg = 5
Dién tich toan phan la
Sip =2na> + na® = 3na’.
Thé tich la Hinh 53
3
Vv :lnaz.a 3= \/5
3 3

Bai doc thém

8

@W’ GIAO TUYEN DARABOL CUA MAT NON TRON XOAY
@A\;gj VA MAT DHANG

o] I6p 10, ching ta da biét ba dudng conic la elip, hypebol, parabol. Ngugi ta
chiing minh dugc réng :

N&u cdt mat nén tron xoay bdi mét mat phang (P) khéng di qua dinh
clia mat non thi giao tuyén sé Ia :

a) Mét duong elip néu mp(P) cat moi duong sinh (dac biét, néu (P)
vuéng goc vdi truc cia méat non thi giao la dudng tron) (h.54a) ;

b) Mét dudng parabol néu mp(P) song song véi chi mét dudng sinh
(h.54b) ;
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¢) Mot duong hypebol néu mp(P) song song vd&i hai dudng sinh

(h.54c).

| &
|
c)

8
2

e

Hinh 54

Sau day ta gidi thiéu mot cach chiing minh cho truong hgp b).

Xét mat non tron xoay 9ltruc A, dinh S.

Gia sU (P) la mat phang song song véi ding mét dudng sinh [ ctia 91 Ta chiing
minh giao clia 9t va (P) 1a mét parabol (h.55).



17.

18.

Goi I' 1a giao tuyén cta mp(l, A) va
(P) thi I' // 1. Trong mat phéng
(1,A), 18y diém O € A cach déu |,
I' va goi % 1a mat cau tdm O tiép
xuc véi [ va I’ (theo thir tu tai A va
F). Khi d6, . ti€p xuc v6i moi dudng
sinh clla mat nén 9 va cac ti€p
diém nam trén mot duong tron (€)
chla A.

Goi (P) la mat phing chita [ va
song song v&i (P) thi (P) c6 chung
v6i 91 dang mét dudng théng 1a |
nén (P’ chla ti€p tuyén cla (¢ )tai
A. Suy ra (P ti€p xtc véi ¥ tai A

va (P) ti€p xuc véi ¥ tai F.

Mat phang (Q) chia (€ ) cat (P)

theo ti€p tuyén vira n6i nén cat (P) Hinh 55

theo dudng thang d song song véi

ti€p tuyén do ; suy ra d vudng goc vaéi ['.

V6i M 1a mot diém tuy y thudc 91 N (P), k& MH vudng goéc véi d thi MH cling
phuong véi I’ nén song song véi [. Goi E |a giao diém clia SM va (€ ) thi E € (Q),
ba diém A, E, H thdng hang vi cling thuéc giao tuyén cla (Q) v6i mp(M, [). Tu
SA = SE suy ra MH = ME, ma ME = MF (vi chdng la hai doan ti€p tuyén cla %
ké tir M) nén MF = MH. Diéu nay chiing t6 rang giao clia mat nén 91véi mp(P) la
parabol véi tieu diém F va dudng chuin d.

Céu hdi va bai tap
Trong moi trudong hop sau, hdy goi tén hinh tron xoay :
a) Sinh boi ba canh ciia mdt tam giac can khi quay quanh truc d6i xting cua tam
gidc do ;
b) Sinh b&i mot tam gidc vuong (ké ca diém trong) khi quay quanh dudng
thang chita mot canh géc vuong.
Cho diém A nim ngoai mat cau (S). Chiing minh ring cdc dudng thing di

qua A ti€p xdc v6i mit cau (S) luon nam trén mot mat nén xac dinh.
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19.

20.

21.

Mot mat cau goi l1a ngoai tiép mot hinh nén né€u mit cau dé di qua dinh va
duong tron ddy cua hinh nén. Hinh nén nhu vay goi 1a ndi tiép mit cau do.

a) Ching minh rdng moi hinh nén déu ¢6 mot mat cau ngoai ti€p duy nhét.

b) Mot hinh nén ¢6 chiéu cao A va ban kinh ddy bang r. Tinh ban kinh mat
cau ngoai ti€p hinh nén do.

¢) Cho mot hinh nén ndi ti€p mot mat cau ban kinh R. Néu hinh nén dé6 c6
chiéu cao biang £ thi ban kinh ddy cta n6 bang bao nhiéu ? Tinh dién tich
xung quanh cua hinh nén d6.

Mot mit ciu goi 12 ndi tiép mot hinh nén néu né ti€p xdc véi mat ddy cla
hinh nén va ti€p xic v6i moi duong sinh cta hinh nén. Khi d6, hinh nén
duoc goi 1a ngoai tiép mat cau.

a) Chiing minh rang moi hinh n6n déu ¢6 mot mat cau noi ti€p duy nhat.

b) Mot hinh nén cé chiéu cao bang 4 va ban kinh ddy bang r. Hay tinh ban
kinh mat cau noi ti€p hinh nén do.

Cho tam gidc ABC vuong tai A, AB = ¢, AC = b. Tinh thé tich cta khdi tron
xoay sinh bdi tam gidc d6 (ké ca cac diém trong) khi quay quanh dudng
thang BC.

ON TAP CHUONG II

| - Kién thirc can nhé

A - Mt cdu, khoi cau

1.

60

Mait cau S(O ; R) la tap hop {M|OM = R}. Khéi cau SO ; R) 1 tap hop
{M|OM <R).

Mat cau 1a hinh tron xoay sinh bdi mot dudong tron khi quay quanh mot
duong thang chita dudng kinh ctia dudng tron do.

Khéi cdu 1a hinh tron xoay sinh bdi mot hinh tron khi quay quanh mot
duong thang chita dudng kinh ctia hinh tron dé.

Giao cua mat cau S(O ; R) va mp(P) phu thudoc vao R va khoang cach d tu
O dén (P). Gia su H 1a hinh chiéu cta O trén mp(P). Khi d6 :



— Néu d < R thi giao 1a duong tron nam trén (P) c¢6 tam H, ban kinh
— Néu d = R thi mp(P) tiép xuc v6i mat cau S(O ; R) tai H ;

— Néu d > R thi mp(P) khong cat mat cau S(O ; R).

Giao clia mit cdu S(O ; R) va dudng thing A phu thudc vao R va khoang
cach d tr O t6i A. Gia stt H 1a hinh chiéu ctia O trén A. Khi d6 :

— Néu d < R thi dudng thang A cit mit cau S(O ; R) tai hai diém phan biét ;

— Néu d = R thi A tiép xidc v6i mat cau S(O ; R) tai H. Cac dudng thang tiép
xdc véi mit cdu tai H nam trén ti€p dién cua mat cu tai H ;

— Néu d > R thi A khong cat mat cau S(O ; R).
Vé céc ti€p tuyén clia mat ciu di qua mot diém A ndm ngoai mat ciu :
— C4c doan thing n6i A va céc ti€p diém biang nhau.

— Tap hop cdc tiép diém 1a mot dudng tron.

X . s ) . 4
Hinh cau ban kinh R c6 dién tich bang 4nR? va ¢ thé tich bang gnR3.

B - Mt tru, hinh tru va khoi tru

1.

Mat tru 12 hinh tron xoay sinh bsi dudng thiang / khi quay quanh dudng
thang A song song véi /.

Mait tru c6 truc A, ban kinh R 1a tap hop tit ca cic diém cach duong thing
A mot khoang R.

Hinh tru 12 phan mat tru ndm gifta hai mat phiang phan biét vuong géc véi
truc cua mat tru, cung v6i hai hinh tron giGi han bdi hai duong tron la giao
tuy&n clia mat tru v6i hai mat phang néi trén.

Hinh tru 1a hinh tron xoay sinh bdi bon canh ctia mot hinh chit nhat khi
quay quanh mot duong trung binh ctia hinh chit nhat do.

Dién tich xung quanh cua hinh tru bang tich s6 chu vi duong tron ddy va
chiéu cao.

Dién tich toan phan cta hinh tru bing téng dién tich xung quanh va dién
tich hai day.

Khai tru 1a hinh tru cing véi phan bén trong cta hinh tru dé.

Khoi tru 1a hinh tron xoay sinh bdi mot hinh chit nhat (ké ca cdc diém nidm
trong n6) khi quay quanh mot duong trung binh ctia hinh chit nhat do6.

Thé tich khdi tru bing tich s6 ctia dién tich ddy va chiéu cao.
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C - Mdt non, hinh non va khéi non

1.

Mait nén 12 hinh tron xoay sinh b&i dudng thang [ khi quay quanh dudng
thang A cat / nhung khong vuong géc véi /.

Mait nén dinh O, truc A (O thudoc A), gbc 6 dinh 2« 1a hinh gom tét ca céc
duodng thang di qua O va tao véi A mot géc bang o (0° < a <90°).

Hinh ndn 1a hinh tron xoay sinh bdi ba canh clia mot tam giac can khi quay
quanh truc doi xing cta tam gidc do.

Dién tich xung quanh ctia hinh nén bang mot ntra tich s6 chu vi ddy va do
dai duong sinh.

Dién tich toan phan clia hinh nén béing tdng dién tich xung quanh va dién
tich day.

Khai nén 1a hinh nén cing véi phan bén trong cua hinh nén do.

Khoi nén 12 hinh tron xoay sinh b&i mot hinh tam gidc vuong (ké ca phan
trong) khi quay quanh dudng thang chita mot canh géc vuong.

Thé tich khoi nén bang mot phan ba tich so cua dién tich ddy va chiéu cao.

Il - Cau hoi tu kiém tra

1.
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Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

a) Mit cau, khoi cdu déu c6 vo s6 mat phing doi xiing.

b) Moi tir dién luon c6 mat ciu ngoai tiép.

¢) Moi hinh chép c6 canh bén bang nhau déu c6 mat ciu ngoai tiép.

d) Moi hinh hop ding déu c6 mat cau ngoai tiép.

e) Mit nén, hinh nén, kh6i nén déu cé vo s6 mat phang doi xdng.

g) Mat tru, hinh tru, khdi tru déu c6 duy nhat mot mat phiang doi xing.
Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

a) Moi duong thiang déu c6 chung v6i mat tru (hodc mat nén) nhiéu nhat 1a
hai diém.

b) Mat tru va mat nén c6 chita cic dudng thang.

¢) Moi dudng tron 16n clia mit cau déu di qua hai diém co dinh.

d) Hai dudng tron phan biét cing nam trén mot mat tru c¢6 ban kinh bang nhau.

e) Hai dudng tron phan biét cing ndm trén mot mét nén ¢6 ban kinh khéc nhau.



Il - Bai tap

1.

bl

Cho mp(P) va diém A khong thuoc (P). Chitng minh ring moi mit cau di
qua A va c6 tam nam trén (P) luon luon di qua hai diém c6 dinh.
Xdac dinh tam va tinh ban kinh mat cau ngoai ti€p hinh chép S.ABC, biét
SA=SB=SC=a, ASB = 60°, BSC = 90°, CSA = 120°,
Cho hai duong tron (O ; r) va (O’ ; r') cat nhau tai hai diém A, B va lan luot
nam trén hai mat phiang phan biét (P) va (P’).
a) Ching minh rang c6 mat cau (S) di qua hai duong tron dé.
b) Tinh ban kinh R ctia mat cdu (S) khi r = 5, r' =10, AB = 6,
00' =21,
Cho mot hinh nén 9U sinh bdi mot tam gidc déu canh a khi quay quanh
mot duong cao clia tam gidc do.
a) Mot mat cdu c6 dién tich bing dién tich toan phan ctia hinh nén U thi
¢6 ban kinh bang bao nhiéu ?
b) Mot khéi cdu c6 thé tich bing thé tich ctia khoi non DU thi c6 ban kinh
béng bao nhiéu ?
Cho tam gidc ABC vuong tai A, AB = ¢, AC = b. Goi V|, V,, V5 1a thé tich
clia cdc khoéi tron xoay sinh boi tam gidc d6 (ké ca cac diém trong) khi Ian
luot quay quanh AB, AC, BC.
a) Tinh V', V,, V5 theo b, c.
b) Chiing minh rang % = % + Lz

i i W

Mot hinh thang can ABCD c6 cac canh ddy AB = 2a, DC = 4a, canh bén
AD = BC = 3a. Hay tinh thé tich va dién tich toan phan cta khéi tron xoay
sinh bai hinh thang dé khi quay quanh truc d6i xding cua no.

IV - Cau hdi trdc nghiém

1.

Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) Moi hinh hop déu c6 mit cau ngoai ti€p ;

(B) Moi hinh hop ding déu c6 mat ciu ngoai tiép ;
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2.

64

(C) Moi hinh hop c6 mot mat bén vuong géc véi ddy déu c6 mat cau ngoai tiép ;
(D) Moi hinh hop chit nhat déu c¢6 mat cau ngoai ti€p.

Trong s6 cdc hinh hop ndi ti€p mot mat cau ban kinh R thi

(A) Hinh hop c6 ddy 1a hinh vuong c6 thé tich 16n nhat ;

(B) Hinh lap phuong c6 thé tich 16n nhat ;

(C) Hinh hop c6 cac kich thude tao thanh cap s6 cong cong sai khiac 0 co
thé tich 16n nhat ;

(D) Hinh hop c6 cac kich thudc tao thanh cap s6 nhan cong boi khac 1 co
thé tich 16n nhat.

N , 2 ,, 4 . . a7 ~ X 7 ki
Mot hinh cau c6 thé tich gn ngoai ti€p mot hinh 1ap phuong. Thé tich cua

khéi 1ap phuong dé 1a

8V3 .

w22, (B) g; ©)1; (D) 243.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) Hinh chép c6 day la ta gidc thi ¢6 mat cau ngoai tiép ;
(B) Hinh chép c6 ddy 1a hinh thang vuong thi c6 mat cau ngoai tié€p ;
(C) Hinh chép c¢6 ddy 1a hinh binh hanh thi c6 mat cau ngoai ti€p ;
(D) Hinh chép c6 ddy la hinh thang can thi ¢6 mét cau ngoai tiép.
Cho t& dién déu ABCD c6 canh bing a. Tap hop cic diém M sao cho
MA* + MB* + MC? + MD* = 24* 1a

a2

(A) Mat cau ¢6 tam la trong tam ctia tam gidc ABC va bén kinh béang 5 ;

a2

4

o2

(C) Mit cAu c6 tam 12 trong tam cla ti dién va ban kinh bang S

(B) Mat cdu ¢6 tam 1a trong tam cua t& dién va ban kinh bang

b

a2

(D) Dudng tron ¢6 tam 1a trong tam cua tam gidc ABC va ban kinh bang R



6. Mat cdu ti€p xtc vdi cdc canh cua t¢ dién déu ABCD canh a ¢6 ban kinh 1a

"[ “f ©) av2;

(A) (B) (D) 2a42 .

7. Trong cdc ménh dé sau, ménh d¢ nao ding ?

(A) C6 duy nhit mot mat cidu di qua hai dudong tron nam trong hai mat
phang cit nhau ;

(B) C6 duy nhit mot mit cdu di qua hai dudng tron nidm trong hai mat
phang song song ;

(C) C6 duy nhdt mot mat cau di qua hai dudong tron cét nhau ;

(D) C6 duy nhat mot mit cdu di qua hai dudng tron cit nhau tai hai diém
phan biét va khong cling ndm trong mot mat phang.

8. Cho hai diém A, B phan biét. Tap hop cic diém M sao cho dién tich tam
gidc MAB khong déi 1a

(A) Hai duong thiang song song ;
(B) Mot mat cau ;
(C) Mot mat tru ;
(D) Mot mat nén.

9. Cho hai diém phan biét A, B ¢6 dinh. Mot dudong thang [ thay déi luon di
qua A va cich B mot khoang A—ZB . Goi H 1a hinh chiéu cta B trén [. Tap hop
céc diém H 1a
(A) Mot mat phazlng ; (B) Mot mat tru ;

(C) Mot mat nén ; (D) Mot duong tron.

10. Vi diém O c¢6 dinh thuoc mat phang (P) cho trude, xét dudng thing /

thay déi di qua O va tao vé6i (P) géc 30°. Tap hop céc dudng thing / trong

khong gian la
(A) Mot mit phang ; (B) Hai dudng thing ;
(C) Mot mat tru ; (D) M6t mat non.
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11. Mot hinh tru ¢6 ban kinh ddy bang a, dudng cao 00'=a+3. Mot doan

thing AB thay déi sao cho goc giita AB va truc hinh tru bing 30°, A, B
thuoc hai dudong tron ddy ctia hinh tru. Tap hop cic trung diém / clia AB 1a

(A) Mot mat tru ;
(B) Mot mat cau ;
(C) Mot duong tron.
(D) Mot mat phang.
12. Trong miat phing (P) cho géc xOy. Mot mat phang (Q) thay doi va
vuong goc v6i dudng phan gidc trong cua goc xOy, cit Ox,Oy tai A, B.

Trong (Q) ldy diém M sao cho AMB =90°. Khi 4y, tap hop céc diém M la

(A) Mot duong tron ; (B) Mot mat tru ;
(C) Mot mat nén ; (D) Mot mit cAu.

13. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B'C'D’ c¢6 canh bang a. Dién tich xung
quanh ctia hinh ndn tron xoay sinh bdi duong gdp khic AC’A’ khi quay
quanh AA’ bang

(A) Ttazx/g ; (B) Ttazx/g ;

(C) na* 2 ; (D) na5.

14. Cho hinh nén c¢6 bén kinh ddy bing a. Mot day cung thay doi ctia dudng
tron ddy c6 do dai khong déi bang a. Tap hop cac trung diém clia doan
thang noi dinh hinh nén véi trung diém ctia day cung dé 1a

(A) Mot mat nén ¢6 dinh ;
(B) Mot mat phang c6 dinh ;
(C) Mot mat tru c6 dinh ;
(D) Mot duong tron c6 dinh.

15. Cho hinh tru ¢6 ban kinh day R, duong cao OO’. Cit hinh tru d6 bang mat
phang (@) tuy y vuodng goc véi day va cach diém O mot khoang & cho truée
(A < R). Khi &y, mp(@) c6 tinh chat :

(A) Luon tiép xic v6i mot mat tru co dinh ;

(B) Luon cach mot mat phang cho truée qua truc hinh tru mot khoang 4 ;
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(C) Cat hinh tru theo thiét dién 1a hinh vuong ;
(D) Ca ba tinh chét trén déu sai.

16. Mot khoi tru 6 ban kinh ddy a~/3, chiéu cao 2a~/3 . Thé tich clia khoi cdu
ngoai ti€p khoi tru 1a

(A) 867> : (B) 6:/6ma° ; (C) §\/€na3 : (D) 43na’.

17. Cho hinh nén c¢6 dudng sinh bang duong kinh ddy va bang 2. Bén kinh mat
cau ngoai ti€p hinh nén d6 la

A) V3 ; B) 23 : © ? : (D) i

18. Cho hinh nén sinh bdi mot tam gidc déu canh a khi quay quanh mot dudng
cao. Mot mit c4u c6 dién tich bang dién tich toan phan ctia hinh nén thi ¢6
ban kinh la

a\/_ a\/— a\/— a\/—

(A) —— (B) ©) (D) —

19. Cho mot hinh nén sinh bdi mot tam gidc déu canh a khi quay quanh mot
dudng cao. Mot khoi cau c6 thé tich bang thé tich clia khoi nén thi c6 ban
kinh bang

3 3 3
() ‘”iﬁ ; (B)i © 4 zﬁ ; ) & iﬁ-

20. Mot hinh nén c6 dudng sinh biang a va géc & dinh bang 90° . Cit hinh nén
bang mat phang () di qua dinh sao cho géc giita (o) va mat ddy hinh nén
bang 60°. Khi d6 dién tich thiét dién la

(A) gaz : (B) ?az : ©) %az : (D) %aZ.

21. Cho hinh chép ti gidc déu c6 canh ddy bang a, canh bén tao v6i mat day

gbéc 60°. Dién tich toan phan ctia hinh nén ngoai ti€p hinh chép 1a

3na’ 3na’ 3na’ ) 3na’

(A) (B) © (D) 2
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22. Cho mat cau ban kinh R va mot hinh tru ¢6 ban kinh ddy R va chiéu cao
2R. Ti s6 thé tich kh6i cdu va khoi tru 1a

2. 3. . 1
(A) 37 (B) 5 ©2; (D) 2

23. Cho hinh tru ¢6 ban kinh ddy bang R, chiéu cao ciing bang R. Mot hinh
vuong ABCD c6 hai canh AB va CD lan lugt la cdc day cung cla hai duong
tron ddy, mp(A4BCD) khong vuong géc v6i mat phang ddy cua hinh try.
Dién tich hinh vuong d6 1a

2 2
(A) & (B) 5R?; © R I, (D) SR?2 ;

24. Mot khoi hop chit nhat noi ti€p trong mot khai tru. Ba kich thude ctia khoi
hop chit nhat 12 a, b, ¢ . Thé tich clia khéi tru 1a

L (2 2\ .
(A) Zn(a +b )c,
(B) —n(b2 +cz)a ;
© —n(c +a )
2 2, 2 N
(D) —n(a +b )c hoac — (b +c )a hoac Zn(c +a )b.
25. Mot khoi i dién déu c6 canh a noi ti€p mot khoi non. Thé tich khoi nén 1a
(A) £mﬁ; (B) ﬁncﬁ : (C) ﬁnaﬁ : (D) ﬁna3.
27 27 9 9
26. Cho hinh nén dinh S, ddy Ia hinh tron tam O, géc ¢ dinh bang 120°. Trén

dudng tron ddy, 14y mot diém A c6 dinh va diém M di dong. C6 bao nhiéu
vi tri chia M dé dién tich tam gidc SAM dat gia tri 16n nhat ?

(A)C6 1 vitri; (B) C6 2 vitri ;
(C)Co63vitri; (D) C6 vo s0 i tri.
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PHUGNG PHAP TOA DO TRONG KHONG GIAN

o) I6p 10, chung ta da lam quen v&i phuong phap toa d6 trén
mat phang. Trong chuong nay, ta sé n6i dén phuong phap toa
dé trong khong gian.

Hoc xong chuong nay, hoc sinh can :

- Hiéu va ndm viing dinh nghia vé toa dé ctia diém va cla
vecto trong mét hé truc toa do.

- Nhé va van dung dudc biéu thiic toa do clia cac phép tinh
trén cac vectd, cac cong thiic va cach tinh cac dai lugng hinh
hoc bang toa do.

- Nhan dang cac phuong trinh dudng thdng, mat phang, mat
cau trong mét hé toa dd cho trude va viét duge phuong trinh
cUa ching khi biét mét s6 diéu kién cho trude.
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S

HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

=

1. Hé truc toa do trong khong gian

Trong hinh hoc phing, ta da biét hé truc toa
do trén mat phang. Hé d6 thuong duoc ki
hiéu 12 Oxy hodc (O ; i, j). Bay gid ta thiét
lap hé truc toa do trong khong gian.

Trong khong gian, xét ba truc toa do Ox,
Oy, Oz c6 chung diém goc O va doi mot
vuong goc voi nhau (h.56).

DINH NGHIA 1

Hé gom ba truc Ox, Oy, Oz doi mot vuong géc duoc goi la
hé truc toa do vuong goc trong khong gian.

Thuat ngir va ki hiéu

H¢ truc toa do trong dinh nghia trén con duoc goi don gian 1a hé toa do

trong khong gian, va ki hiéu la Oxyz. Ta thudng goi cac vecto don vi trén céac

truc Ox, Oy, Oz lan luot 1a 7, /, k va con ki hieu he truc toa do 1a (037, J, k).

biém O goi la géc cua hé toa do, hoac don gian 12 goc toa do, Ox goi la

truc hoanh, Oy goi l1a truc tung, Oz goi l1a truc cao.

Cac mat phang di qua hai trong ba truc toa do goi 1a cdc mdt phdng toa do,

ta ki hiéu ching 1a mp(Oxy), mp(Oyz) va mp(Oxz), hoac don gian hon la

(Oxy), (Oyz), (Oxz).

Khi khong gian da c6 mot hé toa do Oxyz thi né dugc goi la khong gian toa do

Oxyz hoac don gian la khong gian Oxyz.

Ta can chi ¥ t6i cdc dang thic sau day :

Tai sao ta cé cdc ddng thiic trén ?
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2. Toa do cua vecto
Trong khong gian toa do Oxyz v6i cac vecto don vi i f, k trén cdc truc,
cho mot vecto . Khi d6 c6 bo ba s6 duy nhat (x; y; z) sao choii = xi +yj + zk.

B0 ba s6 d6 ciing dugc goi 1a toa do ciia vecto i d6i v6i hé toa dd Oxyz va
kihiéu 4 = (x;y;z)hoac u(x;y;z). Vay:

[ i=(x;y;z)eik;y;) e il:x17+y]'+z%.]

Hién nhién theo dinh nghia va ki hiéu trén, ta c6
(=(1;0:0) : j=(0:150) ; k= (0;01).
i

Tai sao néu vecto u cé toa do (x ; y ; z) doi véi hé toa do (0; , f, k) thi

X=uiiy=uj;z=uk?
Vi du 1. Trong khong gian toa do (0 ;?, }, %) ,g0il,J, K la cdc diém sao
cho ?: O—I), ; = Ei, 75 = (7'{ Goi M la trung diém cua JK, G la trong tam
tam gidc 1JK.

a) Xdc dinh toa do cua vecto OM .
b) Xdc dinh toa doé cua vecto MG .
Gidi (h.57)

a) Tacod

TN
do do OM—(O,z,z].

Hinh 57
b) Ta cé
VG - 06 oW = (01 + 07 + O ) - 1 (01 + oF)
3 2
(1 _ gy (l_ 1)z (1_1)7
‘(3 0)”(3 2)”(3 2)"’
3 6
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Tir dinh nghia vé toa do cua vecto, ta dé dang suy ra cdc tinh chat sau day :

ﬁho cdc vecto up =(xy; y1521), U =(Xy3 Yo 2y) va sO k tum
ta co :

]) M1=I/l2 Py X1=X, V1 =Y 21 =2

2) uy tuy=(x 25y £y, 7 12,
3) kuy = (kg s kyy; kzy)

4) uypuy =x1X5 + 1y, + 712,

— —2 2,2, .2
5) ‘“1 =AU =Xyt

X1 X + +2z
6) cos(ul,uz): 1 TN T A5

2 2 2 2 2 2

voi u; 20, uy 20
\7)u1 L u, S upuy =0 xx5+yy, +212, =0. /

3. Toa dd cla diém z 4
Trong khong gian toa d0 Oxyz, mdi .
diém M duoc hoan toan xdc dinh boi M

vecto OM (h.58). Boi vay, néu (x; y; z)

la toa do cia OM thi ta cling n6i (x ; y; z)

1a tog do ciia diém M va ki hiéu 1a kO A
M=(x;y;z)hoac M(x;y; z). Bares T y;
XI i : \:ﬂ: /,/
Nhu vay : . "F
Hinh 58

[ M=(x;y;z)<:>0W :x;+y}+z%.]

Néu diém M c6 toa do (x ; y ; z) thi s6 x goi 12 hoanh do, s6 y goi 1a tung
do va so z goi 1a cao do clia diém M.

Cho hé toa do Oxyz va diém M(x RN z). Tai sao co cdc khdng dinh sau ?
AyM=0<x=y=2z=0.
byM e (Oxy) < z=0,tiuclaM=(x;y;0).

M e (Oyz)y ©x=0,tuclaM=(0;y; z).

M e (Oxz) < y=0,tuclaM=(x;0;z).



Va’i diéu kién nao cua x, y, z thi diém M(x ; y ; z) ndm trén mot truc toa do ?

® 1
Trén hinh 59 c6 mot hé truc toa d6 Oxyz cung v6i cac hinh vuéng c6 canh bang

don vi. A
zZ
rad c
CAg— N ,.g::____ _ET e
£

g e LI >

S >
A JI'O e y
P B..~
Hinh 59

a) Xac dinh toa d6 clia cac diém A, B, C, D, E.
b) Dung diém P néu P = (3 ;6 ; -3).
4. Lién hé giira toa do cla vectd va toa do cta hai diém mut
Cho hai diém A(xy; ys;z4) V2 B(xg; yg; zg). Theo dinh nghia, ta c6
O_A =(X4;Y4:24) Va ﬁ = (xg; yp; zg) - Ta lai biét rang AB = @—a

Tur d6 ta suy ra toa do ctia vecto AB va do dai ctiand :

1) AB=(xp—X4;Yp—YasZp—24)-

2) AB=\/(xB ~xa) +(va—ya) +(zp—24)

2

2
% Trong khong gian toa d6 Oxyz cho bn diém khéng déng phdng A(x,;y,52,)s
B(xg;ygizp), COxpiyesze) Dxpsypszp)-

a) Tim toa d6 cla trung diém doan thang AB.
b) Tim toa do cula trong tdm tam giac ABC.
c¢) Tim toa do cla trong tam t& dién ABCD.
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Vi du 2. Trong khong gian toa d¢ Oxyz, cho bon diém A(5 ;3 ; —1),
B2;3;-4),C(1;2;0),D3;1;-2).

1. Chitng minh rdng :

a) Bon diém A, B, C, D khong dong phdng ;

b) Tit dién ABCD c6 cdc canh doi vudng géc voi nhau ;

¢) Hinh chép D.ABC la hinh chép déu.

2. Tim toa do chdn duong cao H cua hinh chép D.ABC.

Gidi

1. a) Ta phai chiing minh ba vecto ﬁ =2;2;1), ﬁ =(1;2;-2)va
DC = (=2; 1 ; 2) khong dong phéng. R& rang hai vecto DB va DC khong
cung phuong nén néu ba vecto m, ﬁ, DC déng phang thi phai c6 céc
sO m va n sao cho

-m—2n=72
mDB + nDC = DA hay {2m+n =2
—2m+2n =1.

Dé thay hé phuong trinh trén vo nghiém, suy ra ba vecto Ay khong dong phang.
b) Tacé DA =(2;2;1)va BC = (=1;—-1; 4).
Vay DA.BC =—-2-2+4=0. Suy ra DA L BC.
Lam tuong ty ta cling co DB L AC va DC L AB.

¢) DA=v22+22 +12 =3 ;

DB = (-1 + 2% + (-2)% =3 ;

DC = \/(—2)2 +12 +2% =3.
Tuong tu, ta cling c6 AB=BC =CA = 32 Vay D.ABC la hinh chép déu.
2. Vi D.ABC la hinh chép déu nén H triing véi trong tam tam gidc ABC hay

—_—

OH:%(EX'+O_B'+O?).T1\Idésuyra

33 3



5. Tich c6 huéng cua hai vecto

Ta da biét vé tich vo huéng cua hai vecto. Ta cin nhé ring tich d6 1a mot
s0 va c6 thé tinh dugc dé dang né€u biét toa do cha hai vecto.

Sau day ta s€ noéi vé rich ¢6 hudng cla hai vecto.
Khéc véi tich vo hudng, tich c6 huéng khong phai 1a mot s6 ma la mot
vectd, badi vay tich c6 hudng con duoc goi la tich vecto.

DINH NGHIA 2
Tich c6 huong (hay tich vecto) cua hai vecto i(a; b; ¢) va
V(a'; b'; ¢") la mot vecto, ki hiéu la [ii, V] (hodc ii AV), dugc
xdc dinh bang toa do nhu sau :

# b ¢ a b
[u,ﬁ]=ﬂ
b ¢ a b

Vidu3.Chou=(1;0;-1)vav =Q;1;1)thitaco:

[ﬁ,V]{ ! 0}(1;—3;1).

c da

2

2

D =(bc’—b'c;ca’ —c'a;ab’ —a'b).

' '
c a

-1 1
1 2

0 -1
I 1

b b

2 1

3
\ Péi v hé toa do (0;;,},%) , hay chiing té cac cong thic sau day dung :

[ (5 7)=K:[j.k]=0:[k7]=]. }

Tinh chat cua tich ¢c6 huéng
Cac tinh chat sau day cua tich c6 huéng thuong dugc ap dung khi giai mot

s6 bai toan hinh hoc :

/ 1. Vecto [ﬁ, \7] vuong goc voi cd hai vecto i va v , tiic la
[ﬁ, V].ﬁ :[1_4', \7].\7 =0.

2. |[@, ¥]| = al.Iv.sinGi, v).

3 [ﬁ, 17] =0 khi va chi khi hai vecto i va v cung phwdng./

3
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Chitng minh
1. Gia st u =(a;b;c) va v=(a";b";c"). T dinh nghia cta tich c6
huéng ta co
[L_i, \7] = (bc'— b'c;ca-c'a;ab'- a'b).
Suy ra
].ﬁ = (bc'-b'c)a + (ca'- c'a)b + (ab'- a'b)c

=bc'a—-b'ca+ca'b—-c'ab+ab'c—a'bc =0.

<l

L4,

Tuong tu ta cling ¢6 [i, ¥].¥ = 0.

2. Néu mot trong hai vecto i va v 12 vecto O thi tinh chat 2 13 hién nhién.

Bay gio ta xét trudng hop ca hai vecto d6 déu khiac 0. Khi d6, vi
u.v

cos(ii, V) = m

= \/(a2 +b% 4 cz)(a’2+ b2+ c'2) —(aa'+ bb'+ cc')2

= b= bV +(cac'aP +ab—a'b = [[ii 7]
3. Tinh chat nay dugc suy ra truc ti€p tr tinh chat 2. m
&> CHUY

Ta vé cdc vecto OA =ii ; OB = 7. [, v]

Né€u hai vecto u va v khong cung

phuong (h.60), ta goi S la dién tich

hinh binh hanh c6 hai canh la OA

va OB, khi d6

il |[9].sin (ii, ¥) = OA.OB.sin AOB
=9. (0]

Vay do dai ctia vecto [if, V] bang s6 A

=1

do dién tich hinh binh hanh néi trén. Hinh 60



Ung dung cua tich c6 huéng
a) Tinh dién tich hinh binh hanh
Néu ABCD 1a hinh binh hanh thi theo chi ¥ trén, ta c6 S = || AB, AD .
b) Tinh thé tich khoi hop

Néu ABCD.A'B'C'D’ 1a hinh hop véi (4B, AD]

dién tich ddy ABCD 1a S, chiéu cao la j2
h = AH, ¢ la gbéc hop boi hai vecto
AA" va [ AB, AD] (h.61) thi thé tich
cua hinh hop do la

V=5h= A48, AD | -AH

= ‘[E E]‘ Jaal. |cos g
Vay V= ‘[ﬂg” AD]. ﬂ“ Hinh 61
4

Hay chimg té réng ba vectd i, Vv, w déng phéng khi va chi khi [ii, V].W/ =0.

Nhu vay, ching ta nén nhé mot s6 tinh chat lién quan dén tich vo hudng va
tich c6 hudng sau day

ulveuv=0.

va v cung phuong < [u, v

N

Vi du 4. Trong khong gian toa do Oxyz, cho bon diém A0 ; 1; 1), B(-1;0; 2),
C-1;1;0)vaD2;1;-2).

a) Chitng minh rang bén diém dé khong dong phdng.

b) Tinh dé dai duong cao cua tam gidc ABC ké tw dinh A va bdn kinh
duong tron noi tiép tam gidc do.

¢) Tinh géc CBD va géc giita hai duong thang AB va CD.

d) Tinh thé tich tit dién ABCD va do dai duong cao cuia ti dién ké tir dinh D.

Gidi

a) Bon diém A, B, C, D khong déng phéing khi va chi khi ba vecto BA ,
BC, BD khong déng phing hay [E{ B_C"]@ # 0.
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Tacé BA =(1;1;-1), BC =(0;1;-2), BD =(3;1;-4).Suyra:

[E{,B_C']:Ol -1 -1 1 1‘]:(_1;2;1).

2

1 =2 -2 0o |o 1

|BA,BC|.BD = (-1)3+2.1+1.(-4) =50,
Vay bon diém da cho khong dong phéng.
b) Ta c6

J6

= = _1 2 2.2 _
Sapc = 5‘[BA, BC]‘ = 5\/(—1) +2°+17 = -
Néu goi AH la duong cao cua tam giac ABC thi
Al = 254BC _ J6 J6

BC \/02 12 4 (22 NCE
Né&u goi r 1a ban kinh duong tron noi ti€p tam giac ABC va 2p la chu vi cua
tam gidc d6 thi S,p. = p.r. D& dang tinh duogc
2p=AB+BC+CA=+3+J5+2

A 2 SABC \/g
nén ta co r = = .
P N5+\3+2
BC.BD 9

c) cosC/‘BB = cos(B_C", @)

[acl[Bpl 130
Néu goi a la géc gilta hai duong thang AB va CD thi

coso :‘cos(ﬁ, @) = |g%| = \/:5379

d) Ta dé thay thé tich khoi t& dién ABCD béng é thé tich khoi hop ¢6 ba

canh la BA, BC, BD. Nhu vay :
1= 52152 S
VABCD = EH:BA, BC]BD‘ :g.
Néu goi DK 1a duong cao cua tit dién ké tir D thi
5

DK = 2VABCD _ 2w

= . g =
Sapc N6 6
2




6. Phuong trinh mit cau

Trong khong gian toa do Oxyz cho mat
cdu S(I;R) c6 tam I(xy; yp;zp) VA

ban kinh R (h.62).
biém M(x ; y ; z) thuoc mat cau d6 khi v
va chi khi IM = R hay IM* = R?, nghia 12

o
(x—x0)2 +(y—yo)2 +(Z—Zo)2 - R y
Phuong trinh trén dugc goi la phuong > Hinh 62

trinh ciia mdt cau S(I ; R).

Nhu vay, néu biét toa do clia tam va biét ban kinh mait cdu thi ta c¢6 thé dé
dang viét dugc phuong trinh clia mat cau dé.

Mdt cau tam I(xy ; Yo ; zo), bdn kinh R ¢6 phuong trinh

(x=x0)2 +(y—y)* +(z—2y)* = R*.

5
Hay viét phuong trinh mat cau c6 dudng kinh A;A, vai
Al =(Cll;b1;C1) va A2=((12;b2;62)

theo hai cich sau :
— Tim toa d6 tdm va tinh ban kinh clla mat cau.

— Nhan xét rang diém M ndm trén mat cau khi va chi khi A/M.A,M = 0.

) 6
Viét phuong trinh mat cau di qua bén diém A(0; 0; 0), B(1; 0; 0), C(0; 1; 0), D(O; 0; 1).
Nhdn xét. Néu ta khai trién phuong trinh mat cau S(I ; R) va viét du6i dang
f(x, v, z) = 0 thi dé thdy ring f(x,y,z) la da thic bac hai déi véi x, y, z, c6
cac hé so cua x2, yz, 22 déu bang 1 va khong c6 céc hang tir chia xy, yz, zx.
Bay gio ta xét van dé nguoc lai : Phuong trinh dang
Xy +2ax+2by +2cz+d=0 (1)
c6 phdi la phuong trinh mdt cdu trong khong gian toa do Oxyz cho trudc
hay khong ?
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Phuong trinh (1) c6 thé viét nhu sau :

x+a) +O0+b)’+C+o) =d+b+P-d (2)
Goi I 1a diém c6 toa do (—a ; —b ; —c) va M 1a diém c6 toa do (x ; y ; z) thi vé
trdi cia (2) chinh 1a IM>. B&i vay ta dé dang suy ra :

Neuwa +b*+c¢*—d>0thi IM = \/a2 +b% + % —d. Vay (1) 1a phuong
trinh cia mat cau c¢6 tam I(—a ; —b ; —c) va ¢6 ban kinh

R:\/a2 v b1t —d.
Néu a® + b*+ ¢*— d =0 thi IM = 0 va phuong trinh (1) xdc dinh diém 7 duy nhat.

Néu a® + b* + ¢* — d < 0 thi khong ¢6 diém M nao c6 toa do thoa man (1).
Vay :

Phuong trinh P y2 + 2%+ 2ax + 2by + 2cz + d =0 la phuong
trinh ciia mdt cdau khi va chi khi a* +b* + ¢* > d. Khi dé tam
mdt cdu la diém I(—a ; —b ; —c) va bdn kinh mdt cdu la

Re & +p2+c2—d.

7

\ MGi phuong trinh sau day c6 phai la phuong trinh mat cau hay khong ? Néu phai thi

hay xac dinh tam va tinh ban kinh mat cau dé.
a)x2+y2—22+2x—y+1=0; b)3x2+3y2+322—2x:0;
)2 +2y° = (x+y)> — " +2x — 1 d) (x +y)% = 2xy — 2%+ 1.

Cau hdi va bai tap
Tw nay tro di, cdc bai tdp lién quan dén toa dé déu duoc xét trong khong
gian toa do Oxy:z.

Cho cac vecto :

— — — — — —>)
2

w=i-2j;v=3+5(j—k);w=2i—k+3/.
a) Tim toa do cua cac vecto do.
c¢) Tinh céc tich vo huéng ;; ; ;l;, ;
Cho vecto u tuy y khac 0. Chiin ung minh
J

cos2 (u, i) + cos

8]
—
<



10.

11.

Tim goc gitta hai vecto U VA v trong mdi trudng hop sau :
Du=(;1;1);5v=@2;1;-1);
byu=3i+4] ;v =-2j+3k.

L — - . . . - N - S 27'C 2
Biét |u| =2, v| =5, goOc gilta hai vecto u va v bang ? Tim k dé vecto

; = ku +17v vuong goéc véi vecto 5 =3u-—v.
Cho diém M(a ; b ; c).

a) Tim toa do hinh chiéu (vuong géc) clia M trén cdc mat phing toa do va
trén céc truc toa do.

b) Tim khoang cich tir diém M dén céc mat phang toa do, dén cac truc toa do.
c) Tim toa do clia cdc diém doi xing v6i M qua cdc mat phang toa do.

Cho hai diém A(x; ; y; 5 z1) va B(x, ; y5 ; 2,). Tim toa do diém M chia doan
thing AB theo ti s6 k (ttc 12 MA = kMB), trong d6 k = 1.

Cho hinh binh hanh ABCD véi A(-3 ;-2 ;0), B3;-3;1),C(5;0; 2).
Tim toa do dinh D va tinh géc gitta hai vecto AC va BD.

a) Tim toa do diém M thuoc truc Ox sao cho M cdch déu hai diém A(1 ;2 ; 3)
vaB(-3;-3;2).

b) Cho ba diém A2 ; 0 ; 4), B(4 ; \/g ; 5) va C(sin5t ; cos3t ; sin 3¢). Tim ¢
dé AB vuong géc véi OC (O 1a goc toa do).

Xét su dong phang cta ba vecto ;, v ovaw trong mdi trudng hop sau :

@) w354, v(2;-1;2), w(l;2;1);

b) (15 =15 1), v(05152), w(4;2;3);

) (43255, v(3:1:3), w2;0:1).

Cho ba diem A(1;0;0),B0;0;1),C(2;1;1).

a) Chitng minh A, B, C khong thang hang.

b) Tinh chu vi va dién tich tam gidc ABC.

¢) Tinh do dai dudng cao cua tam giac ABC ké tir dinh A.

d) Tinh céac géc ctia tam giac ABC.

Cho bon diém A(1;0;0),B0;1;0),CO;0;1)vaD(-2;1;-2).

a) Ching minh rang A, B, C, D 1a bon dinh cia mot hinh t& dién.
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12.

13.

14.

1. Phuong trinh mat phﬁng
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b) Tinh géc gifta cdc dudng thing chita cdc canh doi clia tit dién do.
¢) Tinh thé tich tit dién ABCD va do dai dudng cao cla tit dién ké tir dinh A.
Cho hinh chép S.ABC c6 duodng cao SA = h, diy la tam gidc ABC vuong
tai C, AC = b, BC = a. Goi M 1a trung diém ctia AC va N 1a diém sao cho
e — 1 e
SN = —S$B.
3
a) Tinh do dai doan thang MN.
b) Tim su lién hé giita a, b, h dé MN vuong goc vé6i SB.
Tim toa do tam va tinh ban kinh clia m6i mat cdu sau day :
)X +y+ - 8x+2y+1=0;
b)3x° +3y° + 327 +6x -3y +152-2=0;
©) 92> +9y* + 922 — 6x+ 18y + 1 = 0.
Trong moi trudong hgp sau, hdy viét phuong trinh mat cau :
a) Di qua ba diém A0 ; 8 ; 0), B(4 ; 6 ; 2), C(0; 12 ; 4) va ¢6 tam nam trén
mp(Oyz) ;
b) C6 ban kinh bang 2, tiép xtic v6i mat phang (Oyz) va c6 tam nam trén tia Ox ;
c) C6 tam I(1 ; 2 ; 3) va ti€p xuc v6i mp(Oyz).

PHUONG TRiINH MAT PHANG

Vecto n#0 goi la vecto phdp tuyén
cla mat phang (a) néu gid cla n 1 My
vuong goc véi mat phang (a). T

RG rang néu n 1a vecto phap tuyén clia
mp(a) thi kn (k=#0) cing 1a vecto 0 >

phdp tuyén clia mp(a).
Hinh 63



a5

Trong khong gian Oxyz, cho mat phang (@) di qua di€m M (xq;y,52y) va
co6 vecto phdp tuyén n(A ; B ; C). Chi y ring vi n#0 nén
A*+B?+C? > 0. Khi d6, diéu kién cin va da dé diém M(x ; y ; z) thudc
(@) 1a n.MyM =0 (h.63), hay

[A(x —Xo) + By —yg) + C(z —zy) = 0. ] (1)

Nhdn xét. Néu ta dat D = —(Axy + By, + Cz;) thi phuong trinh (1) tr¢ thanh :

[ Ax+By+Cz+D =0, trong d6 A2+BZ+C2>O.] 2)

Phuong trinh (2) goi 14 phuong trinh téng qudt ciia mdt phdng (@) hay néi
gon la phuong trinh mp( o).

Nhu vay, ta d& dang viét dugc phuong trinh mat phang néu biét toa do clua
mot diém thudc no va toa do mot vecto phdp tuyén cua no.

Vi du 1. Viét phuong trinh mdt phdng (a) di qua ba diém M0 ; 1 ; 1),
N ;-2;0)va P(1;0;2).

Gidi. Tac6 MN =(1;—-3;—1) va MP =(1;—1;1). Tir d6 ta tinh duoc

2 = [W, W] =(-4;-2;2). Vecto Z # 6 vuong gbc véi ca hai vecto

MN, MP nén n la mot vecto phdp tuyén ctia mat phang («). Nhu vay, ()

12 mat phang di qua diém M va c6 vecto phap tuyén 1 nén c6 phuong trinh
—4x-0)-2(y-1)+2(z-1)=0hay2x+y—-z=0. m

1

Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém A(1;-2;3) va B(-5;0;1). Hay viét phuong

trinh mat phang trung truc (P) cla doan thdng AB.

Nhu vay, mdi mat phang déu c6 phuong trinh dang (2). Pinh Ii sau day

khang dinh diéu nguoc lai.

DINH LI

Trong khong gian Oxyz, moi phuong trinh
Ax+By+Cz+D=0v6i A>+ B>+ C*> 0

déu la phwong trinh ciia mot mdt phdng xdc dinh.
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2 (dé chiing minh dinh Ii).

P& Lay mot nghiém (x5 v, ; zg) nao dé clia phuong trinh (2), tic 1a

AXO+By0+CZO+D:0.
Goi (P) la mat phang di qua diém M(x, ; yo ; zo) va c6 vecto phap tuyén Ia
ﬁ(A;B;C). Hay viét phuong trinh cla (P) dé thay réang né tuong duong Vi
phuong trinh (2).

2. Cac trudng hop riéng

84

Chiing ta hdy xét mot so truong hop riéng clia phuong trinh mat phiang va
noéi rd trong mdi trudng hop d6, mat phang cé dic diém gi.

3

Trong khéng gian Oxyz, xét mat phang () cé phuong trinh :
Ax+By+Cz+D=0.

Hay gidi thich vi sao ta c6 cac khang dinh sau day :

a) Mt phang («) di qua géc toa d6 O khi va chi khi D = 0.

b) M&t phang («) song song (hoac chita) truc toa d6 Ox khi va chi khi A = 0.

Hay phat biéu két luan tuong tu cho trudng hop B = 0 va trudng hop C = 0.

c) Mat phdng (@) song song ho#c trung véi mat phang (Oxy) khi va chi khi

A=B=0.

Hay phat biéu két luan tuong tu cho trudng hop B = C = 0 va trudng hop C = A = 0.

Sau day ta xét trudng hop mat phang c6 phuong trinh

Ax+By+ Cz+ D =0vdi cdc hé s6’ A, B, C, D déu khdc 0.

Khi d6 bang cach dat a = —% , b= —% , C = —g, ta dua phuong trinh trén

X y z
—+=4+==1.
[ a+b+c } %)

R rang mat phang c¢6 phuong trinh (3) cat cac truc Ox, Oy, Oz lan luot tai
cdc diém M(a ; 0 ; 0), N(O ; b ; 0) va P(0 ; 0 ; ¢). Do dai dai s6 clia cic

vecto OM, ON, OP trén cac truc toa do chia ching lan lugt 1a OM = a ;

vé dang

ON =b ; OP = c. B&i vay phuong trinh (3) duoc goi 1a phuong trinh mdt
phdng theo doan chdn.



Vi du 2. Trong khong gian Oxyz, cho diém M = (30 ; 15 ; 6).
a) Hay viét phuong trinh mdt phdng () di qua cdc hinh chiéu ciia M trén
cdc truc toa do.
b) Tim toa do hinh chiéu H ciia diém O trén mp(a).
Gidi
a) C4c hinh chiéu ctia M trén cic truc toa do la cc diém (30;0;0), (0; 15;0)
va (0; 0 ; 6). Phuong trinh mp(a) di qua ba diém dé6 1a

X 2 | hayx+2y+5:-30=0.

30 15 6
b) Piém H nam trén mat phiang () va vecto OH cung phuong véi vecto
phép tuyén 7(l;2;5) ctua (), tic la OH = tii. Boi vay, néu goi (x; y ; z)
la toa do cua H thi

X+2y+5:-30=0

X =1t
y =2t
z = 5¢t.

Bang céch thay cac gia tri x, y, z tlit ba phuong trinh cu6i vao phuong trinh dau,
tadugc t+ 4t +25t—-30=0. Tudétatimdugct=1vadodo H=(1;2;5). m

3. Vi tri tuong d6i giira hai mit phing
Hai b0 sé ti 1¢
Xét cac bo ns6 (X1 ; Xy ;...5 x,) (n>2), trong d6 cdc sO xq, Xy, ..., X, khong
dong thoi bang 0.
* Hai b0 s6 (4 ; Ay 5...; A)) va (B ; B, ;...; B,) nhu th€¢ dugc goi la t/ I¢
voi nhau (hay ti [¢) n€u c6 mot s6 ¢ sao cho A; = 1B, Ay =1tB,,...,A, =1B,.
Khi d6 ta viét

A A A
Al:AZ:...:An:Bl:Bzz...:BnhoacB—lzB—Zz...:B—:.
Theo dinh nghia do, ta c6
D304 L_=2_3 gaayr=1):
1:-2:3=2: 4.6hay2—_4—6(0dayt—2),
0:4:021:0:2: 2_0_34_0 Gaqays=
2.0.4.0—1.0.2.0hay1—0—2—0(0dayt—2)

(@3

* Khihaiboso (4 ;A ;...;A) va (B ;By;...; B

n

A tAy i A, #B By ..:B

n-

) khong ti 1¢, ta viét
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Vidu:1:5:-2:4#1:-2:5:4,
1:0:1:2=1:1:1:2.
* Ta hay xét truong hop hai bo s6 (4; ; 4y ;...;A4,) va (B;; By ;...; B,)) t
1¢, nhung hai bo s6 (A ; Ay ;...;A, A, 1) va (Bj;By;...;B,;B,.1)
khong ti 1. Diéu d6 c¢6 nghia la : c6 s6 ¢ sao cho A = 1B, Ay = 1B,,...,A, = 1B,
nhung A, | # tB, . Trong trudng hop do, ta viét :
A _A o A A

L= n o Tl
B B B, Byy
Vi tri tuong doi giira hai mat phang
Trong khong gian Oxyz cho hai mat phang (@) va (&) 1an lugt ¢6 phuong trinh :
() :Ax+By+Cz+D =0
(@):A'x+B'y+C'z+D'=0;
chiing 1an lugt c6 vecto phap tuyén la n (A;B;C) va n_"(A' ;B';C).
Néu A:B:C# A":B'":C' thi ta ¢6 thé néi gi vé hai vecto n (A; B; C)
va n' (A';B';C") va do dé néi gl vé vi tri twong doi gita hai mdt phdng
(@) va (') ?
A B

Bay gio ta xét truonghop A: B:C=A":B': C' hayT:F:F'

4

R Hay xét vi tri tuong d6i gitia hai mt phing () va (/) trong méi trudng hop sau:
A B C D A B C D
A" B'" C'" D A" B'" C'" D

Toém lai ta c6 :

/Cho hai mdt phdng () va (&) ldn luot cé phuong trinh : \
() :Ax+By+Cz+D=0
(@):Ax+By+Cz+D'=0.

a) Hai mdt phdng dé cdt nhau khi va chi khi A:B:C#A’: B : C’.
b) Hai mdt phdng dé song song khi va chi khi
A _ B _ C L D
A" B C D
¢) Hai mdt phdng dé triing nhau khi va chi khi

A B C _
& A B C D /
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Hai mdt phdng (a) va (&) néi trén vuéng géc voi nhau khi nao ?

& 5
A Cho hai mat phdng (a) : 2x —my + 10z+m+1=0
B):x-2y+@Bm+1)z—10=0.
Hay tim gia tri ca m dé :
a) Hai mat phang d6 song song ;
b) Hai mat phang d6 triing nhau ;
c) Hai mat phang d6 cit nhau ;
d) Hai m&t phang d6 vudng géc véi nhau.

4. Khoang cach tir mot diém t6i mdt mit phing

Trong khong gian Oxyz, cho diém My(xy ; Yo ; Zo) Va2 mat phing (@) c6
phuong trinh : Ax + By + Cz + D = 0. Hoan toan tuong tu nhu cong thic
tinh khoang c4ch tir mot diém t6i mot duong thang trong hinh hoc phang,
ta c6 cong thic sau day vé khoang céch d(M,), (@)) ti diém M, t6i mp(@) :

Axg + Byy + Czy + D
d(Mo,(a»:' 0+ B + Coo + D]
\/A2+B2+C2

6
R Tinh khoang cach gitta hai mat phdng cé phuong trinh 1an luot 1a :

3x-y+2z-6=0 va 6x-2y+4z+4=0.

Vi du 3. Cho tit dién OABC c6 ba canh OA,
OB, OC doi mot vuong géc, OA = a, OB = b, C
OC = c. Tinh d¢ dai duong cao cua tir dién

ke tir O.

Gidi

Vi ba canh OA, OB, OC d61 mot vudong goc
nén ta c6 thé chon hé toa do c6 goc
la0OvacoA=(a;0;0,B=0;b;0),
C=(@0;0; c) (h64). Khi d6 mp(ABC) c6
phuong trinh theo doan chén la

0

X

Hinh 64
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Ti2iiog-o.
a b c

Chiéu cao & can tim 12 khoang cdch tr diém O t6i mp(ABC) nén

abc

+62612 +a

0+0+0—1
T T oo
\/_2 TSt Ve
a b ¢
Vidu 4. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C’'D’ canh a. Trén cdc canh AA’, BC,

C'D’ ldn luot ldy cdc diém M, N, P sao cho AM =CN =D'P=t,v6i 0 < t< a.
Chitng minh rang mp(MNP) song song véi mp(ACD") va tinh khodng cdch

2b2

giita hai mdt phdng do.

Gidi 4
Chon h¢ toa do Oxyz c6 goc O trung véi D P c
D, céac truc Ox, Oy, Oz lan lugt di qua A, (AN
C va D’ nhu & hinh 65. Khi d6 : A
A=(a;0:;0),C=(0:a;0),D'=(0;0;a), )
M=(a;0;0,N=(t;a;0),P=(0;1;a). y. N
widi b fae |
N P , L TS y
Phuong trinh theo doan chan cua 4| 7 -~
mp(ACD") 1a : x B
X z Hinh 65
AR A hayx+y+z-a=0.
a a a

Mait phing dé c6 vecto phép tuyén n= (1;151).
Mat khac, mp(MNP) c6 vecto phap tuyén la n' = [W, ﬁ]

Ta co m:(t—a;a;—t);mz(—a;t;a—t).

Tur d6 ta tim duoc toa do cua n' la

- 2 2 2 2

n':(a2+t2—at;a +t"—at ;a” +1° —at).

Boi vay hai vecto novan cling phuong ; ngoai ra dé thay diém M khong
nam trén mp(ACD") ; do 46 mp(MNP) // mp(ACD").



15.

16.

17.

Khoang cich d giita hai mat phang d6 bing khoing cach tir diém M cla
mp(MNP) t6i mp(ACD’) nén ta c6

_|a+0+t—a| _l‘\/g
\/12+12+12 3

d [ ]

Céu hdi va bai tap
Trong moi truong hop sau, viét phuong trinh mat phang :
a) Pi quaba diém M(2;0;-1), N(1;-2;3),P(0;1;2);
b) Di qua hai diém A(1 ; 1;-1), B(5; 2 ; 1) va song song v&i truc Oz ;
c) Pi qua diém (3 ; 2 ;—1) va song song v6i mat phang cé phuong trinh
x—5y+z=0;
d) Pi qua hai diém A0 ; 1 ; 1), B(-1; 0 ; 2) va vuoéng géc v6i mat phang
x=y+z+1=0;
e) Di qua diém M(a ; b ; ¢) (véi abc # 0) va song song v6i mot mat phang toa do ;

g) bi qua diém G(1 ; 2 ; 3) va cit céc truc toa do tai cic diém A, B, C sao
cho G la trong tam tam gidc ABC ;

h) Di qua diém H(2 ; 1 ; 1) va cét cdc truc toa do tai cdc diém A, B, C sao
cho H la tryc tam cua tam gidc ABC.

Xét vi trf twong d6i cia mdi cap mat phiang cho béi céc phuong trinh sau :
aA)x+2y—-z+5=0 va 2x+3y-7z-4=0;
b)x-2y+z-3=0 va2x—-y+4z-2=0;

c)x+y+z—-1=0 va 2x+2y+2z+3=0;
d)3x—-2y+3z+5=0va 9x—-6y-92-5=0;
e)x—y+2z-4=0 va 10x—- 10y + 20z -40=0.

Xic dinh gi4 tri cha m va n dé moi cap mat phang sau day song song :
a)2x+ny+2z4+3=0 va mx+2y—-4z+7=0;
b)2x+y+mz—2=0 va x+ny+2z+8=0.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
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Cho hai mat phang c6 phuong trinh 1a
2x—-my+3z-6+m=0

va m+3)x-2y+Gm+1)z-10=0.

Vi gia tri nao cta m thi :

a) Hai mat phang d6 song song ;

b) Hai mat phang d6 tring nhau ;

c¢) Hai mat phing d6 cit nhau ;

d) Hai mat phang d6 vuong géc ?

Tim tap hop cdc diém cdch déu hai mat phang (&) va (') trong mdi trudng
hgp sau :

aA)(a):2x—y+4z+5=0, (&):3x+5y—-z-1=0;
b)(a):2x+y—-2z-1=0, (&):6x—3y+2z-2=0;
O)(@):x+2y+z-1=0, (@):x+2y+z+5=0.

Tim khoang cach giita hai mat phang
Ax+By+Cz+D=0 va Ax+By+Cz+D'=0
v6iD =D’
Tim diém M trén truc Oz trong mdi trudng hop sau :
a) M cach déu diém A(2 ; 3 ; 4) va mat phzllng 2x+3y+z-17=0;
b) M céch déu hai mat phang x +y—z+1=0vax—y+z+5=0.
Cho ttt dién OABC c6 cic tam gidc OAB, OBC, OCA 1a nhitng tam giic

vuong dinh O. Goi a, B, ylan luot 1a goéc giita mat phang (ABC) va cdc mat
phéng (OBC), (OCA), (OAB). Bing phuong phap toa d9, hdly chiing minh :

a) Tam gidc ABC c6 ba goc nhon ;
b) cos’ & +cosz,6+coszy =1.

Viét phuong trinh mat phang song song v6i mat phang 4x + 3y — 12z + 1 =0
va ti€p xuc v4i mat cau cé phuong trinh :

x2+y2+22—2x—4y—6z—220.



§ PHUONG TRINH DPUONG THANG

1. Phuong trinh tham sé va phuong trinh chinh tic cta dudng thing

Trong khong gian Oxyz, cho duong thing d di

qua diém My(xy ; yo 5 Zg) va c6 vectd chi
phuong u(a b c) (h.66). Vi u # 0 neén ta phai },
c6a’+b>+c?>0. d//]\'/IO/M/
Ta biét rang diéu kién can va du dé diém 0 ;
M(x;y;z) nidm trén dudng thang d la vecto x/

MyM cung phuong véi vecto u, tic la cé so Hinh 66
te€R saocho MyM = tu.Chd y rang
MM =(x-Xxyg;Y—Yo5 Z— Z9)

nén di€u kién néi trén twong duong véi :

X =xy +at
y =y +bt, teR. (1)
z=1zg+ct

Hé phuong trinh (1) duoc goi 1a phuong trinh tham sé cha dudng thing d
vGi tham s6 ¢. VGi moi ¢ € R, hé phuong trinh trén cho ta toa do (x ; y ; z)

ctia mot diém ndm trén d.

Nguoc lai, méi hé phuong trinh dang (1) véi a” + b + ¢* > 0 déu 1a phuong
trinh tham s6 cla dudng thang d di qua diém (x; ; yg ; zg) va c6 vecto chi
phuong la ;(a :bo).

Tir nay, dé don gian, trong phuong trinh (1) ta khong viét ¢ € R.
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1

R Cho dudng thdng d cé phuong trinh tham s6 :

x=1-2¢
y=2+t
z=2t.
a) Hay tim toa dé6 mét vecta chi phuong cla d.
b) Xac dinh toa d6 clia cac diém thudc d ing véi giatrit=0,t=1,t=-2.
c) Trong cac diém A(3; 1; -2), B(-3;4;2),C(0;2,5; 1), diém nao thudc d, diém
nao khoéng ?
Xét duong thang d c6 phuong trinh tham s6 (1).

Trong truong hop abe # 0, bang cach khir ¢ tir cdc phuong trinh ctua hé (1),
ta duoc :

[ x_x():y_yo:z_zo,véiabc;tO.} (2)
a b c

Hé phuong trinh (2) duoc goi 12 phuong trinh chinh tdc ctia dudng thing d.
Nguoc lai, méi hé phuong trinh nhu thé déu 1a phuong trinh chinh tic ciia mot
dudng thang hoan toan xdc dinh, d6 la dudng thang di qua diém (x, ; g ; Zo)
va ¢6 mot vecto chi phuong 1a ;(a ;b o).
2
Cho hai mat phéng («) va (a') c6 phuong trinh :

(a):2x+2y+z—4=0

(a'):2x—y—z+5=0.
a) Hay giai thich tai sao hai mat phéng () va (') cat nhau.
b) Goi d la giao tuyén cta hai mat phang () va (a'). Hay tim toa do cta mét
diém thudc d va xac dinh toa d6 clia mét vecta chi phuong cla d.
c) Viét phuong trinh tham s6 va chinh tc ctia dudng thang d.

2. M6t sd vi du
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Vi du 1. Viét phuong trinh tham sé cia duong thang d di qua hai diém
phdn biét A(1;0;-2)vaA’(2;1;1).

Giadi

Vecto AA' = (1;1;3) 1a mot vecto chi phuong clia d, ngoai ra d di qua diém A

nén d c6 phuong trinh tham s6 la



x=1+1¢

y=t

z==-2+3 m
Vi du 2. Trong khéng gian toa do Oxyz, cho tir dién ABCD voi

A=(0;0;2), B=(3;0;5),C=(1;1;0), D=(4;1;2).

a) Viét phuong trinh tham so ciia duong cao tit dién ABCD ha tir D.
b) Tim toa do hinh chiéu H ciia D trén mdt phdng (ABC).
Gidi
a) Taco 52(3;0;3), R:(l;l;—2).
Vi [IB:TC} = (—3 ;95 3) nén mot vecto phdp tuyén ctia mat phang (ABC)
an=(1;-3;-1).

Vay phuong trinh tham s6 ciia duong cao d ha tir D cua ti dién la

x=4+t
d:qyy=1-3t
z=2—-1

b) Mait phéng (ABC) c6 vecto phap tuyén n= (1 ;=35 — 1) va di qua
A(0;0;2) nén c6 phuong trinh 1a

1(x-0)-3(y-0)-1(z-2)=0
hay x -3y -z+2=0.
Hinh chiéu H clia D trén mat phang (ABC ) 1a giao diém clia duong thang d
v6i mat phiang (ABC). Dé tim toa do diém H, ta giai hé gom cdc phuong
trinh clia dudng thang d va mp(ABC) :

x=4+t
y=1-3t
z=2—t

x—=3y—-z+2=0.
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Thay cdc gia tri cia x,y,z trong ba phuong trinh dau vao phuong trinh

cubi, taco 4 +1—3(1-3t)—(2—1)+2=0. Trdésuyra r = - Do do

11
z:2+1—11 %
Vay H=(%;%;%}

Vi du 3. Cho hai mdt phdng (a) va (a') ldn luot c6 phuong trinh
xX+2y—z+1=0 va x+y+2z+3=0.

Chiing té rang hai mdt phdng dé cdt nhau va viét phuong trinh tham so ciia

giao tuyén hai mdt phdng dé.

Gidi

Hai mit phang da cho cat nhau vi bo ba s6 (1 ; 2 ; —1) khong ti 1& v6i bo ba

sO(1;1;2).

Goi d 1a dudng thang giao tuyén cia chiing. Puong thang d gém cic diém

M(x ; y; z) vira thudc (@) vira thudc (') nén toa do ctia M 1a nghiém cuia hé :
xX+2y-z+1=0

(D

X+y+2z+3=0.

Bay gid ta c6 thé viét phuong trinh tham s6 cua d bang mot trong cdc cdch

sau day :

Cdch 1. Tim toa déo mot diém A thuoc d va mot vecto chi phuong ciia né roi
viét phuong trinh tham sé cua d.

Cu thé 13, trong hé (1) cho z = 0 r6i tim x va y, ta dugc x = =5,y = 2.
Vay diém A(-5;2;0) thuoc d.

Goi 771 = (1 ;25— 1) 1a vecto phép tuyén clia mat phang (a), g = (1 ;1 2)

12 vecto phdp tuyén ctia mat phang (a ’). Duong thiang d vuong géc véi hai

—

vecto n; va n, nén né cé vecto chi phuong 1a u = [rzl, nz} =(6;-3;-1).



Vay, phuong trinh tham s6 clia duong thang d 1a

xX=-5+5¢
y=2-3t
z = —1.

Cdch 2. Tim toa dé hai diém phdn biét A va A’ thuoc d réi viét phuong
trinh dwong thdng di qua hai diém do.

Cu thé 1a : Trong hé (1) cho z = 0, ta tim dugc x = -5, y = 2. Vay diém
A(-5;2;0) thuoc d.
Lai choz =1, ta dugc x = -10, y =5. Vay A'(-10; 5 ; 1) cling thuoc d.

Vecto chi phuong ctia d 1a AA' = (=533 ;1) nén d c6 phuong trinh tham s6 1a :

x=-10-5¢
y= 543t
z=1+1t

Cdch 3. Trong hé (1) cho z =t roi tim x va y theo t, ta dugc

x=-5-5¢
y=2+3t
z =1

D6 ciing 12 phuong trinh tham s6 clia duong thang d. =

Vi du 4. Cho hai duong thdng d, va d, ldn lugt c6 phuong trinh la

xX=t
. _ 1 N .Ezy_—1=2+2.
di:qy=-1-4t vad2.2 I 5
z=6+06t

Viét phuong trinh chinh tdc cia duong thang dy di qua diém M(1 ; -1 ; 2),

vuong goc voi cd dy va d,.
Gidi
Cac duong thang d, va d, 1an lugt c6 vecto chi phuong la

u(1;—456) v uy(2;1;=5).
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Dudng thang d; vuong géc véi cd d va d, nén mot vecto chi phuong cla
d3 1a 3 = |, 1y |. Ta tinh duoe uy = (143175 9) va do 6, d; c6 phuong
trinh chinh tac 1a

x-1_y+l_z-2
14 17 9

3. Vi tri tuong d6i giira hai dudng thing

Trong khong gian, cho dudng théng d di qua diém M|, c6 vecto chi phuong

i va dudng thing d’ di qua diém M), c6 vecto chi phuong u'. Dya vao ba

vecto u, u' va MyMj, ta c6 thé biét dugc vi tri tuong doi gitra hai dudng

thang d va d'.
u
! M, -
d My
a)
d b)
w
7
d My
, w
d My
c)
Hinh 67
Cu thé Ia :

a) d v d’ tring nhau khi va chi khi ba vecto u, u' va MM doi mot cing
phuong (h.67a).
b) d // d’ khi va chi khi # v u' cling phuong nhung khong ciing phuong véi
MyM}, (h.67b).
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¢) d va d’ cit nhau khi va chi khi @ va u’ khong cung phuong, dong thoi
ba vecto u, u' va m dong phang (h.67c).

d) d va d’ chéo nhau khi va chi khi d, d’ khong déng phang, hay khi va chi
khi ba vecto u, u' va MM}, khong déng phéng (h.67d).

Vaytacé:

_—

dvad' truing nhau < u, u' va MOMb doi mot cung phuong

o (wu'] = u, MyMy | = 0.

1 va u' ciing phuon ;, u']=0
dgd e | gp g [q .
u va MgM, khong cung phuong [u, MyM, ] # 0.

) uvau' khong cuing phuong
dvad catnhau < <_ _, . .
u, u' va MyM, dong phang

_ [+
[, u' ). MMy =0.

<

d va d’ chéo nhau < u, u' va MyM, khong déng phang

- —

&= [u, u'}. MyM; # 0.

Khi nao hai duong thang d va d' néi trén vuéng géc véi nhau ?

Vi du 5. Trong khong gian Oxyz, xét cdp duong thang d,, d’,, c6 phuong

trinh la
x=1+mt x=m-2t'
dy:yy=m+2t dy,, :yy=mt
z=1-m-73t z=1-m+t'.

Xdc dinh vi tri twong doi giita hai dwong thdng dé tuy theo gid tri ciia m.
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Gidi
Duong thang d,, di qua diém M(1 ; m ; 1 — m) va c6 vecto chi phuong la
i =(m;2;-3). Duong thang d’,, di qua diém M'(m ; 0 ; 1 — m) va c6 vecto chi
phuong 1a ;' =(2;m;1). Taco MM'=(m—-1;-m;0).
Tu d6 ta tinh duoc
=7 T 2 1
L, 0| . MM = 4m® = Tm -2 = 4(m —2) m+ ).
Vay :
Néum=#=2vam# —i thi hai dudng thang da cho chéo nhau ;
Néum=2thi u=(2;2;-3) va u' = (=2;2;1) khong cung phuong,
suy ra hai duong thang da cho cét nhau ;
Néu m :—l thi u = (—l 02 —3) VA u' = (—2 : 1 : 1) ciing khong
4 4 4
cting phuong, suy ra hai dudng thing di cho cit nhau. m
F chuv
Néu biét phuong trinh ctia hai dudng thing d va d’ thi ta ciing ¢6
thé xét vi tri twong doi gifta ching bing cach giai hé gém céc
phuong trinh xdc dinh d va d’ dé tim giao diém.
Néu hé phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat thi d va d’ cat nhau.
Néu hé phuong trinh c6 vo s6 nghiém thi d va d’ tring nhau.
Néu hé phuong trinh vo nghiém thi d va d’ song song hoac chéo

nhau, song song néu hai vecto chi phuong cla ching cing
phuong, chéo nhau néu hai vecto d6 khong cung phuong.

Vi du 6. Cho duong thang d la giao tuyén cuia hai mdt phdng
(@):x+y=0 va (a'):2x-y+z-15=0

va duong thang d’ cé phuong trinh

x=1-1¢
y=2+72t
z = 3.

Xdc dinh vi tri twong doi giita hai dwong thdng d va d..

98



Gidi
Cdch 1
Trong hé gém hai phuong trinh clia hai mat phéing (a) va (a'), ta cho
x=0thiy=0vaz=15. Vay diém M(0; 0 ; 15) nam trén d.
Lai chox=1thiy=—1vaz=12. Vay diém N(1 ; -1 ; 12) nim trén d.
Nhu vay d 1a dudng thang di qua M va c6 vecto chi phuong
u=MN=(1;-1;-3).
Duong thang d’ di qua M’(1 ; 2 ; 3) va c6 vecto chi phuong
w'=(-1;2;0).
Taco MM'=(1;2;-12).
Dé thay ring MM' = 4u +3u’, tic 12 ba vecto u, u', MM’ déng phang.
Ngoai ra hai vecto ;2, i khong cung phuong.
Tir d6 suy ra hai dudng thang d va d’ cat nhau.
Cdch 2
Mait phing (&) c6 vecto phap tuyén 12 17{(1 ;150).
Mat phéng (e’) c6 vecto phap tuyén 1a my (2 ;-1;1).
Do d6, vecto chi phuong cta d 1a u = [n_f, nz} = (1 ;—1:;-3 )
Pudng thing d’ c¢6 vecto chi phuong 14 u' = (-1:;2;0).
Ta c6 [;,;’}:(6;3;1);&6.
Mt khdc, diém My (0;0;15) e d, diém My(1;2;3)ed’,

—_

MoMy = (1;2;-12).

- —

Ta suy ra [u, u'J.MOM(') =0.
Vay hai duong thang d va d’ ct nhau.
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Cach 3

Dé tim toa do giao diém cia d va d’, ta giai hé phuong trinh sau day :
x+y=0

2x—y+z-15=0

x=1-t

y=2+2t

z =3.

Béng céch thay cac gid tri clia x, y, z 6 ba phuong trinh cu6i vao hai phuong
trinh dau cta hé, ta duoc

20-6-2+20)+3-15=0

{1 —t+2+2t =0

{-4; -12=0

<t = -3,
t+3=0

Khidéox=4,y=-4,z=3.
Vay hai dudng thang d va d’ cit nhau tai diém (4;-4;3). =

4. Mot sd bai toan vé tinh khoang cach
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Ta da c6 cdc cong thitc dé tinh khoang cdch giita hai diém va khoang céch
tr mot diém t6i mot mat phang. Bay gio, ta xét khoang cach tir mot diém
t6i mot duong thang va khodng cach giita hai duong thang chéo nhau.

Bai toan 1. Tinh khodng cdch h tiwr mot ZA
diém M dén dwong thdng d di qua diém
My va cé vecto chi phuong .

Cdch giai

Goi U 1a diém sao cho MU = u (h.68). V M
Néu M ¢ d thi dién tich S cta hinh binh Y
hanh ¢6 hai canh MM va MyU la

Hinh 68



s =[[ g0 3607 ]| = (31004 u].
Vi khoang cdch & can tim 1a chiéu cao cua hinh binh hanh tng véi canh
MyU nén ta c6
il

Néu M e d thi hién nhién 4 = 0 va cong thic néi trén van ding. m

3
ﬁ Tinh khoang cach tir diém M (4 ;—3;2) dén dudng théng d c6 phuang trinh

X+2 y+2  z

3 2 -1
Bai toan 2. Tinh khodng cdch h gita hai duong thang chéo nhau dy va d,,

biét dy di qua diém M, va cé vecto chi phuong uy ; dy di qua diém M, va

c6 vecto chi phuong u, .

Cdch gidi (h.69)
Ldy cic diém U, va U, sao cho
MU, = Z s MhU, = @ Xét hinh hop

c6 ba canh la M U, MyU,, M\M,. Ta
biét rdng thé tich V ctia hinh hop d6 1a

V= ‘[MthMzUzJ ~ Mle‘

= ‘[;1 @] : Mle‘- ,

Hinh 69

Néu ta xem MM, la canh bén cua hinh hop d6 thi dién tich mat day cua
hinh hop 1 § = [Zl a
va d, chinh 1a chi€u cao cua hinh hop. Vay ta c6 :
[;1 @} : M1M2‘

|:I/t1, I/lz:”

. Khi d6, khoang cach / gifta hai dudng thang d,
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N\ Hay tinh khoang cach giifa hai dudng thing chéo nhau dy,d, c6 phuong trinh
nhu sau :
x=1+t¢

1:%: = va d, 1 yy=-2+t
z=3-1.

Cau hdi va bai tap
24. Viét phuong trinh tham s6 va chinh tic (néu c6) clia cdc dudng thing
sau day :
a) Céc truc toa do Ox, Oy va Oz ;
b) Cic dudng thang di qua diém My(x, ; o ; zo) (V6i xg.y9-z9 # 0) va song
song v4i moi truc toa do ;
c) Puong thing di qua M(2 ; 0 ; —1) va c6 vecto chi phuong #(-1;3 ;5) ;
d) Buodng thang di qua N(-2 ; 1 ; 2) va c6 vecto chi phuong #(0;0; —3) ;
e) Puong thing di qua N(3 ; 2 ; 1) vd vuong géc v6i mat phing
2x -5y +4=0;
g) Puong thang di qua hai diém P(2;3;-1)va Q(1;2; 4).
25. Viét phuong trinh tham s, chinh tic (néu c6) chia cic dudng thang sau day :

a) Puong thang di qua diém (4 ; 3 ; 1) va song song véi dudng thang c6
phuong trinh :

x=1+2¢t
y =3t
z =3+ 2¢t.

b) Pudng thang di qua diém (-2 ; 3 ; 1) va song song v&i duong thing ¢
phuong trinh :
x—2=y+1=z+2
2 1 3
26. Viét phuong trinh hinh chi€u vuong géc ctia dudng thang
x—1_y+ 2 _z- 3
2 3 1

d:

trén mdi mat phang toa do.
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27.

28.

29.

30.

31.

X =1
Cho duong thang d : {y = 8 + 4t vamatphang (P) :x+y+z—7=0.
z=3+2t
a) Tim mot vecto chi phuong ctia d va mot diém nam trén d.
b) Viét phuwong trinh mat phang di qua d va vuong géc véi mp(P).
¢) Viét phuong trinh hinh chi€u vudng géc cua d trén mp(P).

Xéc dinh vi tri twong do6i gifta cdc cap duong thang d va d’ cho bdi
phuong trinh :

cx—-1_ ., z=-3 ,ox=3 y+1 z42
a)d.z—y7—4, d'6_—2_1'

=t d’1a giao tuyén clia hai mat phang :
byd: yy=-3-4¢ (@):x+y—-2z=0,

z=-3-3t (@) :2x—y+2z=0.

Viét phuong trinh dudng thang di qua A(1 ; —1 ; 1) va cat c4 hai dudng
thang sau day :

x=1+2¢ x=t'
d:sy=t d:<y=-1-2¢
z=3-1¢1; z=2+1t".

Viét phuong trinh duong thing song song véi dudng thang d, va cat ca hai
dudng théng d, va ds, biét phuong trinh cta d;, d, va d; 1a :

x=1 x=-4+5t"
diiyy=-2+4t; dy: x-l_y+2 _z-2 s dyiqy=-7+9¢
1 4 3
z=1-t z=t"
Cho hai duong thang :
xX=8+t
. _ N 3—-x _y-1_ z-1
d]. y—5+2t va dz. 7 = ) = 3 .
z=8—1t

a) Ching t6 ring hai dudng thang d6 chéo nhau.

b) Viét phuong trinh mat phéng di qua géc toa do O, song song vdi ca d; va d,.
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c) Tinh khoang cdch giita hai dudng théng d, va d,.
d) Viét phuong trinh dudong vuong géc chung ciia hai dudng thang dé.
32. Cho dudng thang d va mat phang (@) c¢6 phuong trinh :

x—2:y+1:z—1.
2 3 5 7

d: () :2x+y+z—-8=0.

a) Tim goc gifta d va ().
b) Tim toa do giao diém cia d va (a).
¢) Viét phuong trinh hinh chi€u vudng géc cua d trén ().

33. Cho duong thang A va mp(P) c6 phuong trinh :

il y;2 =223 (piwz-5=0
a) Xdc dinh toa do giao diém A clia A va (P).
b) Viét phuong trinh dudng thing di qua A, nam trong (P) va vuong géc véi A.
34. a) Tinh khodng céch tir diém M(2 ; 3 ; 1) dén duong thang A c6 phuong trinh :

x+2 _y-1_z+1

1 2 -2

b) Tinh khodng céch tir diém N(2 ; 3 ; —1) dén dudng thang A di qua diém

M, (—% 10— %) va ¢ vecto chi phuong ;(—4 ;25-1).

35. Tim khoang c4ch giita hai dudng thing sau :

x=1+t x:2_3t’
a)yd:<y=—-1—-¢t va d:sqy=-2+73¢
7z =1 z =13,
x=-t
L X _y—4_z+1 T .
b)d'—l_ I - va d':y=2+73t
z=—-4+73t'.
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ON TAP CHUONG III

| - Kién thic can nhé

1.

Toa do ciia vecto va toa dé ciia diém

+ Vecto u cotoadd (x;y;2) @Zt:x?+y}+z%.

+Diém M c6toado (x:y:z)< OM = xi +yj + zk .

+ Néu diém A = (x4 ; y4; z4) vadiém B = (xz ; yp ; zp) thi
E:(XB ~XA>YB YA B _ZA)-

Tich vo hudng va tich c6 huong.

Chou=(x;y;z)yvav=_(x";y;z".

—

+ Tich vO huéng ciia u va v 1as6: uv = xx'+ yy'+ zz".

[
o

+ Tich c6 huéng cua u va v la vecto

- o y oz z X x oy
[’/l, v} = ' Al ; ' Al ; Al ' :
y' oz z' X x' oy
Vecto [ ] vuong goc véica u va v
+Motsotinhchit: u L v < u.v=0;

Zt, ;,; déng phang < [; ;] w=0.
+ Dién tich hinh binh hanh : Scp = | AB, AD .
+ Thé tich hinh hop : Vagep 4 grcp' = | AB, AD | AA].
Phuong trinh mdt cdu.
Phuong trinh c¢6 dang

x2+y2+22+2ax+2by+2cz+d:0,

véi diéu kién a” + b* + ¢* > d, 1a phuong trinh mat cdu c6 tam (=a ; —b

cébénkl’nhR:\/a2+b2+c2—d.

; —C) va
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Phuong trinh mdt phdng.

Mait phang di qua diém (x, ; yg ; zo) V6i vecto phép tuyén (A ; B ; C) c6
phuong trinh :

A(x —xg) + B(y —yg) + C(z — zy) = 0.
Phuong trinh

Ax+By+Cz+D=0,v6i A+ B*+C*>0
12 phuong trinh ctia mat phang c6 vecto phap tuyén 13 7#(A ; B ; C).
Phuong trinh duwong thdng
Cho dudng théng d di qua diém M, (xo 30 s ZO) va c¢6 vecto chi phuong

ua ;b c). Khidé:
+ Phuong trinh tham s6 cua d la

X =Xy + at
y=yy+bt
z =2zy+ct.

+ Phuong trinh chinh tac cta d (khi abc # 0) 1a
X—XO _ y—yo _ Z—ZO
a b c
Vi tri tuong doi giita hai mdt phang

Néu (&) c6 phuong trinh Ax + By + Cz + D = 0 va (@) ¢6 phuong trinh
A'xX+B'y+C'z+ D'=0 thi
+ () va (') cat nhau khi vachikhiA:B:C# A’ : B :C’;

S Loy a4 A B C D
+ (@) va () song song khi va chi khi TSRO # D

(o) vachikni A_B_C_D.
+ (@) va (') trung nhau khi va chi khi il ik

+ (@) va (') vuong gbc vGi nhau khi va chi khi AA'+ BB'+ CC' = 0.
Vi tri tuong doi giita hai duong thdng

Néu dudng thing d di qua diém M, c6 vecto chi phuong 1 va dudng thing

d’ di qua diém M), c6 vecto chi phuong u' thi :

+ d va d’ tring nhau < D, IT} = [;, MOM(’)] -0



u '] 0

l/ll/l Mo—()
+d va d’ cit nhau < qﬁ
[u,u

+dvad cheonhau@[u,u M, O;tO.

Khodng cdch

+ Khoang cach gilta hai diém A(x, ; y4; z4) VA B(xg; yp; zp) 12

AB = \/(XB —xa) + (g = ya) + (25 —24)".

+ Khoang céch tr diém My(x, ; o ; zo) dén mat phang (&) c¢6 phuong trinh
Ax+By+Cz+D=01la
|Axg + By + Czq + D|

dMy, (@) = >
\/A2 +B* +C?
+ Khoang cach tr diém M, dén dudng thang A di qua M, va c6 vecto chi
phuong u la
MMy, u
d(My, A) = [t ] T ]‘
u

+ Khodng céch giita hai duong thang chéo nhau A va A', trong dé A di qua
diém M, va c6 vecto chi phuong u, con A' di qua diém M) va c6 vecto chi

phuong u' 1a

‘[q ﬂ] MMy

[u.«]

d(A, A =

Il - Cau hdi tu kiém tra

1.

Cho biét toa do cua hai diém A, B, 1am thé nao dé tim :
a) Toa do clia vecto AB ;
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b) Khoang cdch giita hai diém A va B ;

c) Toa do cha trung diém doan thang AB ?

Cho toa do bon dinh clia mot hinh ti dién, 1am thé nao dé tim :

a) Toa do clia trong tam ti dién ;

b) Toa do clia tam va ban kinh mat ciu ngoai tiép ti dién ;

c¢) Thé tich tit dién ;

d) b6 dai duong cao ing véi mot mat cua ti dién ?

Bing phuong phap toa do, 1am thé€ nao dé chiing minh :

a) Hai vecto cung phuong ;

b) Ba vecto dong phang ;

c) Ba diém thing hang ;

d) Bon diém khong dong phang ?

Trong mdi trudong hop sau, hdy néu cach viét phuong trinh mat phéng :

a) Di qua ba diém khong thing hang ;

b) Pi qua mot diém va vuong géc véi mot duong thang cho trude ;

c¢) bi qua mot diém va song song véi hai dudng thang chéo nhau cho truéc ;
d) Pi qua mot dudng thang va song song véi mot dudng thang cho trudc ;
e) Di qua mot diém va vuong géc véi hai mat phang cho truée ;

g) Chita hai dudng thang song song hodc cat nhau ;

h) Bi qua mot dudng thang va vuong géc v6i mot mat phang cho trudc.
Trong mdi truong hop sau, 1am thé nio dé viét phuong trinh duong thang :
a) Di qua mot diém va c6 vecto chi phuong cho trudc ;

b) Pi qua hai diém phan biét cho trudc ;

¢) Pi qua mot diém va vuong géc véi mot mat phing cho truée ;

d) bi qua mot diém va song song véi hai mat phing cat nhau cho trudc ;
e) Pi qua mot diém va cat hai dudng thing chéo nhau cho truéce ;

g) La dudng vuong goéc chung ctia hai duong thang chéo nhau cho trudc ?
Bang phuong phap toa do, 1am thé nao dé xac dinh vi tri twong d6i :

a) Gitta hai mat phang ;

b) Giita hai dudng thang ?



Bang phuong phap toa do, 1am th€ nao d€ tinh khoang céch :

a) Tir mot diém dén mot mat phang ;

b) Tir mot diém dén mot duong thang ;

¢) Gifta hai duong thang chéo nhau ;

d) Gifta hai duong thang song song ;

e) Gifta hai mat phang song song ;

g) Gifta dudng thang va mat phang song song véi duong thing dé ?
Trong méi trudng hop sau, lam thé nao dé x4c dinh toa do clia diém :
a) La hinh chi€u clia mot diém trén mot mat phang cho trudc ;

b) LA hinh chiéu cia mot diém trén mot dudong thang cho trudc ;

¢) Poi xing v6i mot diém cho truéc qua mot mat phang cho truée ?

Bai tap

Cho bon diém A(1;6;2),B(4;0;6),C(5;0;4),D(5;1;3).

a) Chiing minh ring bon diém d6 khong dong phang.

b) Tinh thé tich t& dién ABCD.

¢) Viét phuong trinh mp(BCD).

d) Viét phuong trinh mat cau tam A ti€p xdc véi mp(BCD). Tim toa do
ti€p diém.

Cho hai di€ém A(1 ; -1 ;-2), B(3; 1; 1) va mat phéng P):x—2y+3z-5=0.
a) Tim toa do diém A’ doi xiing v6i diém A qua mp(P).

b) Tim géc gita duong thang AB va mp(P).

c) Viét phuong trinh mat phing (Q) di qua A, B va vuong géc véi mp(P).

d) Tim toa do giao diém I clia dudng thang AB va mp(P). Viét phuong trinh
duong thang A nam trong (P), di qua /I va vuong géc véi AB.

Cho duong thang d va mp(P) c6 phuong trinh :

2
==+t
X 3+

d: y:—1—31+t (P):x—3y+z—1=0.

z=1
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a) Viét phuong trinh dudng thang d' 14 hinh chi€u vuong géc cta d trén
mp(P).

b) Viét phuong trinh dudng thang d, la hinh chi€u song song cla d trén
mp(P) theo phuong O:.

¢) Viét phuong trinh dudng thang di qua goc toa do O, cit d va song song
voi mp(P).

Cho diém A(2 ; 3 ; 1) va hai dudng thang :

x=-2-t
N 5 y-2 z
d,: = L e - A
1 y 2+t va d2 3 1 1
z =2t

a) Vi€t phuong trinh mp(P) di qua A va d,.

b) Viét phuong trinh mp(Q) di qua A va d,.

¢) Viét phuong trinh dudng thing d di qua A, cit ca d; va d,.
d) Tinh khoang céch tir A dén d,.

Cho hai dudng thang :

x=1+1¢
d:%:yT_l:Z;6 va d'iqy=-2+t
z=3-1.

a) Chitng minh hai duong thang dé chéo nhau. Tinh géc giita ching.
b) Tinh khoang cach gitta d va d’.
c¢) Viét phuong trinh duong vuong goéc chung cua d va d'.
d) Viét phuong trinh duong thang song song véi Oz, ciat ca d va d'.
Cho hai dudng thang :

x=7+73t

. _ N ,,ox—1_y+2 z-5
d:y=2+2t va d: > =3 - 1 -
z=1-2¢

a) Chitng minh ring d va d’ déng phang. Viét phuong trinh mat phang (P)
chtta ching.

b) Tinh thé tich hinh ti dién gi6i han bdi mp(P) va ba mat phang toa do.

c¢) Viét phuong trinh mat cau ngoai ti€p ti dién ndi trén.



10.

Cho hai dudng thang :

X =t x=2+t'
d:3y=3 va d':qy=1-t
z=6+1 z=2—1".

a) Chiing minh rang d, d’ chéo nhau va vuong goc véi nhau.

b) Viét phuong trinh mp(P) di qua d va vuong goc véi d’, phuong trinh

mp(Q) di qua d’ va vudng goc vdi d.

¢) Viét phuong trinh chinh tac cia dudng vuong goc chung ctia d va d'.

Cho hai mat phang (P) va (Q) lan luot c6 phuong trinh :
P):2x—y+z+2=0va (Q):x+y+2z-1=0.

a) Chitng minh ring (P) va (Q) cit nhau. Tim géc gifta hai mat phang dé.

b) Viét phuong trinh dudng thang d di qua A(1 ; 2 ; —3), song song Vi ca

(P) va(Q).

¢) Viét phuong trinh mp(R) di qua B(—1 ; 3 ; 4), vuong gbc véi ca (P) va (Q).

Cho mat cau (S) c¢6 phuong trinh : X+ y2 +2° - 2x - 4y — 6z =0.

a) Tim toa d0 tAam mat cau va tinh ban kinh mat cau.

b) Tuy theo gid tri clia k, hay xét vi tri tuong do6i ciia mat cau (S) va mp(P) véi

P):x+y—z+k=0.

c¢) Mat cau cit ba truc Ox, Oy, Oz lan luot tai ba diém A, B, C khéc véi goc

toa do O. Vi€t phuong trinh mp(ABC).

d) Viét phuong trinh mat phang ti€p xic v6i mat cau (S) tai diém B.

e) Viét phuong trinh mat phang ti€p xtc v6i mat cau (S) va song song véi

mat phing (Q) c6 phuong trinh 4x + 3y — 12z — 1 = 0.

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B'C’D’ ¢6 canh bang 1. Trén céc tia AA’, AB,

AD (c6 chung goc A), lan luot 14y cdc diém M, N, P khic A sao cho
AM =m, AN =nva AP =p.

a) Tim su lién hé giita m, n va p sao cho mp(MNP) di qua dinh C’ cta hinh
lap phuong.

b) Trong trudng hop mp(MNP) luon di qua C’, hdy tim thé tich bé nhat cta
tit dien AMNP. Khi d6 t& dién AMNP c6 tinh chat gi ?
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Cau hoi trac nghiém
Cho ba diém M(2;0;0), N(0;-3;0), P(0;0;4). Néu MNPQ la hinh
binh hanh thi toa do cta diém QO l1a

(A) (-2;-3:4) ; (B) (3;4:2);

(©) (2:3:4); (D) (-2:-3;-4).

Cho ba diém A(1;2;0), B(1;0;-1), C(0;~-1;2). Tam gidc ABC la
(A) Tam giac can dinh A ; (B) Tam gidc vuong dinh A ;

(C) Tam gidc déu ; (D) Khong phai nhu (A), (B), (C).

Cho tam gidc ABC c6 A = (1; 0; 1), B = (O; 2; 3), C = (2; 1; O). bo dai

duong cao cla tam gidc ké tu C la

J26 J26

A (C) A
2 3

Ba dinh cua mot hinh binh hanh cé toa do 1a (1 01 1),(2 03 4),(6 05 2).

Dién tich cua hinh binh hanh d6 bang

(A) V26 ; (B) (D) 26.

(A) 24/83 ; (B) /83 ; (C) 83 ; (mgé

Cho A(1;0;0),B(0;1;0),C(0;0;1) va D(-2;1;—1). Thé tich cua tif
dien ABCD 1a
. . 1. 1
(A) 15 B)2; © 3 ES
Cho A(-1;-2;4),B(-4;-2:0),C(3;-2:1) va D(1;1;1). Do dai
duong cao cua ti dién ABCD ké tir dinh D 1a
(A)3; B 1; ©2; D) 3.
Cho bon diém A(l;1;1),B(1;2;1),C(1;1;2) va D(2;2;1). Tam [

clia mat ciu ngoai ti€p ti dién ABCD c6 toa do :

(A)(%;—%;%j; (B)(%;%;%j;

(©) (3:3:3); (D) (3;-3;3).



8. Bén kinh ctia mat cau tam /(3;3; —4), ti€p xitc véi truc Oy bing

(A)5; (B) 4;
(SINEE ®) 2.
9. Mat cau tam [(2;1;—1), ti€p xdc v6i mat phang toa do (Oyz) c6 phuong
trinh 1a
A) (x=2) +(y=1) +(z+1) =4 ;
B) (x=2)" +(y—1)" +(z+1)* = 1;
© (x+2) +(y+1) +(z=1)" =4 ;
D) (x+2) +(y—1) +(z+1) =2

10. Cho ba diém A(1;1;3), B(-1;3;2) va C(~1;2:3). Mat phang (ABC)
¢6 phuong trinh 1a
(A x+2y+2z-3=0; B) x—2y+3z-3=0;

(C) x+2y+2z-9=0; (D) x> +2y+2z+9=0.

11. Cho ba diém A(l ;0 O), B(O 12 0) va C(O ;0 3). Phuong trinh nao sau

day khong phai la phuong trinh mat phing (ABC) ?

(A)x+%+§=1; (B) 6x+3y+22-6=0:
(C) 6x+3y+2z+46=0; (D) 12x + 6y +4z-12 = 0.

12. Cho hai diém A(l ;35— 4) va B(—l 32 2) . Phuong trinh mat phang trung
truc ctia doan AB 1a
(A) 4x +2y-12z-17=0; B) 4x+2y+12z-17=0;
(C) 4x-2y-12z-17=0; (D) 4x -2y +12z+17 =0.
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13. Cho A(a;0:0),B(0:b:0),C(0:0:¢), a, b, ¢ 1a nhiing s6 duong thay

d6i sao cho L4+ 1L _o Mt phang (ABC) luon di qua mot diém c6
c

N
S

dinh c6 toa do la

(A) (1:1:1)

B) (2;
o) ol 1tl)

14. Cho diém A(—l 325 1) va hai mat phéing ( ) 2x+4y—-6z-5=0 va
(Q) : x + 2y — 3z = 0. Ménh dé nao sau day la ding ?

l\)l»—

(A) mp(Q) di qua A va song song véi (P) ;

(B) mp(Q) khong di qua A va song song v6i (P) ;
© mp(Q) di qua A va khong song song véi (P) ;
(0)

(D) mp

Q) khong di qua A va khong song song voi (P)

15. Cho diém A(l 12 —5). Goi M, N, P la hinh chi€u cua A trén ba truc
Ox, Oy, Oz. Phuong trinh mat phiang (MNP) la

(A) x + =1; (B) x +

Z
5

©) x+

NI‘< l\.)l‘<

-0 ; (D)x+——§+1=0.

Lll|l\l

16. Cho mat cdu (S):x® +y* +22 —2(x+y+2)-22=0 va mat phing

(P):3x—2y+ 6z +14 = 0. Khodng céch tir tam / chia mat cdu (S) t6i mat
phing (P) la
(A) 1 B)2; ©3; (D) 4.

17. Mat phéng (P) cit ba truc Ox, Oy, Oz tai A,B,C; trong tam tam gidc ABC
1a G(~1;—3;2). Phuong trinh mat phing (P) Ia
A)x+y—-z-5=0; B)2x-3y-z-1=0;
(C) x+3y—-2z4+41=0 (D) 6x+2y—-3z+18=0.
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18.

19.

20.

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D' zr
c6 canh bing 1. Goi M 12 trung diém |A” D’
ctia canh BC. Tinh khoang cdch tir A t6i i o
2 B’ i
mat phang (A'MD). |
a D
Mot hoc sinh lam nhu sau : /‘é" """" e
Bude 1. Chon hé truc toa do nhu hinh 70. BL M L
Kéo dai DM cat AB tai E. Khi d6 B
A=(0;0;0),E=(2;0;0), X Hinh 70
D=(0;1;0),A'=(0;0;1).
Budc 2. Viét phuong trinh mat phang (A'MD) :
X, Y, z_ 2=
2+1+1 leox+2y+2z-2=0.
Budc 3. Khoang cach d(A, (A'MD)) = l = 2
Ji+4+4 3
Bai giai trén ding hay sai ? Néu sai thi sai ¢ bugc nao ?
(A) bang ; (B) Sai ¢ budce 1 ;
(C) Sai 6 budc 2 ; (D) Sai 6 budc 3.

Cho hai diém A(l;—l;S) va B(O;O;l). Mat phéng (P) chia A, B va
song song v6i Oy cO6 phuong trinh 1a

(A)d4x—-z+1=0; B)dx+y—-z+1=0;

O 2x+z-5=0; D) y+4z-1=0.

Mat phang (P) chia truc Oz va diém A(2;-3;5) c6 phuong trinh 12
(A) 2x+3y=0; (B) 2x -3y =0
(©) 3x+2y=0; (D) 3x-2y+z=0.
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21. Cho mit phang (P) c6 phuong trinh x —y—1=0.Diém H2;-1;-2)1a

hinh chi€u vuong goc clia goc toa do O trén mot mat phang (Q). Goc giita

hai mat phang (P) va (Q) béing

(A) 30° ; (B) 45° ;

22. Cho diém A(l 325 3) va duong thang d :

Phuong trinh mat phang (A,d ) l1a
(A) 3x+17y—z+14=0 ;
(C) 23x+17y +2-60=0;

23. Cho hai dudng thing d; : XT‘I -2

Khang dinh nao sau day 12 ding ?

(A) dy,d, cat nhau;

© d//dy ;

(C) 60° ; (D) 90°.
% = yT_l =z+3.

(B) 23x —17y—z+14=0;
(D) 23x—-17y+z—-14 =0.
x =2t

vady:qy=1+4t
z =2+ 6t.

z—3

(B) d;,d, trung nhau ;

(D) dy,d, chéo nhau.

x=1+t¢

24. Cho mat phang (a):x+3y+z+1=0 va dudng thing d:{y=2-1¢

Toa do giao diém A clia d va () 1a

(A)A(3B;054);
(OA(=3;054);
x =2t
25. Cho dudng thang d : qy =1—¢
z=2+1.
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z=2-73t

(B)A(3;-4:0);
D)A(3:;0;-4).



Phuong trinh ndo sau day ciing 12 phuong trinh ctia dudng thang d ?

x=2-2t
(A) yy =~
z=3+1¢;
x =442t
O qy=1-1
z=4+t;

x=4-2t
B)<y=-1+¢
z=4—-1¢;
x =2t
(D) Jy=1+1¢
z=2+1

26. Cho hai diém A(Z ;3 —1), B(l 12 4) va ba phuong trinh sau :

27.

x=2—t¢ x=1-1¢
M ly=3-: (H)xgzzyz?’zz_*sl; () 4y =21
z=—1+5t; z =4 + 5¢.

Ménh dé nao sau day la ding ?

(A) Chi ¢6 (I) 1a phuong trinh ctia dudng thiang AB ;

(B) Chi c6 (III) 1a phuong trinh clia dudng thang AB ;

(C) Chi ¢6 (I) va (II) l1a phuong trinh ctia dudng thang AB ;

(D) Ca (I), (II) va (III) déu 1a phuong trinh ctia dudng thiang AB.

Cho ba diém A(1;3;2),B(1;2;1),C(1:1;3). Viét phuong trinh dudng
thang A di qua trong tam G ctia tam gidc ABC va vuong géc véi mp(ABC ) .

Mot hoc sinh lam nhu sau :

_1+1+1_1
XG = T =
. - A ) 2 N 3+2+1
Buoc 1. Toa do trong tam G cua tam gidc ABC la <y = —3 = 2
2+1+3
ZG = T = 2.

Buée 2. Vecto phap tuyén ciia mp(ABC) 1a 7 = [E, A—c’} = (-3:1;0).

Buéc 3. Phuong trinh tham s6 clia duong thang A 1a

x=1-3¢
y=2+t
z=2.
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28.

29.

30.

118

Bai giai trén ding hay sai ? Néu sai thi sai & budc nao ?

(A) bing ; (B) Sai 6 bude 1 ;

(C) Sai & buée 2 ; (D) Sai & buéce 3.

Goi d 1a dudng thing di qua goc toa do O, vuong goc véi truc Ox va vuong

x=1+t
géc véi duong thang A : {y =2 —¢

z=1-73t.
Phuong trinh cua d 1a
(A) ¥y =3t (B) 1y =3
z=-t; z=—1;
=0
X_Y_2z. - _
©I=%=%; (D) 1y = -3
z = 1.
x=3+4¢
Cho duodng thang d : {y = —1—¢ vA mat phang (P) : x + 2y —z + 3 = 0.
z=4+2t
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) d song song véi (P) ; (B) d cét (P) ;
(C) d vuong goc véi (P) ; (D) d nam trén (P).
xX=6-—4¢
Cho diém A(1;1;1) va dudng thangd: 4y = -2 —1¢
z=-1+2t
Hinh chié€u cua A trén d c6 toa do la
(A) (2:-3:1); B (2:-3:-1);
©) (2:3:1) ; D) (-2;3;1).



31. Cho tit diéen ABCD ¢6 A(1;0;0), B(1;1;0),C(0;1;0) va D(0;0;2).

32.

33.

34.

Tinh khoéang céch giita hai dudng thing AC va BD.

Mot hoc sinh lam nhu sau :
Budc 1. AC = (~1;1;0), BD = (~1;-1;2), AB=(0;1;0).
Bue 2. | ACBD | = (2:2:2).
‘[E,BD AB‘ , B
o] T
Bai giai trén ding hay sai ? Néu sai thi sai & budc nao ?

(A) bung ; (B) Sai 6 buéc 1 ;
(C) Sai 6 budc 2 ; (D) Sai & budc 3.

Bugce 3. d(AC,BD) =

Cho il = 2, vl =1, (ﬁ\_}) = g Goc gitta vecto V' va vecto i — V bang

(A) 30° ; (B) 45° . (©) 60° : (D) 90°.
N - RN T A AN - - N

Cho il =2, ¥] = 5, (4,V) = e Do dai vecto [, ¥] bang

(A) 10; (B)S5; (©)8; (D) 53.

Mait phang 2x — 3y + z — 1 = 0 cét cdc truc toa do tai cdc diém :

(A)( 00) (0 ;;0),(0;0;1);

(B)(1,0,0),(0,3,0),(0,0,1),

© (%;O;Oj,(o;l;Oj,(O;O;l);

(D)G;o;oj,(o;— ;0),(0;0;—1).

W

W] —
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35.

36.
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== 1
T
Cho dudng thang d : {y = 5¢
7

VAN
z=g+

va mat phing (P):3x — 2y + 3z —1=0. Goi d’ 1a hinh chiéu clia d trén (P).
Trong céc vecto sau, vecto nao khong phai 1a vecto chi phuong ctua d’ ?

(A) (5;-51;-39) ;

(B) (10;-102;-78) ;

(C) (-5:51;39) ;

(D) (5;51;39).

A D’
Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D' yd
c6 canh bang 1. Goi M, N, P lan luot 1a B RN o
trung diém cha A'B', BC, DD'. Ching \L 3P
minh ring AC' L (MNP). A
AN D
Mot hoc sinh lam nhu sau : L~ \\// y
C
Budc 1. Chon hé truc toa d6 nhu & hinh 71. 4%
Hinh 71

Khidé A=(0;0;0),C'=(1;1;1),

_(L1.o. _(1.L. —(o.1-1
M_(Z,O,lj,N_£1,2,OJ,P—(O,1,2)

w2 AC =(1:1:1). MN = (L. L._ (L1
Bwo’c2.AC—(1,1,1),MN_(2,2, lj,MP_( >3l )
AC'MN =0

—_—

= AC' L mp(MNP).
AC'MP =0

Buoc 3. {
Bai giai trén ding hay sai ? Néu sai thi sai & budc nao ?

(A) bang ; (B) Sai ¢ budc 1 ;
(C) Sai 6 buée 2 ; (D) Sai ¢ budc 3.



x=0
37. Cho dudng thing d : Jy =t
z=2—1.

Phuong trinh duong vuéng géc chung cta d va truc Ox la

x=1 x=0
(A) qy=t (B) \y =2t
z=1, z=1,;
x=0 x=0
© yy=2-1 D) qy=t
z=1,; z=1

38. Cho mat phéng (P) : x —2y—3z+14 =0 va diém M(1;-1;1). Toa do

cla diém M' d6i xing v6i M qua mp(P) la

(A) (-1:3:7) 5 B) (1:-3:7) ;
©) (2:-3:-2); (D) (2;-151).
x=1+2¢
39. Cho diém A(O;—I;S) va duong thang d : <y =2
z = —I.

Khoéng céch tir A dén d bang

(A) 3 ; (B) V14 ; ©) 6 ; (D) V8.

40. Cho diém M(-1;2;-3). Goi My, M,, M3 lan luot la diém d6i xing cha
M qua céc mat phang (Oxy),(Oxz),(Oyz). Phuong trinh mp(M1M2M3) la
(A)6x+2y+3z2+6=0; B) 6x—-2y+3z2+6=0;
(C)6x—-3y+2z+46=0; (D) 6x-3y—-2z+6=0.
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41.

Cho mat cdu (S):(x—1)° +(y +3)° +(z —2)> = 49. Phuong trinh nio
sau day 1a phuong trinh clia mat phing ti€p xic v6i mat cdu (S) ?

(A) 6x +2y+3z=0; B) 2x+3y+6z-5=0;

(C) 6x+2y+32z-55=0; D) x+2y+2z-7=0.

42. Cho mat cdu (S) : x> + y* + 2% —2x — 4y — 6z = 0. Trong ba diém (0; 0 ; 0),

(1;2;3),(2;-1;-1), cé bao nhiéu diém nidm trong mit ciu (S) ?

(A) O (B) I; ©2; (D) 3.

ON TAP CUOI NAM

| - Bai tap tu luan

1.
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Cho hinh lang tru ABC.A’B’C’ v6i canh bén khong vuong goc v6i mat day.
Goi (@) 1a mat phang vuong géc v6i cdc canh bén clia hinh lang tru va cat
ching tai P, Q, R. Phép tinh tié€n theo vecto AA' bién tam gidc POR thanh
tam giac P'O'R’.

a) Chiing minh ring thé tich V cua hinh lang tru da cho béng thé tich ctla
hinh lang tru POR.P'Q'R’.

b) Ching minh rdng V = S por-AA’, trong d6 Spyp la dien tich tam giac POR.
Cho ttt dién ABCD c6 thé tich V. Hay tinh thé tich ctia hinh ti dién c6 dinh
la trong tam cac mat cuia ta dién da cho.

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ ¢6 thé tich V. Hay tinh thé tich ctia t& dién ACB'D’.
Ching minh rang trung diém céc canh ctia mot hinh ti dién déu 1a cac dinh
ctia mot hinh tdm mat déu. Hay so sdnh thé tich cua t& dién déu da cho va
thé tich cta hinh tdm mat déu dé.

Cho hinh vuéng ABCD noi ti€p dudng tron (O ; R). Goi -# 1a hinh goém cdc
diém cua hinh tron (O ; R) nhung khong ndm trong hinh vuong. Tinh thé
tich hinh tron xoay sinh b&i hinh .#” khi quay quanh dudng thang chita mot
duong chéo cua hinh vuong.



Cho luc gidc déu ABCDEF canh a.

a) Tinh thé tich hinh tron xoay sinh bdi luc gidc d6 khi quay quanh dudng
thang AD.

b) Tinh thé tich hinh tron xoay sinh bdi luc gidc d6 khi quay quanh dudng
thang di qua trung diém cta cic canh AB va DE.

Cho hinh tru ¢6 ban kinh R va duong cao RV2. Goi AB va CD la hai duong
kinh thay ddi ctia hai dudng tron ddy ma AB vuong goc véi CD.

a) Ching minh rdng ABCD 1a t& dién déu.

b) Ching minh ring cic dudong thang AC, AD, BC, BD luon ti€p xic véi
mot mat tru c6 dinh (titc 12 khoang cédch giita m6i dudong thang dé va truc
clia mit tru bang ban kinh mat tru).

Trong khong gian toa do Oxyz, cho cic diém A(1 ; 5 ; 3), B4 ; 2 ; -5),
CS;5;-1)vaD(1;2;4).
a) Ching t6 ring bon diém A, B, C, D khong dong phang.

b) Viét phuong trinh mat cau (S) di qua bon diém A, B, C, D. Xac dinh tam
va tinh ban kinh ctia mat ciu do.

¢) Viét phuong trinh mat phang di qua ba diém A, B, C va tim khoang céch
tir diém D t6i mat phang do.

d) Viét phuong trinh mat phing vuong géc v6i CD va tiép xtic véi mat cau (S).
e) Tim ban kinh cac duong tron giao tuyén cua mat cau (S) va cac mat
phang toa do.

Trong khong gian toa do Oxyz, cho dudng thang A c¢6 phuong trinh

x—-1_y+1_z
2 -1 3"

a) Viét phuong trinh hinh chi€u clia A trén cdc mat phang toa do.

b) Ching minh ring mat phang x + 5y + z + 4 = 0 di qua dudng thang A.

c) Tinh khoang cdch giita dudng thang A va céc truc toa do.

d) Viét phuong trinh dudng vuong géc chung ctia hai dudng thing A va
AN:x=y=z.

e) Viét phuong trinh dudng thiang song song v6i Oz, cat cad A va A'.
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10. Trong khong gian toa do Oxyz, cho hai diém A(1; -1;2),B(2;0; 1).
a) Tim qu§ tich cdc diém M sao cho MA® — MB? = 2.
b) Tim quy tich cdc diém N sao cho NA? + NB? = 3.
¢) Tim quy tich cdc di€ém cach déu hai mat phéng (OAB) va (Oxy).

11. Trong khong gian toa do Oxyz, cho dudng thang A c6 phuong trinh

x=1+at
y=1+bt
z=5+ct

trong d6 a,b,c thay déi sao cho 2 =da® + b,
a) Chiing minh duong thang A di qua mot diém c6 dinh, géc giita A va Oz
1a khong déi.
b) Tim quy tich giao diém cta A va mp(Oxy).
12. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’ v6i AB =a,BC =b, CC’ =c.
a) Tinh khoang cach tir diém A t6i mp(A’BD).
b) Tinh khodng cich tir diém A’ t6i dudng thang C'D.
c) Tinh khoang cdch gifta hai dudng thang BC’ va CD".

Il - Cau hoi trdc nghiém

1. Cho - 1a hinh chép tt gidc déu S.ABCD. Xét cdc mat phang : (SAC),
(SAB), (SBD), (ABC), (SOI), trong d6 I 1a trung diém ctia AB, O 1a tam hinh
vuong ABCD. Trong cdc mat phiang dé, c6 bao nhiéu mat phang 1a mat
phang d6i xtng cta A ?
(A)1; (B)2; ©3; (D) 4.

2. Goi #la lang tru luc gidc déu ABCDEF.A'B'C’'D'E'F’. Xét cdc mat phang :

mp(AA'D), mp(ACA’), mp(ABB’), mit phang trung truc clia DD’, mat phang
trung truc ctia AB. Trong cdc mat phang dé, c6 bao nhiéu mat phang 14 mat
phang d6i xting ctia A’ ?

A)1; (B)2; ©3; (D) 4.
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Cho khéi lang tru tam gidc ABC.A'B'C', M 1a trung diém cla canh AB.
Trong cdc dang thitc sau day, dang thiic nao sai ?

(A) Vapere = Vumape s (B) Vapccr =Vapee' s
1
(©) Vmapc =Vaupc s (D) Vyaper = > Vaamc -

Cho khai lang tru tam gidc ABC.A’B’C". Trong céc dang thic sau day, dang
thirc nao sai ?

1 1
(A) Vapeer = 3 VABCABC' (B) Vappcce = > Vapc.aBc':
(©) Varpees = 2Vaamc s (D) Ve.appa = Ver.appa’

Cho khéi chép tit gide S.ABCD va cdc diém A’, B’, C’, D’ 1an luot nim trén
cac dudng thang SA, SB, SC, SD nhung khong triing véi S.

Trong cic ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

Vsapc _ SA SB SC .

A =20 22 o
N oape  SATSBSC

Vsapcp _ SA SB SC SD

B =24 02 O O
® Ve pen  SATSBSCTSD’

Vsapcp _ SA SC . SB SD

© Vo apcp  SA” SC° T SB” SD”’

Vsapcp _ SA _ SB _ SC . SD
D) 5. - :
D)y e sA TsE T se TS

Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) Hinh lang tru noi ti€p mot mat cau néu day cua nd la da giac noi tiép ;
(B) Hinh lang tru noi ti€p mot mat cdu néu tat ca cdc mit cua nd déu l1a da
giac noi tiép ;

(C) Hinh lang tru noi ti€p mot mat cdu néu c¢6 mat bén vuodng goéc voi
mat day ;

(D) Da dién noi ti€p mot mat cau néu cac mit ciia né déu 1a da gidc noi tiép.
Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) Dudng tron di qua ba diém phan biét nim trén mat cdu thi nim hoan

toan trén mat cau ;
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10.

11.

12.

13.
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(B) C6 duy nhat mot mat ciu di qua 4 dinh cia mot hinh thang can cho trude ;
(C) Hinh chép c¢6 ddy la hinh thang vuong ludén luon ndi ti€p mot mat cau ;

(D) Ca ba ménh dé trén déu sai.

Cho khéi tru ¢6 ban kinh a+/3 va chiéu cao 2a+/3. Thé tich ctia né 1a
(A) 4na’\2 (B) 94°+3 ;
(C) 6ma’ 3 ; (D) 6ma’+/3.

Dédy clia mot hinh chép 1a hinh vuong ¢6 dién tich bang 4. Cic mat bén cua
n6 1a nhitng tam gidc déu. Dién tich toan phan clia hinh chép la

(A) 4+4/3 ; (B) 8 ;
(©C) 16 (D) 4 + 44/2.

Mot hinh nén ¢6 duong sinh bang / va bang dudng kinh ddy. Ban kinh hinh
ciu noi ti€p hinh nén 1a

1, NE
(A) §1 ; (B) e l:
V2, 3
© < [ (D) Zl.

Mot hinh cdu c6 thé tich bang 4?75 noi ti€p mot hinh l1ap phuong. Thé tich ctia
hinh lap phuong d6 bang
(A)8; (B) 47 ; ©1; (D) 2my3.

Cho hinh chif nhat ¢6 hai dinh A(-2 ; 3 ; 0), B(2 ; 3 ; 0) va mot canh nam trén
truc Ox. Khoi tron xoay sinh bdi hinh chit nhat d6 khi quay quanh truc Oy ¢6
thé tich 1a

(A) 6n° ; B) 12; © 12m; (D) 4?“

Cho hai vecto # (1 ;0;2) va v(0; —1; 1). Trong cdc vecto sau, vecto nao

cung phuong véi [id, V] ?
(A) d(l;1;1); B) b(2:;1;1);

(© 2O;1;-1); (D) d(2;2;-1).



14. Cho tam gidc ABC c6 dién tich bang 6 nam trong mit phing () c6 phuong
trinh 2x — 2y + z + 5 = 0. Thé tich hinh chép S.ABC vé6i S = (1; 1 ; 1) bang

(A) 36 ; (B) 1242 ;
(C) 8; (D) 4.
15. Mat cau tam (6 ; 3 ; —4), ti€p xiuc v4i truc Ox ¢6 ban kinh la
(A) 5; B) 243 ;
(© 443 ; (D) 4.
x=1+2t

16. Cho duong thang d c¢6 phuong trinh {y =2 — ¢
z=3+1.

Phuong trinh tham s6 nao sau day ciing 1a phuong trinh cua d ?

x=1+¢ x=3+4¢
(A)sy=2-t B)iy=1-2¢
z=3+1 z=4+2t
x =2t x=1+2t
©) yy=1-1¢ D) {y=2+1¢
z=2+t z=3-1.
x=1+1¢ x=1+2t
17. Cho hai dudng thang d :<y=2+tvad':{y=—-1+2¢.Khido:
z=3-t¢ z=2-2t
(A)dcat d'; (B) d trung d';
(C) dva d'chéo nhau ; (D) d song song vé6i d'.

18. Cho mat phang (P) va mat cau (S) c6 phuong trinh
(P):3x+4z+412=0; (S):x>+y> +(z=2) =1.
Khi d6 :
(A) mp(P) di qua tam mat cau (S) ;

(B) mp(P) ti€p xuc vGi mat cau (S) ;
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19.

20.

21.

22.
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(C) mp(P) cat (S) theo mot dudng tron ;
(D) mp(P) khong cat (S).

Toa do hinh chi€u vuong géc ctia diém M (2 ;05 1) trén duong thang

la

(A)(1:0:2);  (B)(2:2:3): (O (0:-2:1); (D) (-1:4:0).

x=1+2¢
Cho hai dudng thing d : y:—l—tvéd':x:12=y1_2=ZI3.
z=1
Khoang céach gittad va d' l1a
6 14
(A)i; (B)L;
2 2
1
©) - : (D) V2.
J6
x=1+t¢ x=0
Cho hai dudng thang d : <y =0 vad' :{y=4-2t
z=-5+t z=5+3t"

Phuong trinh duong vuéng géc chung ciad va d' la

x=4+2t x=4-—t
(A)yy =3t (B) yy =3¢
z=-2+2t z=-2+t
x—4_1_z—2_ x—4_l_z+2
© -2 3 27 (D) -2 3 2

Cho mat phang (P) :mx+y+n—-2z+m+2=0. V6i moi m, n, mat

phang (P) luon di qua diém c6 dinh c6 toa do 1a
(A) (1;2;0) ; (B) (2;1:0) ;

(©) (051;-2); (D) (-1;-2;0).



23. Cho mat cau (S) ;X2 er2 + 27 —2x — 4y — 4z = 0. Mat phang tiép xiic véi
(S) tai diém A(3;4;3) c6 phuong trinh :
(A) 4x+4y-2z-17=0 B)2x+2y+z-17=0;
©) 2x+4y+2z-17=0; D) x+y+z-17=0.

Il - Mot s& dé kiém tra
PE |
Cau 1. Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 canh ddy bang a va canh bén
bing a2 .
a) Tinh thé tich ctia hinh chép da cho.
b) Tinh ban kinh mat cau ngoai ti€p hinh chép S.ABCD.

¢) Goi A’ va C’ 1an lugt 1a trung diém cta hai canh SA va SC. Chiing minh
rang hai hinh chép A" ABCD va C'.CBAD bing nhau.

Cau 2. Trong khong gian toa do Oxyz, cho cdc diém A(4 ; -1 ;2), B(1;2; 2)
vaC(l;—-1;5).
a) Chiing minh rang ABC 1a tam gidc déu.
b) Viét phuong trinh mp(ABC). Tinh thé tich khoi t¢ dién gidi han boi
mp(ABC) va cic mat phing toa do.

¢) Vi€t phuong trinh truc cia dudong tron ngoai ti€p tam giac ABC.
d) Tim toa do diém D sao cho ABCD 12 tit dién déu.

PE Il
Cau 1. Cho ti dién déu ABCD c¢6 canh bang a. Goi B’, C’, D’ 1an lugt 1a trung
diém clia c4c canh AB, AC va AD.

a) Ching minh ring siu diém B, C, D, B’, C’, D’ nam trén mot mit cau.
Tinh ban kinh ctia mat cau do.

b) Tinh thé tich kh6i chép D.BCC'B’.
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Cau 2. Trong khong gian toa do Oxyz, cho cdc diém A2 ; 0; 0), A'(6; 0 ; 0),
B(0;3:;0),B(0;4;0),C0;0;4),C"(0;0;3).

a) Viét phuong trinh mat cau di qua bon diém A, A’, B, C. Ching minh
rang B’ va C’ cling ndm trén mat cau do.

b) Ching minh ring truc taim H cla tam gidc ABC, trong tam G cua tam
gidc A’B’C’ cing niam trén mot dudng thang di qua O. Viét phuong trinh
dudng thang dé.

¢) Tinh khoang cach tir diém O t6i giao tuyén ctia mp(ABC’) va mp(A'BC).

PE Il

Cau 1. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’". Goi N 1a diém nim trén canh AB va (@)
12 mat phang di qua ba diém D, N, B".

a) Mit phang () cat hinh hop da cho theo thiét dién 12 hinh gi ?

b) Chitng minh ring mat phiang («) phan chia khoi hop da cho thanh hai

khoi da dién .#] va .#’, bang nhau.

c) Tinh ti s6 thé tich clia khéi da dién #; va thé tich cta khéi ti dien AA'BD.
Cau 2. Trong khong gian toa do Oxyz, cho cac diém A(1 ; -3 ;1) vaB(-2; 1 ; 3).

a) Chiing t0 ring hai diém A va B cdch déu truc Ox.

b) Tim diém C ndm trén truc Oz sao cho tam gidc ABC vuong tai C.

¢) Viét phuong trinh hinh chi€u clia duong thang AB trén mp(Oyz).

d) Viét phuong trinh mat cau di qua ba diém O, A, B va ¢6 tam nam trén
mp(Oxy).
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HUGNG DAN GIAI - PAP SO

Chuong |

1.

Goi s6 canh va s6 mat ctia khoi da dién
1an lugt 12 C va M. Hay chiing minh rang
3M =2C.

Goi s6 canh va s6 dinh clia khoi da dién
lan lugt 1a C va P. Hay chiing minh ring
3D =2C.

Goi A 12 mot dinh cta khdéi da dién. A 1a
dinh chung cho ba canh AB, AC, AD. Mat
chita canh AB, AC phai la tam giidc ABC.
Tuong tu cdc tam gidc ACD, ADB déu 1a
mat cta khoi da dién, suy ra mat thi tu 1a
tam gidc BCD. Tur d6 suy ra két qua bai todn.
Khéi hop ABCD.A'B’C’'D’ dugc phéan chia
thanh nam khoi ti dién :

ABDA', CBDC', BA'C'B, D'A’C'D, BDA'C".
Lay diém M nim giita A vd B ; N nim
gitta C va D. Bang hai mat phang (MCD)
va (NAB), khéi ti dien ABCD dugc phan
chia thanh bon khai ti dién.

a) a c (P) hoac a L (P).

b) a // (P).
¢) a cét (P) nhung khong vuong goc véi (P).
d) Khong c6 truong hop nao.

a) C4c mat phang do6i xing ctia hinh chép ti
gidc déu S.ABCD 1a : (SAC), (SBD), céc mat
phéng trung truc ctia cic canh AB va BC.

b) Goi M, N, O lan luot 1a trung diém cia
cdc canh AB, BC, CA va § 1a giao diém cla
cac canh AA’, BB’, CC’ clia hinh chép cut
tam gidc déu ABC.A’B'C’ thi cdc mat phang
doi xung cua hinh chép cut 1a : (SAN),
(SBO), (SCM).

c) C6 ba mat phang doi xtng 12 ba mat
phing trung truc clia ba canh xuét phat tir
mot dinh clia hinh hop chit nhat.

8.

10.

11.

12.

a) Ldy lién ti€p hai phép d6i xing qua
mit phéng trung truc clia canh AA’ va mat
phang (BDD'B’) hoac sit dung phép doi
xdng qua tam cta hinh l1ap phuong.
b) Lay phép doi xiing qua mat phing
(ADC'B’).
Néu phép tinh tién theo vecto v bién hai
diém M, N lan lugt thanh M',N' thi
MM'=NN'=v,dod6 MN=M'N", suy
ra MN=M'N".
Néu phép d6i xing qua duong thing d
bién hai diém M, N lan luot thanh M',N'
thi MN+M'N'=2HK (H va K lan lugt
la trung diém cta MM’ vd NN’) va
MN-M'N'=N'N+MM'. T d6 hay
chiing minh

(MN+M'N')(MN -M'N")=0.

Néu phép d6i xiing qua diém O bién hai
diém M, N lan luot thanh M',N' thi
OM +0OM"' =0 ON+ON'=0
MN=-M'N", suyra MN=M'N".

va nén

a) L4y hai diém A, B 1an lugt nim trén (P)
va (Q) sao cho AB L (P). Khi d6, thuc
hién lién ti€p hai phép d6i xding qua hai
mit phing song song (P) va (Q) thi két
qué 12 phép tinh tién theo vecto 2AB.

b) La phép doi xiing qua dudng thing giao
tuyén cta (P) va (Q).

Dung dinh nghia, tinh chat cua phép vi tu
va tinh chat clia hai mat phang song song.

a) Dung phép vi tu c6 tam la trong tam

o ~ T 1
cua tir dién da cho va ti so vi tu k:—g.
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b) Goi M, N, P, Q, R, S 1an luot 1a trung
diém cdc canh AB, CD, AC, BD, AD, BC
clia khoi ti dién. Hay ching minh 8 tam
gidc MPR, MRQ, MQS, MSP, NPR, NRQ,
NQS, NSP 1a nhiing tam gidc déu.

13.Gia st SABCDS’ 1a khéi tdm mat déu. Hay
dung tinh chat : "Néu cdc diém cdch déu
hai diém cho tru6c thi ching nidm trén
mat phing trung truc ctia doan thang noi
hai diém d6" va tinh chat "Néu mot hinh
thoi noi ti€p dugc mot hinh tron thi d6 1a
mot hinh vuong".

14.Dung dinh nghia va tinh chat cta khai
tdm mat déu va ctia khoi 1ap phuong.

15.2) Khong thay déi. b) C6 thé thay déi.
c¢) Khong thay ddi.

16.Lay M 1a mot diém nam gitta C va D sao
cho CM = kMD. Khi d6 khéi td dién
ABCD duogc phan chia thanh hai khéi td
dién ABCM va ABMD thoa man di€u kién
bai toan.

2
a’~N?2
17. Vigep awen = )

1 3 T
18. Vlémg tru = Zna COt; .

=56 .

19.2) AC’ = 3b. 1) Viang tru

a3

20.2) Vla?mg tru T

b) Ching minh BC 1L AA’ va tut d6 suy ra
diéu phai chiing minh.

2
0 S, . f(\/ﬁn).

21.Téng céc khoang cach tit M dén bon mat

cua ti dién bang é.
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22.Ti s6 thé tich ctia hai phin bing 1.

23.Goi H va H’ 1an luot 1a hinh chiéu cta A
va A’ trén mat phang (SBC).

Hay ching minh : S, H, H’ thang hang va
stt dung dang thiic

Vs.apc _ Vassc
Vsawce Vaspe

dé suy ra cong thifc can tim.

24.Goi B’, D’ lan luot 13 céc giao diém cha
mat phang (P) v6i cdc canh SB va SD.
Khi d6 AM, B'D’, SO (O = AC n BD)
dong quy tai trong tam G cia tam gidc
SAC va B'D’ [/ BD. Tu d6 stt dung két qua
bai 23 dé tim ra ddp s6 clia bai todn.

25. Hay chiing minh phép vi tu ti s6 k bién
dudng cao AH cua hinh chép A.BCD thanh
dudng cao A'H’ clia hinh chép A’.B'C'D’ va
A'H' = |k|AH, Sgcp = KSpcp-

On tap chuong I

Ly v 3y,

1. V DDB =
C.BDDB ~ 4

C.ABD" ~ ZV ’

2. Goi M, N, 1, J, K, E lan luot 12 trung diém
cua cac canh AB, BC, CC’, C'D’, D’'A’", A’A
ctia khoi hop. D& thdy MN, EI, KJ doi
mot song song va chdng 14n lugt di qua ba
diém thang hang M, O, J (O la giao diém
cua cac duong chéo cta hinh hop). Tu d6
suy ta M, N, I, J, K, E nam trén mat
phang (&) di qua O. Khi d6, («) chia khoi
hop thanh hai phin 13 anh cta nhau qua
phép d6i xiing tam O.

3. a) ADEF, ACEF, BDEF, BCEF.
b) St dung tinh chat : Mat phang qua mot
canh va trung diém clia canh d6i dién cla
mot t¢ dién phan chia khéi t¢ dién thanh
hai khéi t& dién c6 thé tich bing nhau.



¢) Néu ABCD 1a tit dién déu thi n6 ¢6 hai
mat phang d6i xing 1a (ABF), (CDE) va
phép doi xing qua truc EF bién ti dién

ADEF thanh tit dién BCEF.
Vv =V +V
) Vapeasc, =Va.apc +Va secs,

:%(a+b+c)S.

1
Vacance =3ma)+(h=b)+(h=c)l.S.

b) VABCA,B,C, :VAIBICIA’B’C’

< 2(a+b+c)=3h.

Goi V, la thé tich clia phin chtia canh AA’

va V, 1a thé tich phan con lai.

v,
Khidé: L='.
v, 5

3

a
a) Vs apc e

b) Dé thdy AB" 1 (SBC) = AB’ L SC, mat
khiac AC" 1L SC = SC L (AB'C").
3
Vsagc =<
: 36

9)

Cau hoi tric nghiém chuong I

1.
7.
12
17
22
27

32.

(C), 2. (D), 3. (D), 4. (B), 5. (D), 6. (D),
(©), 8. (C), 9. (D), 10. (D), 11. (B),
. (0), 13. (A), 14. (D), 15. (C), 16. (C),
. (B), 18. (D), 19. (D), 20. (B), 21. (D),
. (A), 23. (O), 24. (A), 25. (B), 26. (C),
. (B), 28. (B), 29. (C), 30. (A), 31. (C),
(D).

Chuong Il

1.

Tam mit cdu la trung diém clia AD.

Ban kinh mat cdu la R :%\/a2 +b% +c2.

a) Mat phing trung truc ctia AB.

b) Khi A, B, C khong thing hang thi tap
hop cén tim 12 truc cua dudng tron ngoai
ti€p tam gidc ABC. Khi A, B, C thing
hang thi tap hgp phai tim 1a &.

¢) Truc cua duong tron da cho.

d) Cé.

Cd a) va b) déu ding.

4. Dudng trdon cd dinh phai tim nidm trong

10.

11

12.
13.

14.

mp(P) di qua diém A va vuong gbc vé6i d
tai I, tam duong tron 1a /7, ban kinh dudng
tron 1a /A.

a) Diing.

b) Khong ding.

a) Tap hop phai tim 1a truc ctia dudong tron
noi ti€p tam gidc ABC.

3
n(a2+3h2)
) V=
162
3
b) V:57'ca JE
24

a) Szg(a2+b2+c2).

Szrc(a2 +b? +62).

2R

7

b) Hinh 1ap phuong (c6 canh béng

R 12 ban kinh mat c4u di cho).

.Moi mit phiang di qua truc ctia hinh tron

xoay déu 12 mat phang d6i xtng.

a) Hinh tru. b) Khdi tru.

La mat tru ban kinh R, ¢6 truc 1a truc cua
dudng tron.

Goi A 12 duong thing qua tAm O clia mat
cdu va song song v6i duong thang c6 dinh.
Céc ti€p tuyén ndm trén mat tru truc A,
bén kinh bing ban kinh mat cau.
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2 2

15.0) 5, =47k, S, =67R”.
b) V =2nR>.
¢) V'=4R3.

16.0)S, =23R* ,  S=2m(3+DR’.

b) V =~31R>.

¢) d(AB,A) = RT\B , A'la truc cla hinh tru.

17.a) Hinh non. b) Khéi nén.

18.Goi mit cdu 1a S( ; R), M 1a tiép diém
thi MAI =a khong ddi, suy ra cdc dudng
thing qua A tiép xidc véi mat cdu (S) luon
ndm trén mat nén dinh A, truc 1a dudng
thang Al, géc & dinh bang 2a.

2.2
19.b) R= "

o) r=hQR-h).

S =nhJ2RQR-h) .

xq

rh
20.b) R=————.
r+\/r2+h2

22

2. v-F e

3 /b2+c2 ’

On tap Chuong II
1. Hai diém d6 1a A va A’, trong d6 A’ 1a diém
doi xting v6i A qua mat phang (P).

2. Tam mat cdu la diém d6i xting v6i S qua
trung diém H clia AC, bdn kinh mat cdu 12
R=a.
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3. a) Tam [ ctia mat cau phai tim 12 giao cac
truc cua hai duong tron da cho, ban kinh
mit cau 12 /B.

b) R=~/37.
_af3

4

b) R= %\3/2\/5.

4. a) R

1 1
5. a) V1=§7tb2C; V2=§nc2b;

1 nh?c?
3 )
3 /b2+02
6. V= 14ﬁna3, S, = 144>,
3 4

Cau hoi tric nghiém chuong IT

1. (D), 2. (B), 3. (A), 4. (D), 5. (B), 6. (B),
7. (D), 8. (C), 9. (D), 10. (D), 11. (O),
12. (C), 13. (A), 14. (D), 15. (A), 16. (A),
17. (D), 18. (A), 19. (A), 20. (A), 21. (A),
22. (A), 23. (A), 24. (D), 25. (B), 26. (B).

Chuong Il
1. a) u=(1;-2;0) ;
v=(3:5-5) ;

w=(2;3;-1).

b) cos(;, f) =
cos(;, ;) =

cos(;, l;) =

! g‘ g‘
9,1 W ]| D || W
z\‘w Ne o



c) uv=-7;

2
e _ X
cos (u, l)— = +y2 L
2
- = _ y
o (M,J) X2+y2+22 ’
o R
CcoS ™ \u, —m.

Tir 6 suy ra dpcm.

2

. a cos(;, ;):T

b) cos(;, ;) = _Sf .

. k=40.

. a) Goi M, la hinh chiéu clia M trén mp(Oxy)
thi M, =(a; b;0).

Goi H, 1a hinh chiéu cta M trén truc Ox
thi H,=(a;0;0).

b) d(M.(Oxy))=c|.
d(M,0x) =\b* +¢* .
¢) Goi M'| la diém d6i xiing v6i M qua

mp(Oxy) thi M'1 (a;b;—c).

M:(ﬁ‘kxz.yfkyz .21"‘22)\,61,#1'
1-k ~ 1-k ~ 1-k

.D(-1;1;1), (E,E))Jg.

. a)M(-1;0;0).

b)AB L OC < AB.OC =0

<> sindt = —sin (3t + gj

T T
t:_ﬂ—’_kz
= k,leZ
2n
t=—-+In
3

9. a) Déng phing.
b) Khong dong phang.
c) Péng phang.
10.b) Chu vi bing 2 +~/3++/5 ,

J6

ABCZT'

c) ha:@.

S

Jio o
H

d) A=90°, cosB:T, cosC =

11.a) [ AB,AC |.AD # 0= dpcm.

b) AC L BD,
cos(AB,CD)=ﬁ , cos(BC, AD)=£.
14 14
voL2 o, 2B
ABCD ~ 3 UA 3 "

12.Chon hé truc Oxyz c6 gbc O trung A, Ox
la tia AC, Oz la tia AS.

a) MN = é\/bz +4a* +16h% .
2

b) MN L SB khi 4h* = 24° — b°.
13.a) Tam /I (4 ; -1 ;0), R=4.

b)Tﬁm,(_l;i;_é),hﬁ.
2 2 6

c)Tﬁm[(%;—l;Oj,R=l.
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22. a) Chting minh cosA > 0, cosB > 0, cosC > 0.
b) Viét phuong trinh mat phang (ABC) theo
doan chan.

14.2) > + (v = 7)* + (z = 5)% = 26.
b) (x—2)% +y* + 22 =4.

-1+ (-2 +(-3)7=1. 4x+3y—122478=0

15.2) 2x+y+z—-3=0. 4x+3y—-12z-26=0.

24.b) Pudng thang song song v6i truc Ox :

b)x—4y+3=0.

x=x,+t
c)x—-5+z+8=0.

Y=Y
d)y+z-2=0. =z,

©)z-c=0;x-a=0;y-b=0. Khong c6 phuong trinh chinh téc.

g) 6x+3y+2z-18=0. x=2—¢
. x=2 'y z+4+1 |
h)2x+y+z-6=0. ¢) qy=3t > —=5= 5
s 1 3 s
16.a) Cét nhau. b) Cit nhau. FET
¢) Song song. d) Cit nhau. x=-2
Tru h D=t
e) Trung nhau. L3
n=_1 "= 1 Khong ¢6 phuong trinh chinh tic.
17. a){ D 24 o
mes e) ly=2-5
18.a) Khong cé. b) m =1. z=1.
9 Khong c6 phuong trinh chinh tic.
c)ym=1. dym=—-——.
19 x=2-t

-3 oox=2 y-3 z+1
19. a) Tap hop diém 12 hai mat phing : & y=3-t 5 T T

=—1+5¢
2V5-3V3)—(5+53)y+(d5+3)z +5/5+3=0, :
(254330~ (/5-53)y +(4/5 -3 +5V5—3=0. x=dvo s L
b) Tap hop diém 1a hai mat phang : 25.a) <y=3-3t ; =2 3= 5
—4x+16y—-20z—-1=0, z=1+2¢
32x-2y-8z-13=0. Xx=-2+72¢
¢) Tap hop diém 12 mat phing : by {y=34r 5 P2 y=3_z°l
2 1 3
X+2y+z+2=0. z=1+3t.

20 |-D+D’| 26. Phuong trinh hinh chi€u vuong géc
’ /AZ B2 ) clia d trén mat phing toa do (Oxy) 1a
x=1+2t
2l.ayM =(0;0; 3). y=-2+3t
b)M=0;0;-2). z=0.
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27.a) u(1;4;2), My(0;8;3).
b)2x+y-3z+1=0.
x=-8+4¢
o) {y=15-5¢
z=1
28.a) d, d’ chéo nhau.
byd//d.
29. Puong thang A can tim c6 phuong trinh
x=1-6¢
y=—-1-t
z=1+7t.
x=1
30. yy=—2+4t
z=2-t

31.a) [u],u, |. MyM, =168 #0.
b)2x+y+4z=0.

) 2421.

x-3 _y-1_z-1

d
) 2 1 4

32.a) Goi ¢ la gbc gilta d va () thi sin(p:i.

J57

b) 1(§;0;§j.
3 3

x=§+%
3
c) yy=-t
8

z=—-3t.
3

33.a) A(1;2;3).
x-1_ y-2 z-3
2 3 -4

b)

1082

34.3) d(M, A) = T

b) d(N, A) = 2870 .
14
35.a) Chi y d // d’ nén khoang cach i gitta d
va d’ bang khoang cédch tir mot diém thuoc
dtéid'.

h=2.

b) 2\/110‘
55

On tap Chuong III

1. a) [ AB, AC |AD =4 # 0 = dpem.

2

b) VABCD=3
c)2x+y+z—-14=0.

e

tiép diém H(Z;E ; §)
3 3 °3
2. a) A'(E;—g;mj.
7 77
7
b) sina =—.
V238

c)(Q):4x-y—-2z-9=0.

o i(Z2:2.10)

77777
x:§+4t
7
A yzg—t
222—21.
7
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1 2
3. a)d: |ly=—-+=¢
) y o3

4, a)(P):x—9y+5z+20=0.

b)(Q):x—2y—-5z+9=0.

X=t
29 2
= — 4 —
11 11
41 7
=—4 —
55 55

0,

cod: |y

z t.

d) d(A, d,) =

S.aydld.
14
E.
x+1 y+1 z-3
s -4 1
x=-4
d) yy=-7
z=—6+t

b) h=

c) A

a)(P):2x—-16y—-13z+31=0.

7.

Q) u.u'=0, [u,u').MyMy=2#0.

b) (P):x—-y—z+9=0,

Q) :x+z-4=0.

x
C —_—
) 1

a) Goéc giita (P) va (Q) bang 60°.

b) d:

x=1+t¢
y=2+t
z=-3—t.

R):x+y—-z+2=0.

a)I(1:2:3), R=+14.

b) So sanh [k| véi V42 .

c)bx+3y+2z—-12=0.

d) x -

2y+3z4+8=0.

4x+3y—122+26+13/14 =0
4x+3y—122426-13/14 =0.

e)

I 1

10.2) l+—+—=1.

m

b) V

m

n.p

=%khim:n:p=3.

in

Cau hoi tric nghiém chuong 111

1. (O), 2. (D), 3. (C), 4. (A), 5. (D), 6.
7. (B), 8. (A), 9. (A), 10. (O), 11.
13. (O), 14. (A), 15. (A), 16.
18. (A), 19. (A), 20. (O), 21.
23. (C), 24. (D), 25. (B), 26.
28. (D), 29. (D), 30. (A), 31.
33. (B), 34. (A), 35. (D), 36.
38. (A), 39. (B), 40. (C), 41.

12
17
22
27
32
37

- (A),
. (D),
- (B),
- (O),
. (D),
- (D),
42.

(B).

(A),
©),
©,
B),
D),
(A),
(A),
©,



On tap cudi nam

I-
1.

Bai tdp tu ludn

Phép tinh tién theo vecto AA' bién khoi
da dien ABCPOR thanh khéi da dién
A’B’C'P’Q’'R’ nén hai khéi ndy c6 thé tich
bing nhau. Tir d6 suy ra

Vapcac =Vrorpror =Spor-AA’

Goi V' 1a thé tich ctia khdi tit dién can tim

thiV':iV.
27
1%
Vicrp ==
ACB'D' ~ 3

Goi V va V' lan luot 1a thé tich cla céc
khoi ti dién déu va tdm mit déu da cho.
\%4

Khid6 V'=—.
2
V2R,
3

a)V = na3.

7x/§na3

b) V=
) 12

a) Chiing minh [ AB,AC ].AD #0.
)X+ 3>+ 22 —2x —4dy +22-19 = 0,
tam I(1 ;2 ; —1), ban kinh R = 5.
¢)3x-5y+3z+13=0,

d(D, (ABC)) = —>-

N/E
d) —4x — 3y + 5z + 15+ 252 =0.

e) Goi ry, rp, r3 1an lugt 1a ban kinh cac
dudng tron giao tuyén cua mat cau (S) va
céc mat phing toa do (Oxy), (Oyz), (Oxz).
Khi d6

;’1:2\/6, r2:2\/g, 1*3:\/5.

a) Goi dy, d, d3 1an lugt 1a hinh chi€u cua

A trén cdc mat phang (Oxy), (Oyz), (Oxz).
Khi d6

x=0
y=-1-t
z=73t

x=1+2¢
dy:yy=-1-t
z=0

. dz:

x=1+4+2¢
d31 y:()
z =73t

c)d(A, Oz) = g ,d(A, Ox) = % ,

d(A, Oy) =

313
13

d{y=-——t

e |y=-3

10. a) Quy tich 12 mat phang c¢6 phuong trinh :

2x+2y—-2z-1=0.

b) Quy tich 1a mat cdu c6 phuong trinh :

SRR

¢) Quy tich 12 hai mat phang :

-Xx+ 3y + (2i\/ﬁ)2=0.

11.a) Puong thing A di qua diém c6 dinh

(1;1;5).

Goéc giita A va truc Oz bang 45°.

b) Quy tich la duong tron tam I(1 ; 1 ; 0),
béan kinh R = 5 va nam trong mp(Oxy).

139



12.2) d(A, (A'BD)) = abe

\/a2b2 +b2 +c*d? bell \/» 3\/_
aN22 a’~?2
2,2 322,22 1. a) R= . b) Vppecg =——
b)d(A’,C'D)=\/a b*+b°c” +c“a ‘ 3 . 16
\/a2 +c? 2. a) Phuong trinh mat céu :
2 2 2 —
o) d(BC", CD") = abc ‘ X +y +z7—-8x—-Ty-T7z+12=0.
\/azbz +b2c2 1242 b) Phuong trinh duong thang qua H, O, G :
y z
II - Cdu hdi trdc nghiém T4 3

1. (C), 2. (O), 3. (D), 4. (B), 5. (A), 6. (B), 7. (A),
8. (0), 9. (A), 10. (B), 11. (A), 12. (C),
13. (B), 14. (D), 15. (A), 16. (B), 17. (D), 18. (D),
19. (A), 20. (A), 21. (D), 22. (D), 23. (B).

) d(0, A) = —,

ulm o=

trong d6 A=(ABC"YN(A'B'C).

pé 111
1. a) Thiét dién 12 mot hinh binh hanh.

III - Mot s6 dé kiém tra

bél
b) Hai khéi #] va #, doi xdng v6i nhau
3 s
1. ayv=2 V6 ) b)R = a6 ) qua O nén bang nhau.
c) V.y/'] =3Vaa 8D
¢) Hai hinh d6i xdng v6i nhau qua mp(SBD)
nén béng nhau. 2. a) d(A, Ox) = d(B, Ox) = /10.
2. a)AB=BC=CA=3\/§. b) C6 hai diém C :
b) Phuong trinh mat phang (ABC) : C1=(0:0:4),
x+y+z-5=0. C,=(0;0;-2).
y o125 x=0
T 6 ) 1y =-3+1
=24t z=—1+t.
) dy=1 d) Phuong trinh mat cau :
=341 ( 53}2 ( 18)2 5 4105
X+—=| +|y+—| +z7=——.
10 5 100

d)CohaidiémD: D;=(4;2;5),
Dy,=(0;-2;1).
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BANG THUAT NGU

B

Ban kinh ctia mat ciu 38
Ban kinh clla mattru 49

C
Canh cula khoi da dién 5
Caodd 72

D

Dién tich cla hinh da dién 43

Dién tich mat cau 44

Dién tich xung quanh cla hinh n6bn 56
Dién tich xung quanh cla hinh tru 50

b
Da dién xdp xi cla mat cau 44
Day cla hinh nén 55
bay cla hinh tru 49
Dac s6 G-le 20
Binh cla hinh n6n 55
DPinh cla khéi da dién 5
Pinh i O-le 21
Pudng kinh clla mat cadu 38
Dudng sinh clia hinh nén 55
Pudng sinh clia mat nébn 54
budng sinh clla mattru 49
DPudng tron 16n clla mat cau 41

G

Giao tuyén elip clia mét tru tron xoay
va mat phang 52

Giao tuyén parabol cia mat nén tron xoay

va mit phdng 57
G6c G dinh cha mat nén 54

H
Hai hinh b&ng nhau 12
Hai hinh déng dang 17
Hé toa d0 trong khong gian 70

Hinh da dién 5
Hinh nén 55
Hinh tron xoay 47
Hinh tru 49
Hoanh do 72

K
Khéi cau 39
Khéichop 5
Khéi da dién 5
Khéi da dien déu 18
Khéi da dién déu loai {n ; p} 18

Khéi da dién 16i 18

Khéi hai mugi mat déu 19
Khai lang tru 5

Kh&i mugi hai mat déu 19

Khéi n6bn 56
Khéi tam mat déu 11
Khéitru 50

M
Mat cAu 38

Mzt cha khéi da dién 5

Mat hypeboloit tron xoay mét tang
Mat n6n 54

Mat phang ddi xting cia mét hinh
Mat tron xoay 47

Mattru 48

Mat xuyén 48

P

48

10

Phan chia va 1&p ghép céac khéi da dién 6

Phép bién hinh trong khong gian 8

Phép ddi hinh trong khéng gian 11
Phép d6i xing qua mat phdng 8

Phép d6i x(ing tam 12

Phép d6i xiing truc 12

Phép déng nhat 12

Phép tinh tién 12



Phépvity 16

Phuong trinh chinh tic cla dudng thdng 94
Phuang trinh mat cau 80

Phuong trinh mat phdng 84

Phuong trinh mat phang theo doan chin 86
Phuong trinh tham s& ctia dudng thdng 93

T
Thé tich clia khdi cau 43

Thé tich cla khéi chép 25

Thé tich clia khéi da dién 23

Thé tich clia khéi hop chit nhat 24
Thé tich clia khéi lang tru 50

Thé tich khéi nén 56

Thé tich khéitru 50

Tich ¢6 hudng cla hai vectd 75
Tich vectd cla hai vects 75

Tiép dien 41

Tiép tuyén clla mat cdu 42

142

Tinh chéat cla tich c6 huéng 76
Toa d6 cla diém 72

Toa d6 cla vects 71

Truc cao 70

Truc cla hinh nébn 55

Truc cla hinh tron xoay 47
Truc clGa hinh tru 49

Truc hoanh 70

Truc tung 70

Tung do 72

\'
Vecto phap tuyén clia mat phang 84
Vi tri tuong d6i gilra hai dudng thdng 98
Vi tri tuong d6i giifa hai mat phdng 87
Vi tri tuong d6i gitta mat cau
va dudng thang 41
Vi tri tuong déi gitta mat cau va mat phang 40



MUC LUC

Chuong I - KHOI DA DIEN VA THE TiCH CUA CHUNG
§1. Khai niém vé khéi da dién
§2. Phép d6i xiing qua mét phéng
va su bang nhau clia cac khéi da dién

§3. Phép vi tu va su déng dang cla cac khoi da dién.

Céc khéi da dién déu
§4. Thé tich clia khéi da dién
On tap chuong |

Chuong Il - MAT CAU, MAT TRU, MAT NON
§1. Mat cau, khéi cau
§2. Khai niém vé mat tron xoay
§3. Mat tru, hinh tru va khai tru
§4. Mat nén, hinh nén va khoi nén
On tap chuong I

Chuong Il - PHUGNG PHAP TOA DO TRONG KHONG GIAN
§1. Hé toa do trong khéng gian
§2. Phuong trinh mét phéng
§3. Phuong trinh dudng thang
On tap chuong Il

On tap cudi nam

Huéng dan giai — Pap so

Bang thuat ngir

Trang

16
23
29

38
46
48
54
60

70
82
91
105
122
131
141
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