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HUGNG DAN SU DUNG SACH

1. Méi bai hoc déu duoc thiét ké theo céu tric gdbm nhirng phan sau day.
Thuét ngir: Diém tén céac dbi twong chinh clia bai hoc.

Kién thire, ki nang: Gilp em xac dinh nhirng ndi dung kién thirc, ki ndng chinh can linh
héi va ren luyén trong bai hoc.

Mo dau: Pwa ra tinh hudng 1am nay sinh nhu cau hoc tap; né cé thé 1a mét bai toan thuc
té dai dién, hay la mét doan dan nhap. Em khéng can tra 16 ngay cac cau hdi hay yéu cau
duwoc dat ra & phan nay, ma sé giai quyét chung trong bai hoc, sau khi da linh héi dwoc
lwong tri thirc va ki nang can thiét.

Muc kién thirc: Sau phdn mé dau, bai hoc dwoc chia thanh cac muc theo tirng chi dé.
Nhin chung, méi don vi kién thirc ¢ cau tric sau day:

Hinh thanh kién thitc: Em can tich cwe tham gia vao cac hoat déng (H0) dé& chiém linh
tri thire. C4c W@ nay cho em co hdi quan sat va trai nghiém, tinh toan va 1ap luan dé

——e,

di toi @ung kién thiee | mét cach tu nhién.
h=r RS S

Vi du: Em cé thé hoc & day phuong phap, cach 1ap luan va tinh toan, cach trinh bay
| gidi bai toan.

Luyén tdp: Van dung kién thirc da hoc, tham khao vi du twong (ng, em hay luyén
tap dé cling cb kién thirc va rén luyén ki nang.

Vin dung: Trén nén tang kién thirc va ki ndng da dwoc hoc, em gidi quyét cac
bai toan gan voi thye té, két ndi tri thirc véi cac Iinh vue khac nhau trong hoc tép,
khoa hoc va cudc séng.

Em c6 thé bat gdp m6t khung chit  nham hé tro hodc binh luén,... cho néi dung twong

ting dwoc dé cap & bén canh.

Ngoai bén thanh phan co ban & trén, trong moét don vi kién thwc em con co thé co co hoi
tham gia vao Kham pha, Trai nghiém, Thao luéan, tra 10i g mé& réng hiéu biét cung
Em cé biét?,...

Bai tip: Em c;hﬁ dong thyc hién ngoai gio' trén 16p, tuy vay, thay, c6 gido sé danh
thoi lveng nhat dinh dé cung em diém qua cac bai tap nay.

2. Céc bang tra clru va gidi thich thuat nglr (dwoc dat & cudi sach) cung cap dia chi tra ciru
va gidi thich mét sé khai niém, cdng thirc dwoc phat biéu trong sach.

Hdy bdo qudn, giit gin sdch gido Ichea dé danh ting
cde em hoe sinh lop sau!
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Chuwong nay trinh bay khai niém, tinh chat co’ ban ctia nguyén ham va tich phan cling nhw |
(rng dung tich phan dé tinh dién tich hinh phang va thé tich vat thé.

THUAT NGU i KIEN THUC, Ki NANG

« Nguyén ham « Nhan biét khai niém nguyén ham ctia mot ham sd.

+ Ho cac nguyén ham « Giai thich m6t s tinh chat cia nguyén ham.

« Bang nguyén ham « Tim nguyén ham cta mét sé ham sé so cip thwing gap.

M6t may bay di chuyén ra dén dwdng bang va bat dau chay
da dé cét canh. Gia st van tbc clia may bay khi chay da
dwoc cho b&i v(t) =5+ 3t (m/s), v&i t 13 thoi gian (tinh bang
giay) ké tir khi may bay bat ddu chay da. Sau 30 gidy thi may
bay cét canh r&i dwong bang. Quéng dwdng may bay da di
chuyén ttr khi bt dau chay da dén khi réi dwdng bang la bao
nhiéu mét?

Ta can tim quang dwong S(t) ma may bay di chuyén duwoc
sau t gidy ké tir luc bat ddu chay da. T y nghia co hoc cla
dao ham, ta biét rang S'(t) = v(t). Nhu vay, ta can tim mét
ham sé c6 dao ham bang ham sé v(t) da cho. Bai toan nay
dan dén mét khai niém quan trong trong Toan hoc, doé la
khai niém nguyén ham.

Hinh 4.1

1. NGUYEN HAM CUA MOT HAM SO
) 1#01. Nhan biét khai niém nguyén ham
Cho hai ham sé f(x)=x"+1va F(x) :%x?’ +x, Vi xe R
a) Tinh dao ham clia ham sé F(x).
b) F'(x) va f(x) c6 bang nhau khéng?



Cho ham sé f(x) xac dinh trén mét khodng K (hodc mét doan, hodc mét nira khodng).
Ham s6 F(x) dwoc goi la mét nguyén ham ctia ham sb £(x) trén K néu F'(x) = f(x) voi
moi x thudc K.

Chu y. Trwong hop K =[a;b] thi cac dang thic F'(a)=f(a) va F’ (b) f(b) duoc hiéu la
dao ham bén phai tai diém x = a va dao ham bén trai tai diém x = b cia ham sé F(x), tc la

i F)-F@ FOFE) )

x—sa*

=f(a) va Iim

) Vidu 1. Cho ham sé f(x)=x"-2x. Trong cdc ham sb cho dwéi day, ham sé nao 1a mét
nguyén ham cta ham sé f(x) trén R?
3 3

a) F(x):%—xz; b)G(X)=%+X2.

Giai

Taco: F'(x)=x*-2x, G'(x)=x*+2x.

Vi F'(x)=f(x) v&imoi x e R nén ham s6 F(x) I& mét nguyén ham ctia f(x) trén R.

Ham sé G(x) khéng 1a nguyén ham cdia f(x) trén R vi v6i x = 1, ta c6
G'(1)=3=-1=1(1).

D Luyén tip 1. Ham sé ndo dudi day 1& mét nguyén ham clia ham sé £(x) = x +1 trén khodng
(0; +o0)? X
4 x*
a)F(x)ZEx +Inx; b)G(x)=?—Inx.

) 1#92. Nhan biét ho nguyén ham cia mét ham sé
4
a) Chirng minh rang ham sé F(x) =X7 la mét nguyén ham ctia ham sé f(x) = x* trén R.
4
b) Ham sbé G(x)=%+C (véi C l1a hang s6) c6 1a mét nguyén ham ctia ham sé f(x)

trén R khéng? Vi sao?

Gia str ham sé F(x) la mot nguyén ham cda f(x) trén K. Khi do:

a) V&i mdi hang sé C, ham sb F(x)+C cling la mét nguyén ham cla f(x) trén K;

b) Néu ham sé G(x) la mét nguyén ham clia f(x) trén K thi tdn tai mét hang sé C sao
cho G(x)=F(x)+C véimoi x eK.

Nhu vay, néu F(x) la mét nguyén ham cta f(x) trén K thi moi nguyén ham cta f(x)
trén K déu cé dang F(x)+C (Cla hang sb). Ta goi F (x) + C(C € R) a ho cac nguyén ham
ctia f(x) trén K, ki hiéu boi j' F(x)dx.




Cha y

a) Dé tim ho cac nguyén ham (goi tat la tim nguyén ham) cGia ham sé f(x) trén K, ta chi can
tim moét nguyén ham F(x) cua f(x) trén K va khi d6

_f f(x)dx = F(x)+C, C la héing 6. Tiah S\

dao ham

b) Nguoi ta chirng minh dwoc rang, néu ham sé f(x) lién tuc
trén khoang K thi f(x) c6 nguyén ham trén khoang do.

¢) Biéu thirc f(x)dx goi la vi phan caa nguyén ham F(x),
ki hiéu la dF (x). Vay dF (x) = F'(x)dx=f(x)dx. & :
' Hinh 4.2. Méi quan hé gilra
d) Khi tim nguyén ham ctia mét ham sé ma khéng chi ré tap K, dao ham va nguyén ham
ta hiéu |a tim nguyén ham clia ham sé dé trén tap xac dinh
clia né.
D Vidu 2. Tim mét nguyén ham ctia ham sé f(x)=x* trén R. Tir @6 hay tim Ixzdx.
Giai
3x? x°

3 r
Vi (%J S x? nén F(x)= = la mét nguyén ham cta ham s6 f(x) trén RR.

3
Do dé, J.xzdx = —);— i

Y tuyéntip 2. Tim Ix%ix.

2. TiNH CHAT CO BAN CUA NGUYEN HAM

) #932. Kham pha nguyén ham cia tich mét ham sé6 véi mét hing sé khac 0

Cho f(x) 1a ham s6 lién tuc trén K, k1a mét hang sé khac 0. Gid str F (x) 1a mét nguyén ham
clia f(x) trén K.

a) Chirng minh kF (x) 1a mét nguyén ham clia ham s kf (x) trén K.
b) Néu nhan xét vé ka(x)dx va k j'f(x)dx.

{ [ir ()ax =k [F(x)ax (k #0). J

» Vi du 3. S& dung két qua cta Vi du 2, hay tim:

a) I3x2dx; b) I——x dx.
Giai
Ta c6:
3
a) J‘3x2dx = SJ.xzdx =3 —%+C =x°+C.



D tuyén tip 3. Cho ham s6 f(x)=x"(neN?*).

n+1

a) Chirng minh rang ham sé F(x) = A 3 la mét nguyén ham ctia ham sé f(x). T d6 tim

n -+
Ix”dx.

b) Tir két qué cau a, tim J.kx”dx (k 14 hang s6 thuwe khac 0).

) #o4. Kham pha nguyén ham cia mét tong

Cho f(x) va g(x) 1a hai ham s6 lién tuc trén K. Gia si¢ F(x) 1a mét nguyén ham cua f(x),
G(x) la mét nguyén ham cua g(x) trén K.

a) Ching minh F(x)+G(x) 1a mét nguyén ham cia ham sé f(x)+g(x) trén K.
b) Néu nhan xét vé I[f(x)+ 9(x)]dx va If(x)dx + Ig (x)dx.

Ve

. I[f(x)+g(x)]ax=jf(x)dx+jg(x)dx_:
|+ JIr0-900]ax- frixax- fotes

Y Vi du 4. Sir dung két qua cla Luyén tép 3 va tinh chét co ban clia nguyén ham, hay tim:
a) I(xz +x)dx; b) I(4x3 ~3x%)dx.
Giai

Ta co:

; ; ¥ X
a) I(x +x)c|x=J.x dx+‘[xdx:m+—--+c,
8 2

b) I(4x3 —3x2)dx - 4".x3dx —SIxzdx Lyt L C

D Luyéntip 4. Tim:
a) [(3x" +1)dx b) [(2x-1)" dx.

) Vi dus. Gidi bai toan trong tinh huéng mé dau.
Giai
Goi S(t) (0=t<30) la quang dwdng may bay di chuyén dwoc sau t gidy ké tir Itc bat dau
chay da.
Taco v(t)=S'(t). Do d6, S(t) 1a mét nguyén ham clia ham s6 van téc v(t). Str dung tinh
chét cia nguyén ham ta duoc
S(t)= Iv(f)dt = I(5+ 3t) dt =5jdt+3jtdt= 5t+§t2 6,
Theo gia thiét, S(0) =0 nén C = 0 va ta dwoc S(t) = %tg +5t (m).

May bay roi dwdng bang khi ¢ =30 (gidy) nén S =8(30) = 3-302 +5.30=1500 (m).
Vay quéng dwdng may bay da di chuyén tir khi bat dau chay da dén khi né roi dwdng bang
la S=1500 m.



» Vin dung. Doanh thu ban hang ctia mét cong ty khi ban mot loai san pham la sé tién R(x)
(triéu déng) thu dwoc khi x don vi san pham duoc ban ra. Téc dd bién dong (thay ddi) cua
doanh thu khi x don vi san pbém da dwoc ban la ham s6 M, (x) = R’(x). M6t cong ty cong
nghé cho biét, toc dd bién déi clia doanh thu khi ban mét loai con chip cia hdng duoc cho
b&i M, (x)=300-0,1x, & do x |a sé lwong chip da ban. Tim doanh thu clia cong ty khi da
ban 1 000 con chip.

Hudng dan: Vi R'(x) = Mg (x) nén doanh thu R(x) 1& mét nguyén ham cta My ().

3. NGUYEN HAM CUA MOT SO HAM SO THUONG GAP

a) Nguyén ham cla ham sé lug thira

Ham sé y = x*, v&i o € R, dwoc goi 1a ham sé luy thira.

Tap xac dinh cia ham sé luy thira y = x° tuy thudc vao gia tri clia a.. Cu thé:
— V&i o nguyén dwong, tap xac dinh la R;

— Vi o nguyén am hodc bang 0, tap xac dinh 1a R \ {0};

— V&i a khdng nguyeén, tap xac dinh la (0; +wx).

O 16p 11, ta g4 biét Gao ham clia cacham sé y = x" (ne N*)va y =/x 1a:

(x”)' =nx"";
(&) =$ hay (X;J :%x%_1 (x=0).

Téng quat, ngwdi ta chirng minh duoc
—
Ham s6 Iuy thira y = x* (oz e R) c6 dao ham véi moi x >0 va
(x* J=ax .

AL R
ﬁ Bang cach viét lai cac ham sé sau dwéi dang ham sé luy thiva y = x“(x > 0), hay tinh dao

ham cla cac ham sé sau v6i x >0 y=—13-; V=% y=~3—1-.
X

Ix
) #o5. Kham pha nguyén ham cia ham sé luy thira
a-+1
x > 0).
a+1( g )

b) Cho ham sé y =In|x| (x # 0). Tinh dao ham cta ham sé nay trong hai truéong hop: x >0
va x <0.

a) Vi a # -1, tinh dao ham ctia ham sé y =

Tl két qué cua HD5, ta ¢

a1

. Jx“dx= -

a +1

+C (o= -1).

. Ildx = |n|x| +&.
X

Y vidu6. Tim:

a) j\/;dx (x>0); b) J‘%dx; c) j(2x2 +%de.



Giai
- 1
a) |xdx = Ixde i -
1 3
—+1
2

-3+1

b) ing=Jx‘3dx=x +C_—lx +C=——+C
X -3+ 2 2x°

C)I[Zx 2 ]dx J'zxzdij_dX 2J 2dx+3“.J_ x + 6Yx + C.
) Luyén tip 5. Tim:

a) I—dx b) |xv/xdx (x >0); c) I{E_sif})dx(x >0).

b) Nguyén ham cta ham s lvgng gidc
) #96. Kham pha nguyén ham cia ham sé Iwong giac

a) Tinh dao ham cla cac ham sé sau va néu két qua twong (rng vao bang dwdi day.

F(x) sinx Cos X tanx cotx

F'(x) ? ? ? ?

b) St dung két qua & cau a, tim nguyén ham ctia cac ham s6 cho trong bang dwéi day.

. 1 1
() i S cos’ x sin’ x
[F(xax ? ? ? ?
Tir két qua cha HPS6, ta co
. Icosxdx:sinx+C; . Isinxdx:—cosx+c; |

I 4 dx =tanx +C; I 12 dx ——cotx +tC

cos® x sin’ x
» Vidu? Tim:
a) | (cosx +sinx)dx; b) I(stx— 12 }dx.
. cos’ x
Giai

a) | (cosx +sinx)dx = Icos xdx + Isin xdx =sinx —cos x + C.

b) °[2cosx— de 2jcosxdx I | dx—2sinx tanx + C.
COos™ X

cos’ x
D Luyéntip 6. Tim:

: 1 1
3cos X — 4sinx)dx: b j - dx.
a) I( cos x — 4sin x)dx ) (Coszx sinsz %




¢) Nguyén ham cta ham sé mi
) #97. Kham pha nguyén ham cua ham sé mi
a) Tinh dao ham cla cac ham sé sau va néu két qua twong (rng vao bang duwéi day.

. a"
F(x) e na (0<a=1)
F'(x) ? ?
b) Str dung két qua & cau a, tim nguyén ham cua cac ham sé cho trong bang dudi day.
f(x) ex a“ (0<a=#1)
If(x)dx ? %
Tl két qué cua HD7, ta ¢
( \
. Ie"dx:e” +C.
X ax
. Ia dx:lna+C(0<a;¢1). |
=
D Vidu8. Tim:
B 1
a) |2"dx; b I—dx; ¢ I2e" -5%)dx.
) | R ) |( )
Giai
- " 2)(
a) |2'dx = +C.
J In2 x
)
b) 'idx=_[1 P . W
J 3 3 | 1 3"In3
n_
X X X x X SX
c)_[(ze —5)dx=2je dx—IB dx=2¢" ->_+C.
In5
P luyéntip?2. Tim:
a) J'4*dx; b) Iixdx; o) 1(2.3* -1-7*de.
e 3
Ta téng két lai bang nguyén ham ctia mét sé ham sé thuwdng gap nhw sau.
Odx=C 1dx=x+C
.. a+1 ..1
x“dx = +C (= -1) —dx=In|x|+C
o~ CL+1 J X
e'dx=e"+C (aax=2—+C (O<a=1)
J . Ina
Icosxdx:sinx+c -sinxdx=—cosx+C
1 * 1
I ——dx =-cotx+C s—dx =tanx +C
sin® x J cos®x

10



Dwa vao bang nguyén ham ctia cac ham sb thwong gap va tinh chét co ban cta nguyén
ham, ta c6 thé tim duoc nguyén ham cla nhiéu ham sé khac.

BAI TAP

4.1.

4.4.

4.6.

S
~

Trong méi treong hop sau, ham sé F(x) co6 1a mét nguyén ham cta ham sb f(x) trén
khoang twong rng khéng? Vi sao?

a) F(x) = xInx va f(x)=1+Inx trén khodng (0; +);
b) F(x)=e""" vaf(x)=e"*"trén .

Tim nguyén ham cla cac ham sbé sau:

a) f(x)=3x>+2x-1 b) f(x)=x"-x;

2. - _l' 2
c) f(x)=(2x+1)"; d) f(x)_(?x x] A
Tim:
a) 1[3&4—%—;—;}(‘])(; b) I\/;(sz _3)dx (‘X >0);

2x +1)’ (. 3

c) I(—Xz—)—dx; d) 4 [2 +~;2~]dx.
Tim:

3 ' P L
a) I[2cosx—sin2dex, b) | 4sin -2—dx,
c) I[sin%—cos%}é dx; d) :(x +tan® x ) dx.

Cho ham sé y =f(x) xac dinh trén khodng (0; +x). Biét rang, f'(x)=2x +i2 voi moi
X

x & (0; +o) va f(1) =1. Tinh gié tri £ (4).

Cho ham sb y = f(x) co @b thi la (C). Xét diém M (x; f(x)) thay dbi trén (C). Biét rang,

hé s6 géc cla tiép tuyén clia d6 thi (C) tai Mla k,, = (x - 1)2 va diém M trung véi gbc

toa 46 khi né nam trén truc tung. Tim biéu thirc f(x).

M6t vien dan dwoc ban thang dirng 1&n trén tir mat dat. Gid sl tai thoi diém ¢ gidy
(coi t=0 la thoi diém vién dan duoc ban Ién), van téc clia né duoc cho béi
v(t)=160-9,8f (m/s). Tim d6 cao cla vién dan (tinh tir mat §at):

a) Sau f =5 giay;
b) Khi n6 dat dé cao I&n nhat (1am tron két qua dén chir sé thap phan thir nhat).

i
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THUAT NGO | KIEN THUC, Ki NANG

+ Tich phan + Nhan biét dinh nghia va c4c tinh chét cla tich phan.

= Can tich phén » Tinh tich phan trong nhirng trirérng hop don gian.

*  Hamsd dudi ddu tich phan ;\rf]an ?gng tich phan dé giai mot s bai to4n lién quan dén
we tién.

Mét & t& dang chay véi van tée 20 m/s thi ngudi 1 dap
phanh. Sau khi dap phanh, 6 t& chuyén déng cham dan déu
v&i van toc y(t) = —40t + 20 (m/s), trong d6 t1a théi gian tinh
bang giay ké tr luc dap phanh. Héi tir Itc dap phanh dén khi
dirng han, 6 t& con di chuyén bao nhiéu mét?

[ 1. KHAI NIEM TiCH PHAN
a) Dién tich hinh thang cong
Hinh thang cong
Hinh phang giéi han bdi db thi y = f(x), truc hoanh va hai duéng thang x =a, x = b (a < b),
trong d6 f(x) la ham lién tuc khdng am trén doan [a; b], goi la mot hinh thang cong.

/) Vidu1. Nhirng hinh phang dwoc t& mau duwéi day co phai la hinh thang cong khéng?

V4 Lo J
— 33
T y=x

a) b)
Hinh 4.4
Giai
Hinh 4.4a |a hinh thang cong gi¢i han béi db thi y = x*, truc hoanh va hai dwéng thang
X =1 =2

Hinh 4.4b |a hinh thang cong giéi han béi @b thi y = x°, truc hoanh va hai duwéng thang
¥ =0,%=1,




) no1. Dién tich cua hinh thang

Ki hiéu T 1a hinh thang vuéng gi¢i han bdi dwdng thang
y=x+1,truchoanh vahaidwongthangx=1,x=t (1<t <4)
(H.4.3).

a) Tinh dién tich S clia Tkhit=4.
b) Tinh dién tich S(f) clia T khi t [t 4].

c) Chirng minh rang S(f 1a mét nguyén ham clGa ham sé
ffy =t +1,t [1, 4] va dién tich S = S(4) - S(1).

» wo2. Dién tich caa hinh thang cong

Xét hinh thang cong gi¢i han béi dd thi y = x?, truc hoanh va hai dwong thang x = 1, x = 2.

Ta muén tinh dién tich S cUa hinh thang cong nay.

a) V6i mdi x < [1; 2], goi S(x) 1a dién tich phan hinh thang cong
da cho nam gitra hai dwéng thang vuéng géc voi truc Ox tai
diém c6 hoanh do bang 1 va x (H.4.5).

Cho h > 0saochox + h<2. So sanh hiéu S(x + h) — S(x) v&i
dién tich hai hinh chir nhat MNPQ va MNEF (H.4.6). Ty d6
suy ra

S(x+h)-S(x)

h
b) Cho h < 0 sao cho x + h> 1. Twong tw phan a, danh gia hiéu
S(x) — S(x + h) va tlr d6 suy ra

S(x+h)-S(x)

0< =3t < 2xh + h®,

2xh+ h? < = x=2<q

c) T két qua phan a va phan b, suy ra véi moi h#0, ta co
|S(x +h)—S(x)
h

- x?|<2x|h|+h’.

Tl d6 chirng minh S'(x) = x*, x €(1; 2).

Nguwoi ta chirng minh duwoc S'(1)=1, S'(2) = 4, tiec1a S(x)
la mét nguyén ham ctia x* trén [1 2].

3
d) Tl két qua clia phan c, ta c6 S(x) - X . C. S dung didu
nay véilwuy S(1)=0 va dién tich caf tinh S = S(2), hay
tinh S.

Téng quat, ta co:

'3

Dol 25 4 567

Y A

4

Hinh 4.3

v

Hinh 4.6
Goi F(x) la mét nguyén ham tuy y cda f (x) = x* trén [1 2]. Hay so sanh Sva F(2) - F(1).

13



Pinh i 1 I

" Néu ham sé f(x) lién tuc va khéng am trén doan y=f(x)
[a; b], thi dién tich S cta hinh thang cong gidi han
b&i d6 thi y = f(x), truc hoanh va hai duwdng thang

x=a,x=blaS=F(b)-F(a),trong dé F(x) & mot N
nguyén ham ctia ham sé f(x) trén doan [a: b].
A B o
0 a b X
Hinh 4.7
') Vidu 2. Tinh dién tich S clia hinh thang cong gi6i han béi dé thi }éf___ _ =
hamsbé y =f(x) = x°, truchoanhvahai dwongthang x =1 x = 2.
Giai (H.4.8)
A
M6t nguyén ham clia ham sé f(x)=x* la F(x) =XT.
Do d6, dién tich clia hinh thang cong céan tinh |a
2. 1 15 . e
SzF(2)—F(1):T—Z:T_ ~ h
o1 2 X
b) Binh nghia tich phin Hinh 4.8

) #032. Nhan biét khai niém tich phan Chui 3?.G(x) - F(x) + C,

Gia st f(x) 1a ham sé lién tuc trén doan [a; b], F(x) va C la hang so.
G(x) la hai nguyén ham tuy y clia f(x) trén doan [a; b].
Chirng minh rang F(b)-F(a)=G(b)-G(a).

Tw @6, ta c6 dinh nghia sau:

rd N

Cho f(x) 1a ham sé lién tuc trén doan [a; b]. Néu F(x) 1a mét nguyén ham cla ham sé f(x)
trén doan [a; b] thi hiéu sb F(b) — F(a) dwoc goi la tich phan tir @ dén b ctia ham sbé f(x),

b
ki hidu 13 j F(x)dx.

- J
Chay
b
a) Hiéu F(b) - F(a) thwong duoc ki hiéu la F(x) ; ) 3 —o—
i a Tich phdn khéng phu thuéc vao
Nhw vay cach ki hiéu bién:

b

If(x)dx:F(x)

&

b

a jf(x)dx:if(t]dt:j.f(u)du.

a8

b
b) Ta goi I la ddu tich phéan, a la can dwdi, b Ia can trén,

f(x)dx |a biéu thic dudi dau tich phén va f(x) 1a ham sé
duéi dau tich phan.

c) Trong trwong hop a = b hoac a > b, ta quy uwéc:

if(x)dx =0 j.f(x)dx = —jf(x)dx.

14



» Vidu 3. Tinh:

T
6

3 - >
a)Ixzdx; b)jcostdt; o) _[ dy d) J' 2*dx.
—1 0 (4] 1

Giai

| =

3

3
a) Ix""dx =
: 3

1 = %[33 —(—1)3] = %. b) _{[costdt - sint[® :sin%— $in0 = -

0

q

T 2k 2 2 2
o tanu _tan——tan0=1—0=1. d jzxdx= = ——=
) .[COS u 4 ) In2]" In2 In2 In2
» Luyén tip 1. Tinh; . .
1 8 1 3 3 d
a) Ie"dx; b) I-dx, c) Isinxdx; d) j - f :
X sin® x
0 1 0 n
6
T Binh li 1 va dinh nghia tich phan, ta co
F 3
Y nghia hinh hoc cua tich phan: £ y = f(x) e
Néu ham sé f(x) lién tuc va khéng am trén doan [a; b], thi
b
S
tich phan jf(x)dx la dién tich S cua hinh thang cong gigi
a
han b&i db thi y = f(x), truc hoanh va hai duéng thang x = a, o| a b
x=b(H.4.9). Vay : Hinh 4.9
& j f(x)dx
» Vidu 4. S&r dung y nghia hinh hoc cta tich phan, tinh: " N
1 1 1 ;;//
a) I(x £ 1)dx; b) IJ1—x2dx. o -

""" /1B
0 e
. o

a) Tich phan can tinh la dién tich cda hinh thang vuéng /1
OABC, c6 day nhd OC =1, day lon AB = 2 va dwong cao

o 1 i
OA =1 (H.4.10). Do dé: /
Hinh 4.10

A
I(X+1)dx=SOABC =%(OC+AB)'OA=%(1+2)-1=§.
0

>V



b) Tacoé y = Ji-x% 1a phwong trinh nira phia trén truc

hoanh clia dwdng tron tam tai gbc toa d6 O va ban 1 —
kinh 1. Do g6, tich phan céan tinh la dién tich n(ra phia 4 "
trén truc hoanh cua hinh tron twong (rng (H.4.11).

1 % 4 9 1 2x
Vay J.\H—x‘?dx:% 1

i .

Hinh 4.11
) ] I.uvgn tdp 2. S dung y nghia hinh hoc claa tlch phan, tinh:
a) I (2x +T)dx: b) IJ4 x2dx. Luu ¥ v(t)=s'(t).

1

) Vin dung 1. Gidi quyét bai toan & tinh hubng mé déu.

2, TINH CHAT CUA TiCH PHAN
) #94. Nhan biét tinh chat cua tich phan

Tinh va so sa’nh
1

a) | 2xdx va 2_[ xdx;
o
1 1 1
b) (x2 + x)dx va J‘xzdx +dex;
i 0 0

3 1 3

c) .xdx va dex - j xdx.

0] 0 1

Tinh chét cua tich phan:

Cho f(x), g(x) 1a cac ham sé lién tuc trén doan [a; b]. Khi d6, ta cb

p
b
-

b
1) | kf (x)dx = k j' f(x)dx  (klahang sé);

2) b[f(x)+g dx = J.f(x)dx+J.g

2T D E

3) . [f(x)— g(x)]dx = J.f(x)dx —Ig(x)dx

(7]

a a

b b
2 [r(x)ax=[F()ax+ [F(x)ax (a<e<b),

16



» Vidu5. Tinh:

4 5 4
a) I(x3 +3\f;)dx; b) j(e" —2cosx)dx; (:)J‘[Z‘r —%)dx.
1 0 : X
Giai
4 4 4 g
4 4
a) I(x3+3&)dx=jx3dx+3j&dx=x— 3.5
1
| 11 | : 255 ? 311
=— (4 -1)+2[ 42 -1|===+14=""
4 4 4
2 3 3
b) j(e —2cos x)dx = Ie"dx 2| cos x dx
0 0 Ul
=e* f—2sinxf:{e§—1]—2(1—0)=e§—
0 0
X |4 4
0) _[[ )dx JZ‘dx 3_[ = 5.1
In2 | x|
1 —(2" - 2‘)+3[1-1]=£-3.
In2 4 n2 4
) § I.uvén tip 3. Tinh cac tich phan sau:
: n
p
a) I(2x+cosx)dx b) I[?ﬁ‘ —Ede; c:)J. 12 - .12 ]dx.
1 X J\ cos® x sin® x
6
» Vidu 6. Tinh j|x 2|dx.
Giai
Ta co:

3 2 3 2 3
[lx=2lax = [|x-2jax+ [ -2dx = [(2-x)de+ [ (x-2)ax
o 0 2 a 2

(2?j[_2j

3
) tuyéntip 4. Tinh [|2x - 3fax.

=[(4-2)-0]+ [[2—6) (2- 4)]

th(.ﬂ

) Vin dung 2. Gig tri trung binh cta ham sé lién tuc f(x) trén doan [a; b] dwoc dinh nghia 12
b

1

= o a f(x)dx.

Gia st nhiét d6 (tinh bang °C) tai thdi diém t gio’ trong khodng théi gian tir 6 gid sang Gén

12 gid trva & mot dia phuong vao mét ngay nao dé dwoc moéd hinh hod bdi ham s6
T(t)=20+15(t-6),6<t<12,

Tim nhiét d6 trung binh vao ngay do trong khoang thoi gian tir 6 gi& séng dén 12 gio trua.

17
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BAI TAP

4.8.

4.9,

4.10.

4.11.

4.13.

S dung y nghia hinh hoc ctia tich phan, tinh:

2 3
a) I(2x+ 1)dx; b) ng “xPdx.
g L

3 3
Cho jf(x)dx=5 va _[g(x)dx:g Tinh:
0 0

3 3
a) I[f(x)+g(x)]dx; b) J.[f(x)—g(x)]dx,
0 0
2 3
o) JSf(x)dx; @) [[2f(x) -39 (x)]ax.
0 4]
Tinh:
3 =
a) j(3x —1)’ dx; b) j{‘l +sin x)dx;
0 4]
1 2
o) J' (6% +3x%)dx; d) j [2x + dx.
0 =3
Mot vat chuyén dong doc theo mét dwdng thang sao cho van téc clia né tai thoi diém

t (giay) la v (t)=t* —t -6 (m/s). )
a) Tim @6 dich chuyén cda vat trong khodng thoi gian 1<t <4, tic la tinh | v(t)dt.
1

4
b) Tim tdng quang dudng vat di dwoc trong khodng thei gian nay, tiee 1a tinh j v (t)|dt.
1

. Gia st loi nhuan bién (tinh bang triéu dong) cla mét san pham dwoc mé hinh hoa

bang céng thirc
P’(x)=-0,0005x +12,2.

O day P(x) 1a loi nhuan (tinh bang triéu déng) khi ban dwoc x don vi san pham.
a) Tim sw thay d@di cla loi nhuan khi doanh sé tang tir 100 1&n 101 don vi san pham.

b) Tim sw thay ddi clia loi nhuan khi doanh sé tang tir 100 1&n 110 don vi san pham.

Gia st van téc v clia dong mau & khoang cach r tir tam clia déng mach ban kinh R
khong ddi, co thé dwoc mé hinh hoa béi cong thire

v=k(R*-r?),

trong d6 k 1a mét hang sé. Tim van téc trung binh (d6i v&i A clia ddng mach trong
khoang 0 < r < R. So sanh van téc trung binh v&i van téc I&n nhat.



UNG DUNG HINH HOC

CUA TICH PHAN

THUAT NGO KIEN THUC, Ki NANG

« Hinh phéng « S dung tich phan dé tinh dién tich clia mot s6 hinh phang.
« Thé tich - Sir dung tich phan dé tinh thé tich clia mot s6 vat thé.

+ Khdi tron xoay

Trong phan Hinh hoc & Trung hoc co s& va
I&p 11, chung ta da dwoc hoc ¢éng thire tinh
thé tich clia nhiéu vat thé trong khéng gian
nhuv khéi lang tru, khéi chop, khéi chép cut
déu, khéi tru, khdi non, khéi cau. Tuy nhién,
ta thwdng phai thira nhan cac cong thirc nay.

Bai hoc nay s& cung cdp mot phwong phap
tdng quat gitp ta thiét lap mot cach dé dang
tat cd cac cdng thirc tinh dién tich va thé tich
dé duwoc hoc trong Hinh hoc, cling nhu tinh
duwoc dién tich cla nhitng hinh phang va thé
tich ctia nhirng vat thé phirc tap hon gap trong
thuc tién.

1. UNG DUNG TiCH PHAN BE TiNH DIEN TiCH HINH PHANG

mim

a) Hinh phéng gi¢i han b&i mét dé thi ham sé, truc hoanh va hai dwéng thing
x=ag,x=b
) #o1. Nhan biét cong thirc tinh dién tich

Xét hinh phang gi¢i han béi dwdng thang ¥y =7(X)=x+1,
truc hoanh va hai dwéng thang x = -2, x =1 (H.4.12).
a) Tinh dién tich S cla hinh phang nay.

1
b) Tinh I|f(x)| dx va so sanh véi S.
>

f N
Dién tich S cGa hinh phang gi¢i han béi dd =
thi ctia ham sbé f(x) lién tuc, truc hoanh va hai -1
duong thang x = a, x = b (a < b), dwoc tinh
bang cong thirc Hinh 4,12

8= ilf (x)|ax.




Y A
g A
$ Vi du 1. Tinh dién tich hinh phang gi¢i han béi db thi cta : O
ham s6 y = x°, truc hoanh va hai duwdng thang x =0, x = 2 |
(H.4.13). c
Giai 4 T
Dién tich hinh phang can tinh 1a 2 1
2 2
_ Pl o8 — : >
S—ﬂx |dx_Ix dx B ot o 5 -
0] 0 1
41, _2
s ool i,
4 |o Hinh 4.13

) Vi du 2. Tinh dién tich hinh phang gi¢i han bdi dé thi ham sé y = sinx, truc hoanh va hai
duwong thang x =0, x =2 (H.4.14).

YV A
Giai
Dién tich hinh phang can tinh la NF e
2= n 2x
S:J‘|sinx|dx:I|sinx|dx+j|sinx|dx o) n\/’gn :j(
f 2’:0 T B R
=Isinxdx+j(—sinxdx)
0 .4
=—cosx| +cosx 2rI=4.

0

T

Y Luyén tdp 1. Tinh dién tich hinh phang gidi han bdi parabol
y=x?-4, truc hoanh va hai duéng thang x=0, x=3
(H.4.15).

b) Hinh phang gi¢i han béi hai dé thi ham sé va hai
duwongthangx=g,x=b

) #92. Nhan biét céng thire tinh dién tich

Goi S la dién tich hinh phang gi¢i han b&i dd thi cla cac
ham s6 f(x)=-x’ +4x, g(x)=x va hai dwong thang x = 1,

x =3 (H.4.16). v A Hinh 4.15
4 1 y—\
A
3T *
n :
2
A
Y
1 a
S { 9 3 4 =X
-+

Hinh 4.16
20



a) Gia str S, la dién tich hinh phang giéi han béi parabol y = —x2 + 4x, truc hoanh va
hai dwong thing x = 1, x = 3; S, 1a dién tich hinh phang gi6i han b&i dudng thang y = x,
truc hoanh va hai dwéng thang x = 1, x = 3. Tinh S, S,vatlrdosuyraS.

3
b) Tinh I IF(x) - g (x)|dx va so sanh véi S.
1

,- ~\
Dién tich S clia hinh phang gi¢i han béi dé thi cta hai ham sé f(x), g(x) lién tuc
trén doan [a; b] va hai duwong thang x = a, x = b, dwoc tinh bang céng thirc

3=j|f(x)_g(x)|dx.

Chu v. Néu hiéu f(x)-g(x) khéng dbi déu trén doan [a; b] thi

J‘[f(x)—g(x)]dx.

a

[Ir(x0)-g (fax=

) Vi du 2. Tinh dién tich hinh phang gi6éi han b&i hai parabol iz
y=4-x°, y=x?va hai duong thang x = -1, x =1(H.4.17). 4| y-4_x
Giai 2
5 : y=x 34
Dién tich hinh phang can tinh la
1 1 21
S=J. 4-x*)-x* X:J.4""2X2 dx
[(4-)-x7fox= |4 -2¢ J
a8 | =1 i i
1 ; : F | %
=I(4-zx2)dx=[4x-?-x3]‘ LA -2/ -1 o 1 2| «x
J 3 1 3 14
Hinh 4.17
) Vi du 4. Tinh dién tich hinh phang gi¢i han b&i dé thi hai
ham sé y = sinx, y = cos x va hai dwéng thang x = 0, x =%
(H.4.18).
o b
Giai ) 1 | y=cosx y = sinx
Dién tich hinh phang can tinh l1a ﬁz'— ______
P : 2 |
S=J|sinx—cosx|dx=j(cosx—sinx)dx !
0 0 @] * L x:
i 2
= (sinx +cos x)|2 =2 -1. . &
A Hinh 4.18

) Luyén tip 2. Tinh dién tich hinh phéng giGi han b&i db thi clia cac ham sé y =v/x, y = x - 2

va hai duong thadng x =1, x = 4.



) Vin dung 1. Ta biét rang ham cau lién quan dén gia p

cla mét sadn phém véi nhu cau cla ngudi tiéu dung,
ham cung lién quan dén gia p cta san pham véi mirc
dd sdn sang cung cap san phadm cla nha san xuét.
Diém cat nhau (x,; p,) clia @ thi ham cau p = D(x) va
dd thi ham cung p = S(x) dwoc goi la diém céan bang.
Céc nha kinh t& goi dién tich cla hinh gi¢i han béi
dé thj ham céu, dudng ngang p = p, va dwong thang
dirng x = 0 1a thang du tiéu dung. Twong tw, dién tich
clia hinh gi¢i han b&i dd thi cia ham cung, duéng
nam ngang p = p, va dudng thang dirng x = 0 dwoc
goi 1a thdng du sén xuét, nhu trong Hinh 4.19.

(Theo R. Larson, Brief Calculus: An Applied Approach,
8th edition, Cengage Learning, 2009)

pA

Ps

Ham cau

Diém cén bang

Thang dw
fiéu duing

1
1
i
1
1
1
X,

o

Ham cung

Hinh 4.19

Gia sir ham cung va ham cau clia mét loai sén pham dwoc mo hinh hod béi:

Ham cau: p = —0,36x + 9 va ham cung: p = 0,14x + 2, trong do6 x la sé don vi san pham.
Tim thang dw tiéu dung va thang dw san xuét cho san pham nay.

2. UNG DUNG TiCH PHAN BE TiNH THE TiCH VAT THE

a) Tinh thé tich cua vatthé

) #9z. Nhan biét cong thirc tinh thé tich vat thé

22

Xét hinh tru cé ban kinh day R, coé truc la truc hoanh Ox,

ndm gitra hai mat phang x = a va x = b (a < b) (H.4.20).
a) Tinh thé tich V cla hinh tru.

b) Tinh dién tich mat cat S(x) khi cat hinh tru béi mat
phang vudng gbc vai truc Ox tai diém c6 hoanh dé 1a x

b
(a<x<b). T d6 tinh jS(x)dx va so sanh véi V.

Coéng thirc tinh thé tich vat thé

( ™
Cho mét vat thé trong khong gian Oxyz. Goi B la
phan vat thé gi¢i han béi hai mat phang vuéng goc
v6i truc Ox tai cac diém c6 hoanh dd x = a, x = b.
Mot mat phang vudng goc véi truc Ox tai diém co
hoanh @6 12 x cat vat thé theo mat cat cé dién tich 1a
S(x). Gia str S(x) la ham sé lién tuc trén doan [a; b).

Khi d6 thé tich V clia phan vat thé B dwoc tinh bdi

cong thire 5

V=I8(x)dx.

a

Hinh 4.20

>y

Hinh 4.21



) Vi du 5. Tinh thé tich cla khéi lang tru c6 dién tich day bang S
va chiéu cao bang h.

Giai (H.4.22)

Chon truc Ox song song v&i dudng cao clia khéi lang tru va hai
day ndm trén hai mat phang vuéng goc véi Ox tai x =0 va x = h.
M&i mat phang vuéng goéc véi truc Ox tai diém cé hoanh dé bang
x (0< x <h) cét khéi lang tru theo mat cat c6 dién tich khéng
doila S(x) = S.

Do d6, thé tich ctia khéi lang tru 1a

Hinh 4.22

Il f
h
‘!:S(x) X !Sx Sx[J S

) Vidu 6. Tinh thé tich ctia khéi chép déu cé day |a hinh vuéng canh L va chiéu cao 1a h.
Giai (H.4.23)

Hinh 4.23
Chon truc Ox sao cho géc O triing véi dinh cuia khéi chép va truc di qua tam cla day. Khi d6,
day cta khdi chop nam trén mat phang vuéng goc voi Ox tai x = h.

M&i mat phang vudng goc véi truc Ox tai diém c6 hoanh @b bang x (0 < x < h), cét khéi chép
theo mat cét 14 hinh vudng cé canh 12 a.

Theo dinh li Thalés, ta cé

suyra a—Ex
1 _h ¥

=l
NN

2

Do do, dién tich clia méat cat nay la S(x) = %xz’

",
3

; b2 2 48

Vay thé tich clia khéi chép nay la V = IS(X) dx = J‘szdx —
a

0 0

Chu . Bang (rng dung cla tich phan, ngudi ta chirng minh dwoc thé tich ctia khéi chop bat

~ = 1 - n I3 o - ~ o A £ -

ki bang E dién tich mat day nhan voi chiéu cao cua no.
ZA

) Vin dung 2. Tinh thé tich cGa khéi chop
cut déu c6 dién tich hai day Ia S,, S, va
chiéu cao bang h (H.4.24). Tl d6 suy ra
cong thire tinh thé tich khéi chop déu co

dién tich day bang S va chiéu cao bang h. ;

Hinh 4.24

23



b) Tinh thé tich khadi trén xoay

) 1#94. Nhan biét céng thirc tinh thé tich cua khéi tron xoay

> A S ; >4
Xét hinh phang gi¢i han bdi d6 thi ham so f(x) =%x, truc
. . 2fmmmm o m e
hoanh va hai dudng thang x = 0, x = 4. Khi quay hinh phang Ay \
. t+ 97 &

nay xung quanh truc hoanh Ox ta duwoc khoi nén co dinh la
gbc O, truc la Ox va day 1a hinh tron ban kinh bang 2 (H.4.25). o3 "% 3152
a) Tinh thé tich V clia khéi nén. 44 j
b) Chirng minh réng khi cat khéi nén bdi mat phdng vubng o] _______ >

géc véi truc hoanh tai diém cé hoanh @6 bang x (0 < x < 4)

thi mat cat thu dwoc la mét hinh tron cé ban kinh la f(x), do Hinh 4.25
do dién tich mat cat la S(x) = nf” (x).

4
Tinh njf2 (x)dx va so sanh v6i V.
0

Céng thirc tinh thé tich cua khéi tron xoay

C ”
Cho ham s6 f(x) lién tuc, khéng am trén doan [a; b].

Khi quay hinh phang gi6i han b&i d6 thi ham sé y =7 (x), truc hoanh va hai dwong thang
X = a, X = b xung quanh truc hoanh, ta dwoc hinh khéi goi 1a mét khéi tron xoay.

Khi cat khéi tron xoay d6 bdi méot mat phang vuéng goc véi truc Ox tai diém x e [a; b] dwoc
mét hinh tron c6 ban kinh f(x).

Thé tich cta khéi tron xoay nay 1a

b
V=n[f (x)dx

A"

) Vidu 7. Tinh thé tich khéi tron xoay sinh ra khi quay quanh truc Ox hinh phang gi¢i han b&i
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@ thj ham sé y = J/x, truc hoanh va hai deong thang x = 0, x = 1 (H.4.26).

¥4 Y

. 9

=y

Hinh 4.26
Giai !
Thé tich khéi tron xoay can tinh |a
1 1 5 1
V= nJ.fz (x)dx = nj(&) dx = njxdx -

0 0 0




) Vidu 8. Tinh thé tich ctia khéi ciu ban kinh R.

Giai
Khéi

quanh truc hoanh ntra hinh trén giéi han béi dé thi ham sé
y =VR? - x* (-R < x < R), truc hoanh va hai duéng thang R
x=-R, x=R (H.4.27).

Do d9, thé tich cla khéi ciu ban kinh R 13

v

) Vén dung 3. a) Tinh thé tich cGa khéi tron xoay sinh ra khi
quay hinh thang vuéng OABC trong mat phang Oxy
voi OA=h, AB=Rva OC=r, quanh truc Ox (H.4.28).

b) Ttr cdng thirc thu dwoc & phan a, hay rit ra cong thire
tinh thé tich cta khéi nén ¢6 ban kinh day bang R va

cau ban kinh R co thé xem la vét thé sinh ra khi quay

pmmmmm-

.................

@

R R
:“I(‘/R2 - )2 dx:n"‘(RQ—xg)dx Hinh 4.27

=% sz—x—a i
3

R 3

chiéu cao h. Hinh 4.28

= A g
BAI TAP T el

4.14.
415

4.16.

Tinh dién tich cGa hinh phang dwoc t6 mau trong Hinh 4.29.
Tinh dién tich cGa hinh phang gidi han bdi cac duong: (4; 4)
ay=e,y=x"-1x=-1x=1

. T _
b)y=3|nx,y:x,x:§,x:n, o
0) ¥y=9-x% y=2x, x=—/3, x=+/3;

d) y=+%, ¥=x% x=0, x=1. Hinh 4.29

1
=Y

Cac nha kinh té str dung dudng cong Lorenz dé minh hoa sy phan phéi thu nhap trong
mot quéc gia. Goi x |a dai dién cho phan tram sé gia dinh trong mét quéc gia va y 1a
phan trdm téng thu nhap, mé hinh y = x sé dai dién cho mét quéc gia ma cac gia dinh
c6 thu nhap nhw nhau. Pudng cong Lorenz y = f(x), biéu thi phan phéi thu nhap thuc té.
Dién tich gitra hai mé hinh nay, véi 0 < x < 100, biéu thi “sw bat binh dang vé thu nhap”
clia mét quéc gia. Nam 2005, dwéng cong Lorenz clia Hoa Ky cé thé dwoc mé hinh
hoé b&i ham sé
y =(0,00061x” +0,0218x +1 723)2, 0< x <100,

trong d6 x dwoc tinh tir cac gia dinh nghéo nhéat dén giadu cd nhéat (Theo R. Larson,
Brief Calculus: An Applied Approach, 8th edition, Cengage Learning, 2009)

Tim sw bat binh d&ng thu nhap ctia Hoa Ky vao nadm 2005.



4.17. Tinh thé tich cda khéi tron xoay sinh ra khi quay hinh phang gi¢i han bdi cac dwdng
sau xung quanh truc Ox: y =2x —x?, y=0, x=0, x =2,
4.18. Khéi chdm cau cé ban kinh R va chidu cao h (0 < h < R) sinh ra khi quay hinh phang
gi¢i han béi cung trén ¢é phwong trinh y =+R? — x*, truc hoanh va hai dwdng thang
X =R —h,x =R xung quanh truc Ox (H.4.30). Tinh thé tich cta khéi chém céu nay.
y A

N

Hinh 4.30

4.19. Cho tam giac vudng OAB c6 canh OA = a nim trén truc Ox va AOB =« {0 <a< E].

Goi B la khdi tron xoay sinh ra khi quay mién tam giac OAB xung quanh truc Ox (H.4.31).
a) Tinh thé tich V cla BB theo a va a.

b) Tim « sao cho thé tich V1&n nhét.

y.ll.

o

Hinh 4.31



BAI TAP cUOI CHUGNG IV

A - TRAC NGHIEM

4.20. Mét nguyén ham ctia ham sé f(x) =sin2x 1a
A. F(x)=2cos2x. B. F(x)=-cos2x.
o] F(x):%cost. D. F(x) =_?10052x.

4.21. Ho tat cé cac nguyén ham cla ham sbé 2e*1a
A. 2xe* +C. B. -2e* +C. C. 2e". D. 2e" +C.
4.22. Nguyén ham F(x) cta ham sé f(x) =e* —3e * thod man F(0) = 4 1a
A. F(x)=¢* -3e™". B. F(x)=¢" +3e ™.
C. F(x)=6" +3e™. D. F(x)=e"+3e" +4.
3
4.23. Cho ham sbé f(x) cé dao ham f'(x) lién tuc trén R, f(1) =16 va If’(x)dxz 4. Khi do gia
tri clia f(3) bang !
A. 20. B. 16. C. 12. D. 10.

4.24. Dién tich hinh phang gi¢i han béi @ thi ham sé y = x* — 2x, y = —x* + 4x va hai duwéng
thangx=0,x =3 1a

A.-9. B. 9. ¢ 18 D22

< 3
4.25. Cho @6 thj ham sé y = f(x) trén doan [-2; 2] nhuv Hinh 4.32.

i y = f(x)

LA
ARV

Hinh 4.32

-1 2 1

Biét j' F(x)x = If(x)dx " % va J'f(x)dx _ %. Khi d6, dién tich cdia hinh phéng
= 1 -1

duoc té mau la

A.8 B. —. C.—. D.—

N
AN

AN
NN
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4.26. Cho hinh phang (S) gi¢i han bdi @b thi ham sé y =+/1— x?, truc hoanh va hai dwéng
thdng x = —1, x = 1. Thé tich cla khéi tron xoay khi quay (S) quanh Ox la

% L] g &, B2,
2 2 3 3

4.27. Mét vat chuyén dong co gia téc la a(t) =3t* +¢ (m/s?). Biét rang van téc ban Gau clia
vat 1a 2 m/s. Van téc cla vat do sau 2 giay la

A.8 m/s. B. 10 m/s. C. 12 m/s. D. 16 m/s.
B - TU LUAN
4.28. Tim ho tat cd cac nguyén ham clia cac ham sé sau:
a)y=2" —1;
X
b) y = xv/x +3cosx — .
)y sin® x

4.29. Tim mét nguyén ham F(x) ctia ham sé f(x)=2cos x +

% sin® x
F[_]=_1_
4

thod man diéu kién

4.30. Mot vien dan dwoc ban 1én tir mat dat theo phwong thang dirng véi van tée ban dau 1a
30 m/s. Gia tbc trong tredng 1a 9,8 m/s2. Tim van toc cua vién dan & thoi diém 2 giay.
4.31. C4 héi Thai Binh Dwong dén mua sinh san thudng boi tir bién ngwoc dong vao séng
va dén thwong ngudn cac dong séng dé dé trirng. Gid siv ca boi nguoc dong séng
voi van tée |a v(t)= ~35£ +4 (km/h). Néu coi thdi diém ban dau ¢ = 0 13 IGc ca bat dau

boi vao dong séng thi khodng céch xa nhat ma con cé cé thé boi dwoc 1a bao nhiéu?

i -9
(5]
"\J

2. Tinh cac tich phan sau:

(cos x - sinx)dx; c)

[= I

a) I(xa - 2Jx)dx; b)

Do —
»
3|g
kd

L
| D—
>
<1
NN

o

>

4.33. Tinh dién tich hinh phang gi¢i han b&i cac duwong y =e*, y =x, x =0 vax=1.

4.34. Tinh thé tich clia khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh phang gi¢i han béi cac dwong
sau xung quanh truc Ox:

a) a1=x%, y=0 =29 %=1 b) y=+25-x%,y=0,x=2 x=4.
4.35. Nghé thuat lam gém co lich si phat trién lau doi va van con tén tai cho dén ngay nay.
Gia stir mét binh gdm c6 mat trong cla binh 1a mét mat tron xoay sinh ra khi cho phan

db thi cliaham sé y = % e 3—35 X +5(0< x <30) (x, y tinh theo cm) quay trén quanh

bé gém ¢ truc triing v&i truc hoanh Ox. Héi dé hoan thanh binh gém d6 ta can st dung
bao nhiéu cm?3 dat sét, biét rdng binh gém do c6 do day khéng ddila 1 cm.



CHUONG V
PHUONG PHAP TOA PO

TRONG KHONG GIAN

Néi tiép y twdng phuong phap toa dd trong
mét phang & 16p 10, trong churong nay, théng
qua hé truc toa do, ta sé thé hién mat phang,
duéng thang, mat cau theo ngdn nglr cla

dai s0.

—

THUAT NGO | KIEN THUC, Ki NANG

» Vecto phap tuyén cua P
mat phang {

« Cép vecto chi phwong
ctia mat phang

»  Phuong trinh téng quat .
clia mat phang

- Khoang cach tir mét diém
dén mét méat phang g *

Nhan biét phwong trinh mat phéng.

Viét phwong trinh mat phang trong cac trwéng hop: qua mét
diém va biét vecto phap tuyén, qua mét diém va biét cap
vecto chi phwong, qua ba diém khdng thang hang.

Nhan biét hai mat phéng song song, hai mat phdng vudng géc.
Tinh khoang céach tir mot diém dén mot mat phéng.

Van dung kién thirc v& phwrong trinh mat phéng, céng thirc
tinh khoang cach tir mot diém dén mot mat phang vao mot
s6 bai to4n lién quan dén thuc tién.

M6t vat thé chuyén déng trong khéng gian Oxyz. Tai mbi thoi diém ¢, vat thé & vi tri
M(cost —sint; cost + sint; c:osf). Héi vat thé cé chuyén ddng trong mét mat phang cé dinh

hay khéng?

1. VECTO PHAP TUYEN VA CAP VECTO CHi PHUONG

CUA MAT PHANG

) 191 Hinh thanh khai niém vecto’ phap tuyén

Trén mat ban phéng, dat moét vat. Khi do, mat ban tac dong
lén vat phan lwc phap tuyén n, gia clta vecto i vudng goc
véi mat ban. Néu mat ban thudéc mat phang nam ngang thi

n co phuwong gi? (H.5.1)

Hinh 5.1
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Vecto i # 0 dwoc goi la vecto phap tuyén cia mat phang i
(o) néu gia clia 7 vudng goc voi (o).

Cha y Q)

- Mat phang hoan toan xac dinh khi biét mét diém va mét vecto
phap tuyén cta no.

« Néun la mot vecto phap tuyén clia mat phang (@) thi kn (VO
k 14 mét sé khac 0) cling 1a mét vecto phap tuyén cla (a).

3 Vi du 1. Cho hinh Iap phwong ABCD.AB'C'D’ (H.5.3).
Trong céac khéng dinh sau, nhirng khang dinh nao |a dung?
a) AA’ va 2BB’ déu la vecto phap tuyén cla mat phang (ABCD).
b) BD la mét vecto phap tuyén cltia mét phing (ACCA).

c) A'C' |a mét vecto phap tuyén cla mét phang (ABCD).
Giai Hinh 5.3

Vi cac dwdng thang AA’, BB’ vudng goc véi mat phang (ABCD) nén AA’ 2BB' déu la vecto
phap tuyén cla méat phang (ABCD).

Buong thang BD vuéng goc v6i hai duwong thang AC va AA’ nén vudng goc voi mat phang
(ACC'A"). Vay BD |a mét vecto phap tuyén ctia mat phang (ACC'A).

Puong thdng A'C’ khéng vudng goéc véi mat phang (ABCD) nén vecto A'C' khong phai 1a
vecto phap tuyén ctia mat phang do.

Vay céc khang dinh a va b |a dung, khdng dinh ¢ 1a sai.

) Luyén tdp 1. Trong khéng g:an Oxyz, cho céac diém A(1; —2: 3), B(-3: 0; 1). Goi (o) & mat
phang trung trwe cha doan thdng AB. Hay chi ra mét vecto phap tuyén cla (a).

» Ho2. Tim mét vecto vuéng géc véi hai vecto cho trwée
Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto u = (a;b;c) va v =(a’;b"c’).
a) Vecto n =(bc'— b'c; ca'—c'a; ab’' —a'b) co vudng géc véi ca hai vecto' U va v hay khéng?

b) 7 =0 khi va chi khi ¢ va v cé mdi quan hé gi?

[d,V]
Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto d=(a;b;c) va v= (a';b';c'). ‘
Khi d6 vecto n = (bc b’c,ca'-cla; ab' - 'b) vuong goéc véi ca hai o —
vecto u va v, dwoc goi la tich co hudng cua u va v, ki hiéu la [u v]. /
Chua y Hinh 5.4

[¢, v] =0 khi va chi khi d, v cling phwong.
y

« Voibbnsb x, y, x', ¥ takihiéu ‘ _‘ =xy'—x'y. Khi d6 tich ¢c6 huéng clia 4 =(a; b; ¢)
va v=(a’b;c') la Y
T b c||lc alla b
[u’ v]=[| ] r; r 7 ’ f‘}l
b' c||c' al|a’ b




) Vi du 2. Trong khong gian Oxyz, cho 4 = (1 —-2;0) va v = (3, 1 —4). Tinh [u,v].

Giai
A3 46 een

Ta co [d, V] =[
) Luyén tip 2. Trong khéng gian Oxyz, cho 4 =(2; 3; 1) va v = (4; 6; 2). Tinh [u,V].

) 1oz, Hinh thanh khai niém cip vecto chi phwong cua mit phing

Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto u, v khéng cung phuong va cé gia ndm trong hodc

song song v&i mét phang (P).

a) Vecto [u,v] c6 khac vecto-khéng va gia cla nd cd vudng géc véi ca hai gia cla u, v
hay khéng?

b) Mt phéng (P) ¢ nhan [4,v] 1am mét vecto phép tuyén hay khéng?

r e ===

» Trong khéng gian Oxyz, hai vectc d, v duoc goi la
cap vecto chi phuong clia mat phang (P) néu chung

T[a.v]
khéng cung phwong va cé gia nam trong hodc song m | v 7
song vé&i méat phang (P). £ /

« Néu 4, Vv lacap vecto chi phurong cua (P) thi [u,v] la Hinh 5.5
mét vecto phap tuyén cia (P).

» Vi du 3. Trong khéng gian Oxyz, cho cac vecto d = (2; -1; 0), v =(1; -1; 2). Goi (o) |&a mét
mat phang song song véi cac gia cla ¢, v. Hay tim mét vecto phap tuyén cla (a).

Giai

phwong van la mot vecto phap tuyen cla (o).

Ta c6 ﬁ:[a,a]

J—{Z —4: —1) # 0. Do @6 U, v la cép vecto' chi

» Luy@n tip 3. Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém khong thang hang A(1; -2:1), B(-2: 1; 0),
C(-2; 3: 2). Hay chi ra mét vecto phap tuyén cla mat phang (ABC).

% Vin dung 1. Moment lwc 1a mét dai lwong Vat li, thé hién tac
dong gay ra s quay quanh mét diém hodc mét truc ctia mét
vat thé. Trong khéng gian Oxyz, v&i don vi do |a mét, néu tac
ddng vao can mad 1ét tai vi tri P mot lwc F dé van con éc &
vi tri O (H.5.6) thi moment lvc M duoc tinh bdi cong thire
M =[OP,F].

a) Cho OP =(x;y;z), F =(a; b;c). Tinh M. Hinh 5.6

b) Giai thich vi sao, néu gilr nguyén lwc tac déng F trong khi thay vi tri dat lwe tir P sang
P' sao cho OP' = 20P thi moment luc sé& tang I&n gap do6i. TWr dd, ta co thé rat ra diéu
gi dé d& tén sirc khi dung mo Iét van é¢?
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2. PHUONG TRiNH TONG QUAT CUA MAT PHANG

) 194, Hinh thanh khai niém phwong trinh tébng quat cia mit phang

Trong khéng gian Oxyz, cho mat phang (o). Goi 71 = (A; B; C) la mét vecto phap tuyén ctia
(o) va M, (Xq; Yoi Zo) & mot diém thudce (o).

a) Mot diém M(x; y; z) thudc (o) khi va chi khi hai vecto i1 va MM cb méi quan hé gi?
b) Biém M(x; y; z) thudc (o) khi va chi khi toa d6 clia né thod man hé thirc nao?

/ 2 A
Trong khéng gian Oxyz, méi mat phang déu cé phwong trinh dang Ax + By + Cz+ D =0,
trong d6 A, B, C khéng ddng thoi bang 0, dwoc goi la phirong trinh tdng quat clia mat
| phang do.

Chiy. Trong khéng gian Oxyz, méi phwong trinh Ax + By + Cz+ D =0(cachésé A, B, Ckhéng
ddng thoi bang 0) xac dinh mét méat phang nhan 7 = (A; B; C) lam mét vecto phap tuyén.

» Vi du 4. Trong khong gian Oxyz, phuwong trinh nao trong cac phwong trinh sau la phwong

trinh tdng quat clia mét mat phang?
a) x+2y-3z> +1=0; b)l+g+§+2=0; c)y+1=0.

X y z
Giai
Trong cac phuong trinh trén, chi cé phwong trinh y +1=0 c6 dang Ax+By +Cz+D=0
va thoa man A, B, C khéng déng théi bang 0 (A=0, B =1, C =0). Vi vay, trong cac phwong
trinh trén, chi ¢é phwong trinh y +1=0 1a phuwong trinh mat phang.

Y Luyén tdp 4. Trong khéng gian Oxyz, phwong trinh nao trong cac phwong trinh sau la phwong

trinh téng quat ctia mét mat phang?

a) x2+2y*+3z° -1=0; b)—;-—y+§+5:0; c) xy+5=0.

) Vidu5. Trong khéng gian Oxyz, cho mét phang (o) : x +2y —z+1=0.
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a) Hay chi ra mét vecto phap tuyén cla (a.).

b) Vecto m =(2; 4; - 2) c6 1a vecto phép tuyén cua (o) hay khéng?

c) Trong hai diém A(1; 3; 2), B(1; 1; 4), diém nao thudc mét phang (o) ?

Giai

a) Mat phang (c) nhan A =(1, 2; - 1) lam mét vecto phap tuyén.

b) Do m=2n ma n la vecto phap tuyén cla (o) nén m clng la vecto phap tuyén cua ().

c) Ta can kiém tra xem trong hai diém A(1; 3; 2), B(1; 1; 4), diém nao c6 toa d6 thod man
phuwong trinh mét phang (o).
Do 1+2:3-2+1£0 va1+2.1-4+1=0 nén trong hai diém A, B chi c6 toa 46 diém B
thod man phuwong trinh mét phang (o). Vay diém B thudéc mat phang (o), diém A khéng
thuéc mat phang (c).



) Luyén tdp 5. Trong khéng gian Oxyz, cho mat phang (o) : x +2=0.
a) Diém A(-2; 1, 0) co thudc (o) hay khong?
b) Hay chi ra mét vecto phap tuyén cla (a).

3. LAP PHUONG TRINH TONG QUAT CUA MAT PHANG
) uos. Lap phwong trinh mat phang di qua mét diém va biét vecto phap tuyén

Trong khéng gian Oxyz, cho mat phang (o) di qua diém M,(x,;¥,Z,) va cb vecto phap
tuyén i =(A; B; C).

Dwa vao HP4, hdy néu phwong trinh cta (o).

Trong khéng gian Oxyz, néu mét phang (o) di qua diém M,(x,;,.2,) va cb vecto phap

tuyén n =(A; B; C) thi ¢c6 phwong trinh la:

AX=X,)+B(y —y,)+C(z-2,) =0 < Ax+By +Cz+ D =0, v6i D =—-(Ax, +By, +Czo).

)} Vidu 6. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh mat phang (o) di qua diém M(2,—1,0) va
c6 vecto phap tuyén n = (3;-4;6).

Giai
Mat phang (o) ¢b phwong trinh la:
3(x-2)-4[y—(-1)]+6(z-0)=0 < 3x—-4y+6z-10=0.
) Luyén tip 6. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh mét phang («) di qua diém M(1; 2:— 4)
va vuéng goéc voi truc Oz.
) H96. Lap phwong trinh mat phing di qua mot diém va biét cdp vecto chi phwong

Trong khéng gian Oxyz, cho mat phang (a) di qua diém M(x,;y,; z,) va biét cap vecto chi
phwong u=(a; b;c),v=(a"; b’; c').

a) Hay chi ra mét vecto phap tuyén cia mét phang (o).

b) Viét phwong trinh mat phang (a).

Trong khéng gian Oxyz, bai toan viét phwong trinh mat phang di qua diém M va biét cap
vecto chi phwong 4, v co thé thue hién theo cac bwdc sau:

« Tim vecto phép tuyén n = [d, v].

- Lap phuwong trinh téng quat ciia mat phang di qua M va biét vecto phap tuyén .

. 7

» Vi du 7. Trong khong gian Oxyz, cho hinh lang tru ABC.A'B'C' véi A(1; 2; 3), B(4; 3; 5),
C(2; 3; 2), A(1; 1; 1). Viét phwong trinh mat phang (A'B'C).
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Giai (H.5.7) A c

Mat phang (A'B'C) nhan AB = (31 2),% =(11-1) lam
cép vecto chi phwong nén cé vecto phap tuyén la

fi=| AB, AC |=(-3 5,2).

A C
Ma&t phéng (A'B'CY) di qua A(1; 1; 1) va nhan i=(-3; 5, 2)
lam mét vecto phap tuyén nén cé phwong trinh: B
3x-N+5y-10+2(z-1)=0< 3x-5y-2z+4=0. Hinh 5.7

) Luyén tip 7. Trong khéng gian Oxyz, cho cac diém A(f -2 —1), B(4; 1 2), C(2; 3; 1). Viét
phwong trinh mat phang (o) di qua diém A(t —2; —1) déng thdi song song véi truc Oy va
dwdng thang BC.

) Ho7. Lap phwong trinh mét phang di qua ba diém khéng thiang hang
Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém khéng thang hang:
A(t23), B(-1 3 4),C(2 -1, 2).
a) Hay chi ra mét cap vecto chi phuong ctia mat phang (ABC).
b) Viét phwong trinh mat phang (ABC).

fTrong khéng gian Oxyz, bai toan viét phwong trinh mat phang di qua ba diém khéng thang
hang A, B, C cé thé thue hién theo cac budc sau:;

- Tim cap vecto chi phuong AB, AC.

+ Tim vecto phap tuyén 7 =[ AB, AC |

« Lap phwong trinh téng quat clia méat phang di qua A va biét vecto phap tuyén n.

) Vi du 8. Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(2; 1 -1), B(3; 2 1), C(3; 1 4).
a) Chirng minh réng ba diém A, B, C khéng thang hang.
b) Viét phwong trinh mat phang (ABC).
Giai
a) Hai vecto AB=(1 1 2), AC = (1, 0: 5) khéng cling phwong nén ba diém A, B, C khéng
thang hang.
b) Mat phéng (ABC) c6 cép vecto chi phwong AB=(1 1 2), AC =(1 0, 5) nén cé vecto
phap tuyén 7 =| AB, AC |=(5,-3,—1).
Mat phang (ABC) di qua A(2; 1; —1) va ¢6 vecto phap tuyén 1 = (5, —3; —1) nén cb phwong trinh:
5(x-2)-3(y-N-1z+1=0<> 5x -3y -z-8=0.



) Luyén tip 8. (H.5.8) Trong khéng gian Oxyz, cho mét phang (o) khéng di qua gbc toa d6 va
cat ba truc Ox, Oy, Oz twong (rng tai cac diém A(a;0; 0), B(O; b; 0), C(0; O: ¢) (a, b, c #0).

x” A(a; 0; 0)
Hinh 5.8

Chirng minh rang mét phang (o) ¢é phwong trinh:
LT AT
~ N T
(Phwong trinh trén dwoc goi la phwong trinh mat phang theo doan chan).

) Vin dung 2. Trong tinh huéng mé déu, hay thuc hién cac budc sau va tra |1 cau hdi da duoc
néu ra.
a) Xac dinhtoa do cta vitri M,, M,, M, cla vat twong trng véi cac thoi diém t =0, ¢ = % t=r.
b) Ching minh rdng M,, M,, M, khéng thang hang va viét phuong trinh mat phang (MMM, ).
¢) Vitri M(cost - sint; cost +sint; cost) ¢6 ludn thuéc mat phang (M,M,M,) hay khéng?

4. DIEV KIEN BE HAI MAT PHANG VUONG GOC VOI NHAU

) Ho8. Tim didu kién dé hai mat phing vuéng géc
Trong khéng gian Oxyz, cho hai mat phéng: Goc gilra hai mat phang
_ . . ) , bang g6c gitra hai dwdng
(@): Ax+By+Cz+D =0, (B): Ax+By+Cz+D'=0, thing b&t ki twong (ng
55 : : A Rodibh B (A B O vubng goc vGi hai mat
VO ha] vecto phap tuyén n=(A; B, C),n'=(A" B, C’) oina e
tuvong ung.
a) Goc gilra hai mat phang (), (B) va goc gitra hai gia cla
A, n'c6 mbi quan hé gi?
b) Hai mé&t phang (o) va (B) vudng goc v&i nhau khi va chi
khi hai vecto phap tuyén twong (ng i, n* c6 méi quan hé gi?
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rTrong khéng gian Oxyz, cho hai mat phang: 7
(a): Ax+By+Cz+D=0 (B):Ax+By+Cz+D =0,
voi hai vecto phap tuyén ii=(A; B;C), n'=(A%B";C") T

twong wng.
Khi d6: /5

| (@) L(B) <> A Ln' < AA'+BB'+CC'=0. ) ——_—

Ch . Néu hai mat phang vuéng goc véi nhau thi vecto phap tuyén ctia mét phang nay céd
gia song song hodc nam trong mét phang kia.

» Vidu 9. Trong khéng gian Oxyz, chi*ng minh rang hai mat phang sau vuéng géc v&i nhau:
(a):x—-3y+2z+1=0,(B): 5x+y-z+2=0.

Giai
Hai mat phang (a), (B) cb vecto phap tuyén twong vng la 7 = (1, -3; 2), n=(51-1.

Tacd A-n'=1-5+(-3)-1+2-(-N=0 nén A L n'. Do & (a) vudng goc véi (B).

/) Luyén tip 9. Trong khdng gian Oxyz, hai mat phang sau day cd vudng géc véi nhau hay khéng?
(a): 3x+y-z+1=0,(B): 9x +3y-3z+3=0.

» Vi du 10. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh méat phang (P) d qua hai diém
A(1 2,-2), B(2; 4; 1) va vudng goc véi mat phang (Q): x +3y +z-1=0.
Giai
M&t phang (Q) c6 vecto phap tuyén n, =(1, 3; 1). Mat phang (P) di qua A, B va vudng goéc
phap tuyén la: n, = [EQ, EC;] =(-7:2.1).
Mat phang (P) di qua A(1 2, —2) va co vecto phap tuyén ne = (-7; 2; 1) nén c6 phwong trinh:
~Tx+2y+z-((-7)1+2-2+1:(-2))=0 7x -2y -z-5=0.

'» Vin dung 3. (H.5.10) Trong khéng gian Oxyz, san cua . o

mét c&n phong co6 dang hinh tr gidc véi bén dinh ’

0(0; 0; 0), A(2; 0; 0, B(2; 3; 0); C(0; 2+/2; 0). Bbn birc

twdng clia can phong déu vudng goc véi san.

a) Viét phwong trinh bédn mét phang twong &ng chira o
b6 birc twong d6. P s .

b) Trong bén mat phang twong (rng chira bén birc o
twéng d6, hay chi ra nhitng cép mat phang vuéng
goc véi nhau.

Hinh 5.10



5. DIEU KIEN DE HAI MAT PHANG SONG SONG VOI NHAU

) #99. Tim diéu kién dé hai mat phing song song hodc tring nhau
Trong khéng gian Oxyz, cho hai mat phang

17
() Ax+By+Cz+D=0, |
B): Ax+By+Cz+D'=0, o
vGi cac vecto phap tuyén ri=(A: B;C), n'= (A" B:C 12k
twong rng. /< | /
Néu hai m&t phang (a) va (B) song song hoéc tring nhau B

thi cac vecto phap tuyén n, n’ c6 méi quan hé gi? Hinh 5.11

fTrong khéng gian Oxyz, cho hai mét phang
(a): Ax+By+Cz+D=0,(B): Ax+By+Cz+D'=0,
v&i cac vecto phép tuyén ni=(A; B; C), n' = (A" B" C') twong &ng. Khi d6;

N =kn JN
I E= voi k nao do.
(cx) 1/ (B) { b

L ’

Chu ¥
» Néu hai mat phang song song véi nhau thi vecto' phap tuyén cia mat phang nay ciing 13
vecto phap tuyén cua mat phang kia.

« Hai mat phdng (o) va (B) trung nhau khi va chi khi tén tai sé k khac 0 sao cho
A= KA B'= kB C'=kC, D'=KD.
» Vidu11. Trong khéng gian Oxyz, cho hai mat phang:
(o) : 3x —y+z+J§ =0va (B): 32x —\/§y+\/§Z+1 =0
Haéi () va (B) cé song song v&i nhau hay khong?
Giai
Céc mét phang trén c6 vecto phap tuyén twong dng la n, =(3; -1 1), n, =(3\/§; =42 \/5)
Do n, =v/2-n, va 1%+/2 -2 nén hai mét phéng («) va (B) song song véi nhau.

') Luyén tdp 10. Trong khéng gian Oxyz, cho hai mat phang:
(a):5x+2y-4z+6=0va(pB):10x+4y-2z+12=0.
a) Hoi (o) va (B) c6 song song v&i nhau hay khéng?
b) Chirng minh réng diém M(1; -3; 5) khéng thudc mét phéng (o) nhung thudc mét phang (B).
c) Viét phuong trinh mét phang (P) di qua M(1: —3: 5) va song song véi (o).
') Vindung 4. Trong mot ki thi tuyén sinh c6 ba mén thi Toan, Van, Tiéng Anh. Trong khéng gian

Oxyz, nguwdi ta bidu didn két qua thi cia méi thi sinh béi diém c6 hoanh dd, tung dé, cao 46
twong trng la diém Toan, Van, Tiéng Anh cla thi sinh d6.
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a) Chirng minh réng cac diém biéu dién twong (ng véi cac thi sinh ¢ téng sé diém ba mén
thi bang 27 (néu cé) clng thuéc mat phang c6 phwong trinh x + y+ z—27 = 0.

b) Chirng minh rang tén tai mét sé mat phang d8i mét song song vé&i nhau sao cho hai diém
biéu dién (rng v&i hai thi sinh cé tdng sé diém thi béing nhau thi cling thudéc mét méat phang
trong s6 cac mat phang dé.

PO H0

Xx+y+z2-20=0 x+y+z-24=0 X+y+z-27=0

Hinh 5.12

6. KHOANG CACH TU MQT DIEM DEN MOT MAT PHANG

) H910. Thiét 1ap cong thirc tinh khoang cach tir mot diém dén .
mét mat phing 3 M
Trong khéng gian Oxyz, cho diém M (X, ¥,:Z,) va méat phang A
(P): Ax+By +Cz +D =0 c6 vecto phap tuyén 7 = (A: B; C). Goi
N 14 hinh chiéu vuéng géc cua M trén (P) (H.5.13).
Hinh 5.13

a) Giai thich vi sao ton tai sé k d& MN = k. Tinh toa d6 cla N
theo k, toa @b clia Mvacachésé A, B, C, D.

b) Thay toa dé clia N vao phwong trinh mat phang (P) @é tir do tinh k theo toa 6 clia M va
cachésb A, B, C, D.

c) Tur [MN| = kl|Al, hay tinh a6 dai ctia doan thdng MN theo toa dé clia M va cac hé sé A, B,
C, D. Tlr d6 suy ra cong thirc tinh khodng cach tir diém M dén mat phang (P).

— I
Trong khong gian Oxyz, khodng cach tir diém M (x,;¥,;2,) dén mat phang
(P):Ax+By+Cz+D=0 la:

Xy +By, +Cz, + D)

JA B0

\ J

|A
d(M, (P)) =

) Vi du 12. Trong khoéng gian Oxyz, tinh khodng céch tir diém M(1: 2; —1) dén mét phang
(P):x+2y-2z+5=0.

Giai
Khoang cach tir diém M(1; 2; —1) d&n mat phang (P): x + 2y — 2z + 5= 0 1a;
16222 .2 D5
[1+2-2-2-(-1)+5 _,

e (-2)



) Luyén tip 13. Trong khéng gian Oxyz, cho hai mét phang (P): x + 3y + z + 2 = 0 va
(Q):x+3y+z+5=0.

a) Chirng minh rang (P) va (Q) song song voi nhau.
b) LAy mot diém thudc (P), tinh khodng céch tir diém d6 dén (Q). Tl d6 tinh khodng cach

gitra hai mat phang (P) va (Q).

D Van dung 5. (H.5.14) Géc quan sat ngang ciia mét
camera la 115°. Trong khéng gian Oxyz, camera
duwoc dat tai diém C(1; 2; 4) va chiéu thang vé
phia méat phang (P): x + 2y + 2z + 3 = 0. Hdi viing
quan sat duoc trén mat phang (P) clia camera |a
hinh tron c¢6 ban kinh bang bao nhiéu? (Lam tron
két qua dén chir sb thap phan th(r nhat.)

Hinh 5.14

BAI TAP

5:1.

5.2.

o
W

5.4,

ot

EJ'E
o O

5.8.

Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh mat phang di qua diém M(1; 2; —1) va vuéng
géc vaoi truc Ox.

Trong khdng gian Oxyz, ¢cho hinh hdp ABCD.AB'C'D', véi A(1;-1; 3), B(0; 2; 4), D(2; -1; 1),
A'0: 1; 2).

a) Tinh toa dé cac diém C, B’ D..

b) Viét phwong trinh mét phang (CB'D).

Trong khéng gian Oxyz, viét phuong trinh mat phang (P) di qua diém M(1; -1; 5) va
vuéng goc v&i hai mat phang (Q): 3x+2y—-z=0, (R): x+y-z=0.

Trong khdng gian Oxyz, viét phwong trinh mat phang di qua M(2; 3; —1), song song v&i
truc Ox va vuéng géc véi mat phang (Q): x + 2y —3z+1=0.

Trong khéng gian Oxyz, tinh khoang céch tir gbc toa dd dén mét phang (P): 2x +2y—z+1=0.

Trong khéng gian Oxyz, cho hai mat phang (P): x+y+z+2=0, (Q: x+y+z+6=0.
Chirng minp rang hai mat phang da cho song song v&i nhau va tinh khoang céch gitra
hai mat phang do.

Trong khéng gian Oxyz, cho hai mat phang (P): x +3y-z=0, (Q): x—y—2z+1=0.

a) Chirng minh réng hai mat phang (P) va (Q) vudng goc vé&i nhau.

b) Tim diém M thudc truc Ox va cach déu hai mat phang (P) va (Q).

Bac An dy dinh Iam bén mai cia ngdi nha sao cho
ching la bén mat bén ctia mét hinh chép déu va
cac mai nha ké nhau thi vudéng géc véi nhau. Héi y
twdng trén co thuc hién duoc khoéng?

Hinh 5,15

Trong khéng gian Oxyz, mét ngbi nha cé san nha

thudc mat phang Oxy, tran nha tang 1 thudc mat phang z — 1 = 0, mai nha tang 2 thudc
mat phang x + y + 50z — 100 = 0. Hdi trong ba mat phang twong (rng chira san nha, tran
tang 1, mai tng 2, hai mat phang nao song song véi nhau?
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/" Em co biét? *

5.10. Xét mot cbi xay lua trong khong gian Oxyz, véi don vi
do la mét. Néu tac ddng vao tai cbi xay IUa (& vi tri P) mét luc
F thi moment lwc M dwoc tinh bdi cong thirc M =[OP,F]
(H.5.16). Trong qua trinh xay, cac thanh gé AB va PQ luén
c6 phwong nam ngang. Vecto lwc F cé gia song song
véi AB. Gidi thich vi sao gia cla vecto moment luc M co

phwong thang dirng?

Hinh 5.16

Hinh hoc giéi tich hay con goi la hinh hoc toa dd 1a linh virc todn hoc dung ngén ngir va phwong
phép dai s6 dé nghién ciru hinh hoc. Trong hinh hoc gidi tich, méi déi twong hinh hoc dwoc cho
twong (rng véi mot déi twong dai sé: diém cho twong (vng véi toa do cda diém, dwdng cho twong
rng véi phwong trinh cia dwéng, mat cho twong (rng vé&i phwong trinh ctia mét. Ngoai phwong
trinh méat phang da dwoc trinh bay & bai hoc trén va phwong trinh mat cau sé dwoc hoc trong
Bai 17, sau day la phwong trinh clia mét s& mat xuat hién nhiéu trong cuéc séng:

Mat ellipsoid hay con goi la mat
trai xoan (H.5.17) ¢é phwong trinh:
7

Hinh 5.17

Mt hyperboloid mét tang
(H.5.18) c6 phwong trinh:

Hinh 5.18

Mat hyperboloid hai téng
(H.5.19) ¢6 phwong trinh:

Hinh 5.19

Mat nén elliptic (H.5.20)
c6 phuong trinh:

Hinh 5.20

Mat paraboloid elliptic
(H.5.21) c6 phwong trinh:

e

F=2pd

A
& b

Hinh 5.21

Mat paraboloid hyperbolic
hay con goi la méat yén nguwa
(H.5.22) c6 phwong trinh:

2 2

X Y

zZ==-

a® b

Hinh 5.22

(a, b, ¢ > 0 va khong bang nhau.)




PHUONG TRINH DUONG THANG

TRONG KHONG GIAN

THUAT NGU | KIEN THU'C, Ki NANG
«  Vecto chi phwong clia dwérng thang Nhan biét cac phwong trinh tham s6, chinh
« Phwong trinh tham sé ctia dwong thang tac cia dwong thang.

* Viét phwong trinh dwdng thang di qua mét
diém va biét vecto chi phwong.

*  Viét phwong trinh dudng thdng di qua hai diém

i+ Nhan biét vi trf twong dbi cia hai duwdng thang.

« Van dyng kién thirc vé& phwong trinh dudng

. i thang, vi tri twong déi gitva hai dwédrng thang

* Haidudng thang cat nhau : vao mot s bai toan lién quan dén thwc tién.

« Phuwong trinh chinh tic ctia dwong thang
« Hai dwérng thang vuéng goc v&i nhau

« Haidwérng thang song song v&i nhau

+  Hai dwdng théng tring nhau

« Haidwérng thang chéo nhau

Trong khong gian Oxyz, mat mét ngwdi quan sat dat & diém M(2; 3; -4) va vat can quan sat
dat tai giém N (-1 0; 8). M6t tdm bia chdn dwdng truyén clia anh sang c6 dang hinh tron véi
tam O(0; O; 0), ban kinh bang 3 va dat trong mat phang Oxy. Hoi tdm bia c6 che khuéat tm
nhin clia nguwdi quan sat déi véi vat dat & diém N hay khéng?

1. PHUONG TRINH DUONG THANG

a) Vecto chi phuwong clia dwong thang

) #o1. Hinh thanh khai niém vecto chi phwong cua dwdng thang
Trong khong gian, cho diém M va vecto i khac vecto-khéng. Khang dinh nao trong hai
khang dinh sau la dung?
a) Co6 duy nhat dwong thang di qua M va vudng goc véi gia cla d.
b) C6 duy nhat dwéng thang di qua M va song song hodc triing v&i gia cla 4.

u
Vecto =0 dwoc goi la vecto chi phuong clia duong —
thang A néu gia clia ¢ song song hodc triing véi A. A
Hinh 5.23
Chuy

+ Duong thang hoan toan xac dinh khi biét mét diém ma né di qua va mét vecto chi phwong.

« Néu u la mét vecto chi phwong clia A thi ki (v&i k 1a mét sé khac 0) cling 1a mét vecto
chi phwong ctia A.

Cl’

'} Vidu 1. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'". Hay chi ra cac vecto
chi phwong cha dwdng thang BC' ma diém dau va diém cudi
clia vecto dé déu la cac dinh clia hinh hop ABCD.A'B'C'D".

Giai (H.5.24)

Puwdng thdng BC'nhan céc vecto BC', C'B, AD'", D'A |a céc
vecto chi phwong. Hinh 5.24




» Luyén tdp 1. Cho hinh lang tru ABC.A'B'C' (H.5.25). Trong cac
vecto co diém dau va diém cudi déu la dinh clia hinh lang tru,
nhirng vecto nao 1a vecto chi phuong cla duwong thang AB?

b) Phwong trinh tham sé cia dwdng thang

) #92. Hinh thanh khai niém phwong trinh tham sé cua
dwdng thing

Trong khéng gian Oxyz, mét vat thé chuyén dong véi vecto van

tbc khong ddi U = (a; b; ¢) = 0 va xuét phat tir diém A(X,; ¥5:2,) Lr/ o
(H.5.26).
a) Hai vat thé chuyén déng trén dwong thang nao (chi ra diém o )
ma noé di qua va vecto chi phuong cla dwdng thang d6)? ',/ y
b) Gid st tai thoi diém ¢ (¢ > 0) tinh tir khi xuét phat, vatthé &
vi tri M(x; y; z). Tinh x, y, ztheo a, b, ¢, xg, ¥, 2, vat. Hinh 5.26

rTrong khéng gian Oxyz, cho dwong thang A d qua diém A(Xy; ¥y, Z,) Va co vecto chi |
phwong d = (a; b; ). Hé phwong trinh:

X=X,+at

y=y,+bt

Z=2Z;+ct

_duoc goi la phwong trinh tham sé clia dwdng thang A (f1a tham sé, t < R).

Cha y
X=X;+at

» Véicacsé a, b, ckhdng dbng thdi bang 0, hé phuong trinh < y =y, + bt (t € R) x&c dinh mot
Z=zZo+of

duong thang di qua M(x,; ¥y 2,) va co vecto chi phwong ¢ = (a; b; ¢).
« T phwong trinh tham sé cla duong thang, méi gia tri cua tham sé twong (g véi mét
diém thuéc duwdong thang do va nguoc lai.
X=-1+3t
) Vidu 2. Trong khéng gian Oxyz, cho dwdng thang A:{y =1
Zz =2t
a) Hay chi ra mét diém thudc A va mét vecto chi phwong cla A.
b) Viét phwong trinh tham sé ctia dwdng thang A' di qua A(2; 1; 0) va cb vecto chi phwong

v=(3 0 2).
Giai x=-1+3t
a) Do A ¢é phwong trinh <y =1+0t
z=0+2t
nén diém M(-1; 1; 0) thudc A va d(3; 0; 2) la mét vecto chi phuong cla A.
x=2+3s
b) Buwéng thang A' c6 phuong trinh tham sé 1a 4y =1
z=28.
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X=2+1
) Luyén tip 2. Trong khéng gian Oxyz, cho dwéng thang A: 4 y = 3t
z=1+t.
a) Hay chi ra hai diém thudc A va mét vecto chi phwong clia A.

b) Viét phuong trinh tham sé cla dwéong thang di qua géc toa d6 O(0; 0; 0) va cé vecto chi
phwong v =(1 3; 1).
c) Phwong trinh chinh tac cla dwong thang
J #92. Hinh thanh khai niém phwong trinh chinh tic cia dwéng thang

Trong khéng gian Oxyz, cho duéng thang A di quadiém A(x,; ¥, z,) va cb vecto chi phwong
i =(a b;c) (a b, clacac sb khac 0).

a) Diém M(x; y; z) thudc A khi va chi khi hai vecto AM = (x — x,; ¥ — Vo 2—2,)va U =(a; b; ¢)
c6 méi quan hé gi?

b) Didm M(x; y. z) thudc A khi va chi khi cac phan sé = ;Xﬂ 4 ;y 0o Z ;Zﬂ 6 méi quan hé gi?

Trong khéng gian Oxyz, cho duong thang A di qua diém A(X,; ¥, Z,) va co vecto chi |
phwong 4 =(a; b; ¢) voia, b, cla cac s6 khac 0.
Hé phwong trinh
X=X _Y-Yo_2-2%
a b €
dwoc goi la phuong trinh chinh tac cla dwdng thang A.
L9

» Vidu 3. Trong khéng gian Oxyz, cho dwéng thang A :XT_II = % =

z+2
o
Hay chi ra mot diém thudc A va mét vecto chi phuong cua A.
Giai
= y=f Z={=2)
-

Pudng thang A c6 phrong trinh = nén diém A(1; 0; -2) thudc A va

4 =(2; 3; 1) la mét vecto chi phuong clia A.

P W s T

) Luyén tip 3. Trong khéng gian Oxyz, cho dwdng thdng A: - 52. Hay chi ra

mot vecto chi phwong ctia A va hai diém thudc A.

) Vi du 4. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh tham sé va phwong trinh chinh tac clia
dwéng thang A di qua diém M(1; —2; 4) va cé vecto chi phwong 4 = (3: -5; 1).
Gids X =1+3t
Puong thang A cé phwong trinh tham sé 1a: {y =—2 — 5t va c¢6 phuong trinh chinh tac la:

x-1 y+2 z-4 Z=H+

3 -5 1
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) Luyén tip 4. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh tham sé va phwong trinh chinh tac
clia dudng thang A di qua diém A(2; —1; 0) va cé vecto chi phuong t = (-1, 2; 3).
) Vidu5. Trong khéng gian Oxyz, viét phuong trinh tham sé clia dwdng thang A di qua diém
M(-1; 4; 5) va vudng gdc véi mat phang () 3x +2y = 0.
Giai
Mat phang (o) ¢ vecto phap tuyén i = (3; 2; 0). Gia cla f = (3; 2; 0) va A clng vudng goc
v@i (o) nén chung trung nhau hoac song song v&i nhau. Do d6 A nhéan n = (3; 2; 0) lam mét
vecto chi phwong.
x=-1+43t
Vay A cé phuong trinh tham sé 1a: {y =4+ 2t
=

Nhan xét. Buwéng thdng A trong Vi du 5 khéng c6 phuong trinh chinh tac.
) Luyén tdp 5. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh tham sé clia dwong thang A di qua
diém M(2; —1; 3) va vudng goc v6i méat phéng Oyz.
d) Lap phwong trinh dwong thang di qua hai diém
) uoa. Lap phwong trinh dwéng thang di qua hai diém
Trong khong gian Oxyz, cho hai diém phan biét A (x,; ¥, ), A, (x.; ¥ 2,).
a) Hay chi ra mét vecto chi phuong clia duéng thang AA,.
b) Viét phwong trinh dwéong thadng AA,.

fTrgng khéng gian Oxyz, cho hai dlin phan biét A (x; v, z,) va A, (X, Vs, 22}.Du’6’ng\
thang AA, c6 vecto chi phwong AA, = (X, - X;; ¥, — Vi Z, - Z,).
x=x,+(x —x)t
« Puwong thang A A, co phrong trinhtham sé 1a<y =y, +(y, - y,)t (teR).
z=27 +(2,-z)t
+ Trong trudng hop x, # X,, ¥, # ¥,, Z, # Z, thi dwong thang A A, cé phwong trinh chinh
tac la: XX, Y-y, z-2,

Xo=Xy Yo~ ¥y &%
\ J/

) Vi du 6. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh tham sé va phwong trinh chinh tac cta
dwéng thang di qua hai diém A(1; 2; —1) va B(2: 4; 0).

Giai
Puong thang AB di qua A(1; 2; —1) va cb vecto chi phuong AB= (1 2;1). Do d6 AB ¢co
x=1+t
- . g X—1 ¥ -2 1 . -
phwong trinh chinh tac la 1 = > = va ¢ phuong trinh tham sé 1a y=2+2t
z=-1+1t.

) Luyén tdp 6. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh dwong thang di qua hai diém
A(2; 1; 3) va B(2; 4; 6).



» Vindung 1. (H.5.27) Trong tinh huéng mé dau hay thuc hién
cac budc sau va tra 1&i cau hdi da duoc néu ra.

a) Viét phwong trinh tham sé clia dudong thang MN.
b) Tinh toa d6 giao diém D cutia dwong thang MN voi mat

phang Oxy.
c) Héi diém D cé nam giiva hai diém M va N hay khéng?

Hinh 5.27

2. HAI PUONG THANG VUONG GOC
) uos. Tim diéu kién dé hai dwong thang vuéng géc véi nhau
Trong khéng gian Oxyz, cho hai dwong thang A, A, twong rng . Ta

c6 vecto chi phuong u, =(a;; b; ¢,), U, =(a,; b,; ¢, ).
a) Hai dwong mégg A, va A, vudng goc v&i nhau khi va chi khi =
hai gia cta u,, u, c6 méi quan hé gi? Yo
A,

b) Tim diéu kién ddi voi u,, u, d& A, va A, vudng goc véi nhau. Hinh 5.28

Trong khéng gian Oxyz, cho hai duwong thang A, A, twong (rng c6 vecto chi phuong

u, =(a; b; ¢,), u, =(a,; by; ¢, ). Khi d6:
Ay LA, e u-u,=0<aa,+bb,+cc, =0.

)) Vidu 7. Trong khéng gian Oxyz, chirng minh réng hai dwdng thang sau vudng géc véi nhau:

x=1+2f X=2+S$
Ajiqy=-1-3t A,:iy=1-2s
Z=2—¢ z=3+8s.

Giai
Céc dudng thdng A,, A, tuong (ing c6 vecto chi phuong u, = (2 -3; -1), u, =(1 -2 8).
Do u,-t, =2-1+(-3)-(-2) +(-1)-8=0 nén A, L A,.

) Luyéntip 7. Trong khdéng gian Oxyz, cho dudng thang A :X—_‘I = z—_1 Hoi dwdng thang A
2 1 1

€06 vubdng goéc vai truc Oz hay khéng?
') Van dung 2. Tai mét nit giao théng cd hai con duwong. Trén thiét ké, frong khéng gian Oxyz,
hai con dwéng dé twong (rng thuée hai dwdng thang:

X=2+1 x=1-2s
Asvy=T+t, Ayny=2s
Z'=b v =y B

Hoi hai con dwdng trén co vudng goc véi nhau hay khdng?

4



3. VI TRi TUONG P0I GITA HAI DUONG THANG

) w06, Xac dinh vi tri twong déi gitra hai dwdng thing
Trong khéqg gian Oxyz, cho hai dwong thang A, A, 1&n lwot di
qua cac diem A,(x; ¥ z,), A(X,:¥,;2,) va tuwong tng cb vecto
chi phwong u, = (a;; b;; c,), u, =(a,; b,; ¢,) (H.5.29).

a) Tim diéu kién déi véi u, va u, d& A, va A, song song hoac
trung nhau.

b) Giast|u;, u, |#0vaAA, -[u, u, |=0thi A,va A, cocét nhau
hay khéng?

c) Gidsir AA, -[u;, u, | # 0thi A,va A, c6 chéo nhau hay khang?

Hinh 5.29

Trong khéng gian Oxyz, cho hai duwéngthang A, A, lan lwot di quacac diém A (x; v, z,),
A, (%; ¥»; 2,) vatwong ng cb vecto chi phwong u, =(a; b;; ¢,), U, = (a5 by; ¢, ). Khi 86:
« A /A, & u, clng phrong voi u, va A ¢ A,.
« A, =A, & u, cung phuong voi u, va A, €A,
ny [
« A, va A, catnhau <> <" L
AA, L[uﬁuz]

. A, va A, chéonhau <= AA, -[u,u, |#0.

L — — = >

[0, ]+0
AA,-|u,u,|=0.

) Vi du 8. Trong khéng gian Oxyz, chirng minh réng hai dwdng thang sau vuéng géc véi nhau
va chéo nhau:

X=1+1 o Yy S
‘ s +
Hy=2-t vaA,: = ==,
Ayy=2-t 23 1 -
Z= 28

Giai
Puwong thdng A, diqua diém A (12 1) va cé vecto chi phwong u, = (1 -1 2).
Puong thang A, di qua diém A, (4; —1,0) va co vecto chi phwong u, = (3; 1, —1).

Viu,-u,=1-3+(=1)-1+2-(-1)=0 nén u, vudng goc vdi u,. Do @ A, vuéng goc véi A,.
Taco AA, =(3,-3;1) va [u,u, |= (-1 7; 4).
Do AA, -[u;,u, | =3 (~1)+(-3)-7+1.4=-20 #0 nén A, va A, chéo nhau.

) Luyén tip 8. Trong khéng gian Oxyz, chirng minh rang hai dwéng théng sau song song véinhau:

X=3 ¥y 21

A K=l Y=2 2

7 A M By T

1 2 3 1 =3
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) Vidu 9. Trong khéng gian Oxyz, chirng minh rang hai dwéng thang sau cat nhau:

x=1-t X=-6+8
Ajiqy=2+t vaA,:qy=5+s
z=-1+2t z=5+2s.

Giai
Puongthang A, diqua A, (1 2, — 1) va covecto chi phwong u, = (-1 1, 2). Budng thang A, di qua
A,(-6; 5, 5) vaco vecto chiphuong u, = (112). Taco AA, =(-7;3,6) va [ u,,u, | = (0; 4 -2).

Do AA, [u,u, |=(-7)-0+3-4+6-(-2)=0 va [u]u, | #0 nén hai dudng thang A, va A,
cat nhau.

=1 2 Z2-3
1 1 4

) Luyén tdp 9. Trong khéng gian Oxyz, cho hai dwdng thang A,: 5
A, :XTHz y:1 - —Z Chirng minh rang:

a) Hai dwong thang A, va A, song song vo&i nhau,

b) Buwong thang A, va truc Ox chéo nhau:;
XE2 Jy+2 Zd
1 4’

c) Duong thang A, trung véi dudng thang A,

d) Dudng thang A, cat truc Oz.

Chi V. Dé xét vi tri twong déi gika hai dwéng thang, ta cling cé thé dwa vao cac vecto chi
phwong va phwong trinh cla hai dwdng thang d6 theo tiéu chuén sau day.

Trong khong gian Oxyz, cho hai dwong thang A,, A, twong (ng cé vecto chi phwong
u, =(a; b; c,), u, =(a,; by; ¢,) va cé phuong trinh tham sé:

X=x,+at X=X;+8,8
A suy=y, +ht As 2=y, +5.8
Z=Z,+6 lz=zz+czs‘

X, +at=x+a8
Xét hé phuong trinh hai &nt, s: {y, +bt=y, +bs (*.
Z+Ct=2, +C, 8
Khi do:
« A, I/ Ay < u, cing phuong voi u, va hé (*) vo nghiém.
A, = A, < Hé (*) co v sb nghiém.
- A, c&t A, < H& (*) co nghiém duy nhét.
» A, va A, chéo nhau < u, va u, khéng cung phwong va hé (*) vé nghiém.



) Luyén tdp 10. Trong khéng gian Oxyz, xét vi tri twong déi gitra hai dudng thing

x=1+2t X=5
A iiy=3+t va A, y=1+2s
z=1-1 =38,

) Vin dung 3. (H.5.30) Trong khéng gian Oxyz, c6 hai vat thé

/ \
lan luot xuét phat tir A(1; 2;0) va B(3: 5; 0) véi van téc khong / / \ /
v, A B

déi tvong tng la F{ =(2,1,3),v, =(1,21). Héi trong qua trinh
chuyén déng, hai vat thé trén cé va cham vao nhau hay khéng?

Hinh 5.30
BAI TAP

5.11. Trong khéng gian Oxyz, viét cac phuwong trinh tham sé va chinh tic clia dwdng théng
Xx-3 y-1 z+5
1 3

5.12. Trong khdng gian Oxyz, viét cac phuong trinh tham sé va chinh téc clia dwéng thang
A di qua A(2; —1; 4) va vudng géc véi mat phang (P): x+3y-z-1=0.

A di qua A(1; 1; 2) va song song v&i dwdng thang d

5.13. Trong khéng gian Oxyz, viét cac phuong trinh tham sé va chinh tac ctia duong thang A
di qua hai diém A(2; 3: —1) va B(1: -2: 4).

5.14. Trong khéng gian Oxyz, cho hai dudng thang:

x=1+2t 8 5 5
A :{y=3-t va A?.:X-1 =y: =Z; .
z=2+3t ]

a) Chirng minh rang A, va A, cat nhau.

b) Viét phuong trinh mat phang (P) chira A, va A,.

FJ‘!
—
on

5. Trong khong gian Oxyz, cho hai duéng thang:
A1:x—1=y—3=z—2 i %:x—1= x+1=£.

3 1 2 3 1 2
a) Chirng minh rang A, va A, song song v&i nhau.

b) Viét phuong trinh mat phang (P) chira A, va A,

5.16. Trong khéng gian Oxyz, xac dinh vi tri twong dbi gitra hai dwéng thang:

p §— i x=-1+2s
Kiiapi=" va A,iqy=2+s
.Z=3+2f Z=1+3s.
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5.17.

5.18.

5.19.

Tai mét nut giao théng co hai con dwéng. Trén
thiét ké, trong khong gian Oxyz, hai con dwdng
d6 thuéc hai dwdng thang 1an luot cé phwong

trinh:
X=1 ¥ z+41 .., x-3 y+1 z

———==—="—vaA,: =

K = ;
2 -1 3 -1 1 1
a) Hai con duéng trén c6 vudng goéc véi nhau
hay khdong?

b) Nut giao théng trén co phai la nut giao théng
khac mirc hay khdng?

Hinh 5.31. Hinh anh mét nat
giao théng khac muc

Trong khéng gian Oxyz, mét vién dan dwoc ban ra tir diém A(1; 3; 4) va trong 3 giay,
dau dan di voi van téc khong dbi; vecto van tée (trén giay) 1a v = (2; 1 6). Hi vién dan
trén c6 ban tring muc tiéu trong mai tinh huéng sau hay khéng?

a) Muc tiéu dat tai didm M[?; %; 21].

b) Muc tiéu dat tai diém N(-3; 1: -8).

Trén mat dat phéng, ngwoi ta dwng moét cay cot
thédng cao 6 m vudng goc véi mat dat, cé chan cot
dat tai vi tri O trén mat dat. Tai mét thoi diém, dudi
anh nang mat troi, bong ctia dinh cot dwdi mat dat
cach chan cot 3 m vé huéng S60°E (hwéng tao voi
hwéng nam géc 60° va tao véi huréng ddng goéc 30°)
(H.5.32). Chon hé truc Oxyz c6 gbc toa dd 1a O, tia Ox
chi hwéng nam, tia Oy chi hwéng déng, tia Oz chira
cay cot, don vi do 1a mét. Hay viét phuong trinh
dwong théng chiva tia ndng mat troi di qua dinh cot

tai thoi diém dang xét.

Hinh 5.32
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CONG THUC TiNH

GOC TRONG KHONG GIAN

THUAT NGU i KIEN THUC, Ki NANG
+ Géc gitra hai dwong thdng i+ Tinh géc gitra hai dwong thang, goc gitva duwdng thang va mat
+  Goc gitra dwong thing va | phéng, géc gitra hai mat phang.

mét phang i+ Van dung kién thirc vé goc vao mot s6 bai toan lién quan dén
- G6c gitka hai mat phang thye tién.

M&t mai nha hinh tron dwoc dat trén ba cay cot tru
(H.5.33). Céc cay cot vudng goéc véi méat san nha phang
va cb dd cao lan lwotla 7 m, 6 m, 5 m. Ba chan cét 1a ba
dinh clia moét tam giac déu trén mat san nha véi canh dai
4 m. H6i mai nha nghiéng véi mat san nha mét géc bao
nhiéu d6?

Hinh 5.33
1. CONG THUC TiNH GOC GIUA HAI PUONG THANG
) o1, Tim méi quan hé cla géc giira hai dwong
thing va géc giira hai vecto chi phwong

Trong khéng gian Oxyz, cho hai dwdng thang
A va A' twong ng ¢ cac vecto chi phuong
g =(a; b; c), u'=(a" b" c) (H.5.34).

a) Hay tim méi quan hé gilra céc goc (A, A') va
(d, o).

b) C6 nhan xét gi vé mdi quan hé gitra Hinh 5.34
cos (A, A') va |oos (, t?)|?

r =
Trong khéng gian Oxyz, cho hai dwong thang A va A’ twong rng ¢é vecte chi phwong
u=(a; b;c), u'=(a’;b’c’). Khi d:

; _| (__ —;)|_ Iaa'+ bb'+CC'|
cos(A,A")=|cos(d, u')| = P T




» Vi du 1. Trong khéng gian Oxyz, tinh goc gilra hai duong

thang: Trong bai hoc nay, néu
x=1+t X=1+2s khéng néi gi thém, ta quy
: _ % _ wéce tinh goc theo don vi do
Al s¥e—THL RAT gy e -E1as va lam tron dén chir s6 thap
z=3 z=4+s. phan thi nhat.
Giai

Hai duwong th_é"jng A va A'twong rng ¢ cac vecto chi phuong
g={11:0), ¢ =2 2 1). Khido:

|1-2+1-2+0-1| _2J§
SEET+F T2+ F 3

cos(A, A') =|cos(£:', E")| =

Vay (A, A) ~19,5°

) Luyén tip 1. Trong khéng gian Oxyz, tinh géc giira truc Oz va dwong thang

A x-3_y+1_ z—‘l.
1 2 2
2. CONG THUC TiNH GOC GIUA BUONG THANG VA MAT PHANG

) uo2. Tim méi quan hé cua géc gitra dwdng thing va mat phang A A’
v&i goéc gilra vecto’ chi phwong va vecto phap tuyén twong trng

u=(a; b; ¢) lamét vecto chi phuong clia A va n =(A; B; C) (voi gia
A’} 1a mét vecto phap tuyén cta (P). (H.5.35)

a) Hay tim méi quan hé gitra cac goc (A, (P) va (A, A). \
b) Cé nhén xét gi vé méi quan hé gilra sin (A, A) va [cos(d, n)|? Hinh 5.35

Trong khéng gian Oxyz, cho duéng thang A va mét phang (P). Xét

4 = 3
Trong khéng gian Oxyz, cho duwong thang A c¢é vecto chi phwong i = (a; b; ¢) va mét phang
(P) c6 vecto phap tuyén i = (A; B; C). Khi dé:

laA + bB + cCl
Na? + b2 6% N + B 02

L -’

sin(4, (P)) =|cos(d, )| =

') Vidu 2. Trong khéng gian Oxyz, tinh géc tao béi truc Ox va mat phang (P) : J2x - y+z+2=0.
Giai
Truc Ox c6 vecto chi phuong i = (1; 0; 0), mat phang (P) cé vecto phap tuyén A = (\/2; — 1 1).
Ta co:

Sin(Ox,(P)) = 1.2 +0-(-1)+0.1 2

AT +0° 0 -\j\/§2+(—1)2+’l2 2

Vay Ox tao véi (P) goc 45°,

Y Luyén tip 2. Trong khdng gian Oxyz, tinh goc gilra duong thang A va mét phang (P), voi:

x+2 y-4 .zl
-1 2 1

A (P :x-y+z-1=0.
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) uoz. Tim méi quan hé cua géc giira hai mit phing va géc giira

3. CONG THUC TiNH GOC GITA HAI MAT PHANG

hai vecto phap tuyén

Trong khéng gian Oxyz, cho hai mat p_i]éng (P), (Q)twvong ingcdcac | A K
vecto phap tuyén la 71 = (A; B; C), n’ = (A" B’ C). Lay cac duong | L
thang A, A’ twong (rng 6 vecto chi phwong A, n'. (H.5.36) A L

a) Goc gilra hai mat phang (P) va (Q) va goc gilra hai dwong thang A

A va A'cé mbi quan hé gi? >/
P

b) Tinh césin cGa goéc gilra hai mat phang (P) va (Q). Hinh 5.36

I

( Trong khéng gian Oxyz, cho hai mat phang (P), (Q) twong (rng cé cac vecto phap tuyén i
lan=(A; B;C), n' =(A" B C'). Khi do, goc gilra (P) va (Q), ki hiéu la ((P), (Q)), dwoc

tinh theo cong thirc:

cos((P), (Q)) =|cos (A, )| = |AA"+ BB’ + CC/|

VAT +B2+CT A7 +BZ1C7

"

) Vi du 3. Trong khong gian Oxyz, tinh goc gitra hai mat phang (P) : x + 2y + 2z - 1 =0 va

Q) :x+y-z+1=0.
Giai
Céac mét phang (P), (Q) twong rng ¢6 cac vecto phap tuyénla a = (1:2; 2), n' =(1; 1; -1).
1-1+2-1+2-(-1
Ta co: cos((P), (Q)) = [1-1+2-1+2-(-1) :ﬁ.
VE+ 22427 P+ P+ (-1 O
Do dé ((P), (Q)) ~ 78,9°.

» Luyén tip 3. Trong khdng gian Oxyz, tinh goc gitra hai mat phang (P) : x - 2 y+z -2 =0 va

(Oxz) : y=0.

» Vidu 4. Trong khong gian Oxyz, cho A(O; 0; 4), B(0; =3; 0), C(0; 3; 0), D(3; 0; 0). Tinh goc
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gitra hai mat phang (ABD) va (ACD).

Giai (H.5.37)

Mat phang (ABD) c6 cap vecto chi phwong 1a BD = (3; 3; 0)
va AD = (3; 0; —4).

Suy ra (ABD) c6 vecto phap tuyén [ BD,AD | =(-12; 12; - 9).
Do §é n=(—4; 4; —3) cling la vecto phap tuyén cia (ABD).
Mt phang (ACD) c6 cip vecto chi phwong la AC = (0; 3, -4)
va AD = (3; 0; —4). Suy ra (ACD) co vecto phap tuyén la
[ AC,AD | = (-12; -12; -9) . Do d6 m = (4; 4; 3) cling la vecto
phap tuyén clia (ACD).

Hinh 5.37



Goi ¢ la géc gilra hai mat phang (ABD) va (ACD). Khi dé:
|-4-4+4-4+(-3) 3 9

o= el )= J(4P +42 + (-3 42+ 42+ 3 T

Vay ¢ ~ 77,3°.

/) Vin dung. Hay tra |6 cau hdi da duwoc néu ra trong tinh huéng mé dau.

BAI TAP
5.20. Trong khéng gian Oxyz, tinh goc gitra hai dudng thang:
x=1+2t
Ady=1-t vaA,: x_—12=x:1|-1:z;2_
z=2+3t

5.21. Trong khéng gian Oxyz, tinh géc gitva truc Oz va mat phang (P) : x + 2y —z - 1=0.

x+1 y=38 z+2

-1 2

5.23. Kim tw thap Kheops & Ai Cap co dang

hinh chép S.ABCD, c6 day la hinh vuéng

v&i canh dai 230 m, cac canh bén bang

nhau va dai 219 m (theo britannica.com)

(H.5.38). Tinh goc gilra hai mat phang
(SAB) va (SBC).

5.24. (H.5.39) Trong mét bé hinh lap phwong
canh 1 m co chira mét it nwdc. Nguwoi
ta dat day bé nghiéng so v&i mat phang
nam ngang. Biét rang, ltc d6 mat nudc
c6 dang hinh binh hanh ABCD va khoang
cach tir cac diém A, B, C dén day bé
twong tng la 40 cm, 44 cm, 48 cm. Hinh 5.38. Kim tw thdp Kheops

vamatphdng (P): x+y+z+3=0.

5.22. Tinh géc gilra dwong thang A:

Lma, ot R“Eﬁh:‘i
et e, ot

a) Khoang cach tr diém D dén day bé bang bao nhiéu centimét? (Tinh gan dung, lay
gia tri nguyén.)

b) Day bé nghiéng so véi mat phdng nam ngang mét goc bao nhiéu d6?

Hinh 5.39



PHUONG TRINH MAT CAU <<

THUAT NGU KIEN THUC, Ki NANG

« Phuwong trinh mat ciu + Nhan biét phwong trinh mat cau.

- Tamvabankinh chiamatcau i + X&c dinh tdm va ban kinh mat cau khi biét phwong trinh.
+ Lap phuong trinh mat cau khi biét tam va ban kinh.

« Van dung kién thirc vé phwong trinh méat cau dé giai
quyét mot sb bai toan lién quan dén thuc tién.

hién phép do khoang céach trén bé
mat Trai Dat tly vitri 10°N, 15°E dén
vi tri 80°N, 70°E ta sé dwoc khoang
cach 8271,74 km (H.5.40). Co s&
toan hoc cho viéc thiét lap phan
mém tinh cdng thirc khoang cach
trén bé mat Trai bat la gi?

Bang (rng dung Google Maps, thuc a ¢ ﬂ. s - SN
r . 3, ‘-D !-I_&H‘-.
' o e,

| 1. PHUONG TRINH MAT CAU

Ma&t cAu tam / ban kinh R (R > 0) la tap
céc diém trong khéng gian cach / mét
khoang bang R.

o3 x: 3 = e Enpa
Ouoig Wi+ 4 "
w Nndp v can 45 08 1hEm vio con dutng cs ben

Thing khodhg cach: B.271,74 ki 15 mét {5.139.92 68m)

il Bl bie 46 #2073 Google MBSl Toincks  Baukhoan  Baemis

M6t diém M dwoc goi la nam trong mat Hinh 5.40. Do khodng cach trén bé mét Trai DAt
céu tdm / ban kinh R néu IM <R va bang Google Maps

dwoc goi la nam ngoai mat cau dé néu IM > R. Méi dwong thang di qua tam mat cau déu cét
mat cau tai hai diém phan biét, doan thang ndi hai diém do6 dwoc goi la mét dwdng kinh clia
mat ciu. M&i dwong kinh ctia méat cau déu coé trung diém |a tm mat cau va ¢ dd dai bang

hai 1an ban kinh mat cau.
Zh

) Ho1. Tim phwong trinh mat cau biét tdm va ban kinh M(x; v; 2)

Trong khéng gian Oxyz, cho mat cau (S) tam /(a; b; ¢) -
ban kinh R (H.5.41). Khi d6, mét diém M(x; y; z) thudc
mat cau (S) khi va chi khi toa d6 cta no6 thoa man diéu

kién gi?
Trong khéng gian Oxyz, méat cau (S) tam Ka; b; ¢) ¥ — ;
ban kinh R c6 phuong trinh 8l d="
(x-a) +(y-b) +(z-c) =R~ .

Hinh 5.41




Cha y
—Diém M(x; y; z) ndm trong mat cau (S) néu

(x-a)* +(y-b) +(z-¢)" <R
—Diém M(x; y; z) ndm ngoai mat cau (S) néu

(x-a) +(y-b) +(z-¢c)* >R~

) Vi du1. Trong khdng gian Oxyz, cho mat cau (S) c6 phuong trinh (x —1)° +(y +3)" + 2> =5.
a) Xac dinh tam va ban kinh cta (S).
b) Héi gbc toa @6 O(0; 0; 0) nam trong, nam ngoai hay thudc mat cau (S)?
Giai
a) Ta viétlai phwong trinh cia mat cau (S) duéi dang: (x - 1)2 +[y - (—3)]2 lz—0P = (\/3)2 :
Vay mat cau (S) co tam /(1 — 3; 0) va ban kinh R =+/5.
b) Ta c6 OF° =(0- 1)* +(0+3)2 +(0—0)2 -10>5=R? Do d6, goc toa d6 O(0; 0; 0) nam
ngoai mat cau (S).
) Luyén tip 1. Trong khdng gian Oxyz, cho mét cau (S) ¢6 phuong trinh
2
1 9
2F 3 +|z4= | 22
(x+2) +y a(mz] -
a) Xac dinh tdm va ban kinh cta (S).
b) H&i diém M(2; 0; 1) ndm trong, ndm ngoai hay thuéc mat cau (S)?
) Vi du 2. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh mat cau (S) trong cac trwong hop sau:
a) Tam ![%; (03 —3), ban kinh R _-z-
b) Budng kinh AB, v6i A(1: 2: 1) va B(3: 1: 5).
Giai
a9 5

a) Mat cau (S) co tam 18—; 03 3] va co ban kinh R =3 nén c6 phwong trinh:

2

[x—%]z +(y-0)’ +(z+3)’ =(%T hay (S): [x—%] +y? +(z+3) &

16
b) Doan thang AB c6 trung diém la J(2; g; 3}.

Mat cau (S) c6 tam J va ban kinh R :%AB = %\/(3—1)2 $(1=2) «(5=1] = g
. B
Do @6 (S): (x-2) +[y_gJ rz-af =2
Y Luyén tip 2. Trong khéng gian Oxyz, viét phuong trinh mat cau (S) trong céc trudng hop sau:
a) Tam la gbc toa @6, ban kinh R = 1.

b) Pudng kinh AB, véi A(1: —1: 2), B(2: -3: —1).
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) Vi du 2. Trong khéng gian Oxyz, cho (S) la tap hop céc diém M(x; y; z) co toa dd thod man
phwong trinh:
X -yt 2%+ 4y—06z—2=0.
Chirng minh rang (S) Ia mét mat cau. X4c dinh tam va tinh ban kinh clia mat cau do.
Giai
Ta viét lai phwong trinh da cho duéi dang:
(S): (X* —2x+ )+ (y* +4y +4)+(2° -62+9)=16
hay
£S): (ke =1F + [+ 2% +(z—8F =4~
Vay (S) la mat cau cd tadm /(1; -2; 3) va ban kinh R = 4.
) Luyén tdp 3. Trong khéng gian Oxyz, cho (S) la tap hop cac diém M(x; y; z) co toa dé thoa
man phwong trinh:
(S): x> +y? +z° —4x+6y -12=0.
Ching minh rang (S) Ia mét mat cau. Xac dinh tam va tinh ban kinh clia mét cau dé.
Nhan xét. V@i a, b, ¢, d la cac hang sb, phuong trinh x* + y* + 2> — 2ax —2by —2¢z+d =0
c6 thé viét lai thanh (x —a)* +(y —b)" +(z-c)’ =a®+b” +¢* —d va la phuong trinh cia

mot mat cau (S) khi va chi khi a@* + b? + ¢ —d > 0. Khi do, (S) co tam /(a; b; ¢) va ban kinh

R =ja?+ Pyt —dh
» Vi du 4. Trong khong gian Oxyz, phuong trinh nao trong cac phwong trinh sau la phuong
trinh clla mét mat cau? Xac dinh t&dm va tinh ban kinh clia méat cau do.

a) x> +y?+2°-2x+3y-8z+100=0.

B} ¥ £y 12 iy +5y—22——§-:0.

c) x*+y*+2>-2xy+6y—-9z+10=0.

Giai

a) Phwong trinh da cho twong ng véia=1, b = —~§~, ¢ =4, d =100. Trong trwvdng hop nay,
a+b*+¢?—-d=1 +%+ 16 —100<0. Do dé6 phu:’zong trinh dé cho khéng phai la phuong
trinh cia mét mat cau.

b) Phwong trinh da cho twong ing véi a=2, b= —g, c="1¢g= —%. Trong trwéng hop nay,

b+t —d=4 +§+1+% =12>0. Do 6 phwong trinh d& cho |1a phwong trinh cla

mat cau co tam I[Z; —%; 1] va ban kinh R =+/12 = 24/3.

¢) Phuong trinh da cho khéng phai la phuong trinh clia mét mat cau vi xuéat hién —2xy trong
phwong trinh.
Y Luyén tip 4. Trong khéng gian Oxyz, cho mét cau (S) ¢6 phuwong trinh:

X ry?+2° +4x—5y+62+%=0.

Xac dinh tadm, tinh ban kinh cda (S).
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2. MOT SO UNG DUNG CUA PHUONG TRINH MAT CAU TRONG THUC TIEN

Trong md hinh toan hoc, bé mat Trai DAt |a mat cAu v&i ban kinh 6371 km (theo: science.nasa.
gov/earth/facts/). Mi kinh tuyén 1a mét nira dwdng tron cé dwédng kinh 1a truc cla Trai Dat
(doan thang nédi cwc Bac N va cwc Nam S). Kinh tuyén géc la kinh tuyén di qua Dai Thién van
Greenwich & London. M&t phang chira kinh tuyén gdc chia Trai Dat 1am hai nira la ban cau
DPoéng va ban cau Tay, nwéc ta nam & ban ciu Dong. Kinh d6 clia mét diém P trén bé mét
Tréi Dat 1a s6 do cua géce nhi dién c6 hai mat twong (ng chira kinh tuyén gbc va kinh tuyén
di qua P (canh cua géc nhi dién nay la dwdng
théng chira truc Trai Dat). Kinh d8 nhan gia tri
trong doan tlr 0°dén 180°. Vi d6 cta diém P
la s do clia géc gilra mat phang chira dwong
xich dao va dwdng thang di qua P va tam O
ctia Trai Bat. Vi dé nhan gia tri trong doan tir
0°dén 90°. Mé&i diém trén bé mat Trai Déat
thudc mét trong hai ban cau Bac hodc Nam va
thudéc mét trong hai ban cau Péng hoac Tay.
Vi vay, di kém véi vi do, con cé chir E hoac W
néu vi tri d6 twong (rng thudc ban cau Hong
hay ban cau Tay va c6 chir N, S néu vj tri d6
twong rng & ban cau Bac hay ban cau Nam
(Hinh 5.42). Chang han, hé Hoan Kiém
(Ha Noi) & vi tri: 21°01'51"N, 105°51'09" E
(theo: maps.google.com). Vi tri trén mat dat
hoan toan xac dinh khi biét vi d6 va kinh d6 (bao gdém ca céac ki hiéu N, S, E, W).

Xich dao
Hinh 5.42

Kinh tuyén géc

Trong bai hoc nay, ta xét Trai Déat trong khéng gian Oxyz, v&i O la tam Trai Dét, tia Ox
chira giao diém cla kinh tuyén gbc va xich dao, tia Oz chira diém cwc Bac N, tia Oy giao
xich dao tai diém thudc ban cau Déng, 1 don vi dai trong khéng gian Oxyz twong trng voi
6 371 km trén thuc té. Nhw vay, trong khéng gian Oxyz, bé mat Trai Bat c6 phuwong trinh:
x> +y?+z° =1

Néu biét vi do va kinh d6 clia mét vi tri trén mat dat thi toa do clia n6 trong khéng gian
cling dé dang duoc xac dinh va ngwoec lai. Chang han, vi tri P co vi dé, kinh do twong ng
la a°N, B°E (0 <o <90, 0 <B <180) co toa dd P (cos a’cosfcos a’sinp; sina®) (H.5.43),
vi tri Q c6 vi d6, kinh @6 twong (ng 1& a°N, B°W (0<a <90,0<B<180) thi cb toa dd
Q(cosa°cosP;—cosa’sinfs sina®) (H.5.44).

7k
_JC
C Sosay QF_,_-"" sinod®
P i
sino ) : T
yop [ i 3
> ! i
r/ ] __JI'__f ______
o ,“._,{ :Cfrsu."sm{i"‘B . L.-
-.cpg\)f H -FO_S'F{.‘( ! - & _};
e BTNl o
A
X
Hinh 5.43

Hinh 5.44
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Ung dung Googla Mape cho phép xée dinh odng cich (R
gitra hai vi tri trén bé mat Trai Dat khi biét vi do va kinh dé két qua phép tinh dwoc lam
cua ching. Khoang cach gitra hai v tri P va Q trén bé mat  tron dén cht sb thap phan
Trai D4t 1a d6 dai cung nhé PQ clia dwdng tron co tam O va  thi tw sau dau phay.

di qua hai diém P, Q. Cung trén ndi trén la dwéng di ngan
nhét trén bé mat Trai Dat tr P dén Q. Trong vi du sau day,
ta sé tinh khoang cach gilra hai vi tri d& dwoc néu ra trong
mé& dau bai hoc.

) Vi du 5. Biét rang néu vi tri M cb vi d6 va kinh @ twong ng 1a a°N, B°E (0 < a < 90,
0 < B <90) thi cé toa d6 M (cos a®cosp®; cosa’sinp®; sina®). Tinh khodng cach trén mat dat
tlr vi tri P: 10°N, 15°E d@én vi tri Q: 80°N, 70°E.

Giai
Tacd

P(cos10°cos 15%cos10°sin15° sin10°), Q(cos80° cos 70°% cosB80°sin70° sin80°).
Suyra

OP = (cos10°cos 15°%cos10°sin15°%sin10°), OQ = (cos 80°cos 70°,cos 80° sin70°%sin80°).
Do doé

OP . b_d =c0s10°cos15°cos80°cos 70° +cos10°sin15°cos 80°sin 70° + sin10° sin80°
~0,2691.

Vi P, Q thudc mat dat nén [0P| =|0qQ| =1.

OP-0Q _ 4 2691. Suy ra POQ ~ 74, 3893°.

Do doé Cospﬁa —_—r——
oAl o]

Mat khac, dwéong tron tam O, di qua P, Q ¢6 ban kinh 1 va chu vi la 27 ~6,2832, nén cung

nhé PQ ciia dudng tron d6 cé d6 dai xép xi bing ~25093 g 2832 ~ 12983,
Do 1 don vi dai trong khéng gian Oxyz twong (*ng v&i 6 371 km trén thuc té, nén khoang

cach trén mat dat gilva hai vi tri P, Q x&p xi bang 1,2983-6371=82714693 (km).

Y Luyén tip 5. Tinh khoang cach trén mat dat tw vi tri A 1a giao gilra kinh tuyén gbc véi xich dao
dén vi tri B: 45°N, 30°E.

) Trai nghiém. Trén Google Maps, thuwc hién phép do khodng céch tir vi tri 0°N, 0° E dén v tri
45°N, 30°E va so sanh véi két qué tinh dwoc & Luyén tap 5.



BAI TAP

2
5.25. Trong khéng gian Oxyz, cho mat cau (S) cé phwong trinh [x - %j +(y + 1)2 +7z°=9.

Xac dinh tam va ban kinh cua (S).

5.26. Trong khong gian Oxyz, viét phwong trinh cla mat cau (S) co6 tam /(-2; 0; 5) va ban

kKinhR=2.

5.27. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh ciia mat cau (S) c6 tam /(0; 3; - 1) va c6 ban

kinh bang khoang cach tr / &&n mat phang (P) : 3x + 2y —z=0.

5.28. Trong khong gian Oxyz, cho méat cau (S) : x> + y* + 2> + 2x - 2y + 8z —18 = 0. Xac dinh

tam, tinh ban kinh cta (S).

5.29. Trong khdéng gian Oxyz, phuong trinh nao trong cac phuwong trinh sau la phuong trinh

mat cAu? Xac dinh tam va tinh ban kinh cla mat ciu dé.
a) 3y +2° 2% 524+ 30=0 b) x* +y*>+2° —-4x+2y-2z=0;
c) X>+y*+2° -2x+6y-9z-10=0; d x> +y*>+2” +5=0.

5.30. Trong khéng gian Oxyz, mot thiét bi phat séng dét tai vi tri A(2; 0; 0). Vung phu song
cla thiét bi co ban kinh bang 1. Hai vi tri M(2; 1; 1) cé thudc ving phu song cua thiét b

néi trén hay khéng?

Em c6 biét?
Hé thdng dinh vi toan cau GPS (Global Positioning System) dwrg'c van hanh béi chinh phd Hoa Ky,
béat ki ai c6 thiét bi thu GPS déu cd thé truy cap dé sir dung mién phi.

GPS hoat dong bang cach truyén tin hiéu tir mang lwdi
cac vé tinh quay quanh Trai Dat dén thiét bi thu GPS trén
mat d4t. Bo thu GPS str dung tin hiéu nhan dwoc dé xac
dinh khodng céch tir thiét bi dé dén céc vé tinh. Khodng
cach dwoc xac dinh théng qua th&i gian truyén tin va
van téc tin hiéu. Van téc tin hiéu bang van téc anh séang,
do d6, van dé quan trong nhat con lai 1a xac dinh dwoc
chinh xac th&i gian truyén tin hiéu. Mbi vé tinh GPS ¢6
mdt ddng hé nguyén tir (loai dong hé do thoi gian chinh
x4c nhat hién nay) dwoc sir dung dé do théi gian can
thiét dé tin hiéu GPS truyén tlr vé tinh dén may thu. Bo
thu GPS ciing c6 déng hd do théi gian. Viéc ddng bd hoa
ddng hd gitra noi phat va noi thu ¢é anh hwéng téi tinh
chinh xac cta phép do.

CA4c vé tinh GPS bay theo c4c quy dao xac dinh, quanh Trai D4t, hai vong mdi ngay va & d6 cao
khodng 20 200 km so v&i mat dat. Do vay, tai mdi thdi diém, ngudi ta lubn biét dwee vj tri cha
mbi vé tinh.

Tinh dén ndm 2023, cd 31 vé tinh trong hé thdng GPS va cd hon 20 vé tinh trong sb dé dang
hoat ddng. Nhin chung, dé xac dinh vi tri ctia thiét bi trén mat dat, can t&i thong tin khoang cach
tir thiét bi d6 dén 3 vé tinh. Tai nhitng th&i diém ma cac vé tinh & vi tri dac biét thi s6 vé tinh can
thiét c6 thé it hon hoac nhidu hon 3. Tuy vay, cang do dwoc nhidu khoang cach dén cac vé tinh,
vi tri ca thiét bi thu cang dwoc xac dinh chinh xdc. Quy dao clia cac vé tinh dwoc sdp xép sao
cho tai méi thai diém, méi vi tri trén mat dat déu co thé nhin thay it nhéat 4 vé tinh trong sé céc vé
tinh dang hoat dong (va vi vay, thiét bj ¢d thé nhan dwoc tin hiéu tir cAc vé tinh do).

(Theo: nist.gov va globalgpssystems.com)

&9
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Toan hoc cho phép thiét 1ap cong thirc xac dinh vi tri cia thiét bi theo vi tri ctia cac vé tinh va
khodng cach twong (rng, nhd d6 c6 thé 1ap trinh tinh toan xac dinh vi tri cda thiét bi. Ta hay xét
mét trwdrng hop cu thé sau day:

Trong khdng gian Oxyz, gia s tai mot theri diém, mét thiét bi GPS xac dinh dwoc khoang céach

tlr no t&i ba vé tinh A, B, Ctuong trng l1a Jg, Ji, 2. Tai thoi diém do, cac vé tinh trén & vi tri co

1147

toa dé la A(2,0,0), B(0;2;0), C{O i —J Tlr théng tin trén, ta hoan toan c6 thé xac dinh toa d6

cling nhw vi d6 va kinh d6 cha vij tri thiét bj GPS.
- Gia sl tai thoi diém da cho, thiét bj GPS & vi tri P(x;y;z).
Do thiét bj thudc mat dat va PA = /5 nén
¥yt =1 a2+ +2°=5 (2).
Trir vé theo vé clia (1) va (2), ta dwoc 4x -4 = -4, Vay x =0.
DoPB=+2nénx*+(y-2F +2 =2 (3).

Trir vé theo vé cta (1) va (3), ta dugc ta dwoc 4y — 4 = —1. Vay ¥ %

Thay x =0, y =% vao phwong trinh (1), ta dwec 07 +% +z2 =1
N T { 3 J_]

Suy ra Z—T hoac z = e Kiém tra diéu kién PC = 2, ta thay chi c6 diém P DZ —_—
thoa mén.

« \jtri P clia GPS co tung d6 dwong nén thudc ban cau Bong va cé cao dd dweng nén thudc
ban cau Béc. Goi vi d6, kinh d6 ctia Ptwong (ng 12 «°N, B°E (0 < o < 90, 0 < p < 180). Khi d6

P(cos a°cosf?; cos a°sinpe; sina®).

Mat khac, ta ¢co F‘[O E l{:} nén sina®

=

7

TR Do do o ~ 41,4096,

Ta c6 cosa® = 0 va cosa®cosp® =0 nén cosf®=0

Vay =90 va do d6 vi tri clia GPS (xap xi) la 41,4096°N, 90°F.
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5.31. Trong khéng gian Oxyz, cho mat phang (P): x —2y — 3z +1=0. Mét vecto phap tuyén
clia mat phang (P) cé toa dé 1a
A. (12 3). B. (t-23). C. (12 -3). D. (1-2;-3).
5.32. Trong khéng gian Oxyz, phwong trinh mat phang (P) di qua diém /(1 —1 2) va nhén
vecto 7i =(2; 1, — 1) lam mot vecto’ phap tuyén 12
A. x-y+2z+1=0. B. x-y+2z-6=0.
C.2x+y-z-1=0. D.2x+y-z+1=0.
x-1 y+2 z-3

5.33. Trong khong gian Oxyz, cho dwdng thangd . Métvecto chiphwong

cla duwéng thang d cé toa do 1a 2 1 -2
A. (1;-2; 3). B.(2; 1, -2). C.(=2112 D128}
x=1+2t
5.34. Trong khong gian Oxyz, cho dwong thang d:{y =-2+ Mot vecto chi phwong cla
dwoéng thang d cé toa do 1a z=3-1.
A. (1-23). B. (2,0;0). C(2% 1) D. (2: 1:1).

5.35. Trong khéng gian Oxyz, phuong trinh dwong thdng d di qua f(2; -1 ‘I) va nhan vecto
4 =(% 2 —3) lam mét vecto chi phwong la

A x—1=y—2=z+3_ B. x—2=y—1:z—1_

2 -1 1 1 2 -3
Clx—2:y+1=z—1_ D_x—1=y—2=z+3_

3 2 -3 2 1 1

5.36. Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém A(-1 0; -1), B(2 1 1). Phwong trinh dwong

thang AB |a

(x =1+ 3t (x =-1+t
A qy=t B. ¢y =¥%

Z=1+2t. Z=-1+2t

(x =2+t (x =-1+3t
C.sy=1+t D. <y =¢

z=1+2t 1z=-1+2t.

5.37. Trong khéng gian Oxyz, phuong trinh dudng thang d di qua /(2; 1, - 3) va vudng géc
v6i mat phdng (P):x -2y +z-3=0 I3
x—2=y—1=z+3 = x—2=y—1:z—3
1 -2 1 1 2 1
x—2:y—1=z—3. D. x—2=y—1=z+3.
1 -2 1 1 2 1

A.

C.
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5.38. Trong khéng gian Oxyz, cho mat cau (S) : (x +1)2 Fy* +(z—?>)2 =4, Toa dé tam / va
ban kinh R cia (S) 1an lvot |2
A.I(10;3), R=4. B. 1(1;,0;3), R=2.
C.I(-10,3), R=2. D. I(-10; 3), R=4.

:-'...-i
W
o

. Trong khéng gian Oxyz, cho mat cau (S): x* +y* +2* -2x + 4y +2z-3=0. Toa
tam / va ban kinh R cla mét cau (S) 1an lwot 1a

A.I(t-2-1),R=3. B. {tZ1), R=9
C.I(t21), R=3. D. I{t-2-1), R=9.
B - TU LUAN

5.40. Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(1,0; -1), B(0; 1, 2), C(-1 -2, 3).
a) Viét phwong trinh mat phang (ABC).
b) Viét phwong trinh dwéng théng AC.
c) Viét phwong trinh mat cau dwong kinh AC.
d) Viét phuwong trinh mat cau cé tdm A va di qua B.
[x=1+t
5.41. Trong khéng gian Oxyz, cho duwéngthang d :{y =2 +t
12 =4 -2t
Viét phwong trinh mat phang (P) chira dwdng thang d va gbc toa @6 O.
5.42. Trong khéng gian Oxyz, cho méat phang (P): x — 2y + 2z —1=0va hai diém A(1, -1, 2),
B(-1, 1 0).
a) Tinh khoang céach tir A dén mat phang (P).
b) Viét phwong trinh mat phéng (Q) di qua A va song song vé&i mét phang (P).
c) Viét phwong trinh mat phang (R) chira A, B va vuéng géc v&i mat phang (P).
5.43. Trong khong gian Oxyz, cho diém A(1, 0 2) va hai dwong thang d: %:%4:%,
Xx+1 y+2 z-3

2 2 -1
a) Xét vj tri twong ddi clia hai dwong thang d va d'.

g

b) Viét phwong trinh duwdng thang A di qua A va song song voi dwdng thang d.
¢) Viét phwong trinh mét phang (P) chira A va d.
d) Tim giao diém cla dudng thang d véi mat phang (Oxz).

5.44. Trong khéng gian Oxyz, cho mat phang (P):x -2y -2z-3=0 va duwéng thang
d: x7—1=y :1 =£1. Viét phwong trinh mat phang (Q) chira d va vudng géc véi

mat phang (P).



5.45.

5.46.

5.47.

. Trong khéng gian Oxyz, tinh géc tao béi dudng thang d :

Trong khéng gian Oxyz, cho hai duéng thang:
d:x+1=y_1=ivé d,:x—1=y—2=z+1-
1 2 1 1 2

Viét phwong trinh mé&t phang (P) chiva dudng thang d va song song v&i dwong thang d'.

Trong khéng gian Oxyz, cho haimétphang (P): x -y —z-1=0, (Q): 2x+y-z-2=0
va diém A(-1 2; 0). Viét phuong trinh mét phang (R) di qua diém A déng thoi vudng
goc v&i c& hai mat phang (P) va (Q). %=1t
x+2 y+3 z-3

T2 -2
a) Xac dinh vij tri twong déi cta hai dwong thang dva d"

Trong khéng gian Oxyz, cho haiduwong thang d :

vadiiy=-2+t
Z =,

b) Tinh géc gilra d va d".

va mat

x+8 y-2 241
5= =

phang (P):x+y-2z+3=0. -2

. Trong khéng gian Oxyz, tinh géc gita mat phang (P): x+y+z-1=0va mat phang

Oxy.

. Tlr mat nwdc trong mot bé nwdc, tai ba vi tri @6i mot cach nhau 2 m, ngwoi ta 1an lwot

tha day doi dé qua doi cham day b&. Phan day doi (thang) ndm trong nudc tai ba vi tri
d6 lan lwot c6 d6 dai 4 m; 4,4 m; 4,8 m. Biét day bé |a phdng. Héi day bé nghiéng so
v&i mat phdng ndm ngang mét géc bao nhiéu dé?

. Ban vé thiét ké clia mdt ¢dng trinh duoc vé trong mét hé truc toa d6 Oxyz. San nha

clia cong trinh thudc mat phéng Oxy, dwdng éng thoat nuéc thdng va di qua hai diém
A(1; 2; -1) va B(5: 6; -2). Tinh géc tao bdi dwdng éng thoat nuéc va méat san.

. Néu dirng truéc bién va nhin ra xa, ngudi ta sé thady mét dwdng giao gitba mat bién

va bau tréri, d6 1a dwong chan troi déi véi ngwdi quan sat (H.5.45a). Vé mat Vat |,
dwong chan trdi 1a dwdng gi¢i han phan Trai Dat ma ngudi quan sat ¢ thé nhin thay
dwoc (phan con lai bi chinh Trai Dat che khuét). Ta cé thé hinh dung réng, néu ngu i
quan sat & tai dinh ctia mét chiéc nén va Trai Dat duoc “thd” vao trong chiéc nén do,
thi dwdng chan trdi trong trvdng hop nay 1a dwdng cham gitra Tréi D4t va chiée ndn
(H.5.45b). Trong mé hinh toan hoc, dwéng chan tréi déi véi ngudi quan sat tai vi tri B
|a tap hop nhiing diém A ndm trén b& mat Trai D4t sao cho BAO = 90°, voi O 1a tam
Trai Bat (H.5.45¢). Trong khéng gian Oxyz, gid sir bé mat Trai Dat (S) c6 phwong trinh
x? +y? +z° =1 va ngudi quan sat & vj tri B(11-1).

Goi A 1a mét vi tri bat ki trén dwdng chan tréi dbi véi ngudi quan sat & vi tri B. Tinh
khoang cach AB. B

b) c)
Hinh 5.45
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XAC SUAT CO

DIEV KIEN

diéu kién va mét s cong
thiee ¢6 lién quan (céng
thirc nhan xac suét, céng
thirc xac suét toan phan va
cong thirc Bayes). Xac suét
co diéu kién la mot cha dé
c6 rét nhiéu (rng dung trong
thuc tién.

THUAT NGO
*  Xa&c suét co diéu kién
- Céng thirc nhan xac suét

- Bang dir ligu thdng ké
24D

KL

: KIEN THUC, Ki NANG
t« Nhan biét khai niém vé xac suét c6 diéu kién.
Nhan biét méi lién hé giira xac suét c6 didu kién va x&c suét.

Van dyng céng thirc nhan xac suat cho hai bién cb bat ki.
Giai thich y nghfa ctia xac suat c6 diéu kién trong mét sb
tinh hudng thyc té.

O ctra bi méat (Let's Make a Deal) Ia mét trd choi trén truyén hinh néi tiéng & MY, da dwoc
mua ban quyén va phat séng & nhiéu nuwdc trén thé gidi. Noi dung trd choi nhu sau:

« Nguoi choi dwoc moi [én san khau va ding trwedc ba canh cira dong kin. Sau mét canh
clra c6 chiéc 6 t6, sau mdi canh clra con lai 1& mét con Iira. Ngudi choi dwoc yéu cau chon
ngau nhién mét canh ctra, nhung khdéng dwoc mé ra.

+ Tiép d6 ngudi quan tré tuyén bd sé mé ngau nhién mot trong hai canh clra nguodi choi
khéng chon ma sau cira do |a con Iira. Nguwoi quan tré hdi ngudi choi muén gilk nguyén suw
Iia chon ban dau cGa minh hay mudn chuyén sang cira chwra mé con |ai.

Cac kién thirc trong bai hoc nay sé gilp ta cho ngui choi Idi khuyén.

HE
> Dk



1. XAC SUAT cO BIEU KIEN

Trong thuc té, ta thwdng cap nhat xac suét ciia moét bién cé khi biét thém mét théng tin nao dé.

Chang han:

« Tinh xac suét dé ngay mai mwa néu hém nay khéng mua;

+ Tinh xac suét dé ban An |a hoc sinh giéi mén Toan néu biét rang An |a mét hoc sinh gidi
mon Tin;

» Tinh xac suét dé mot nguwdi tho 80 tudi néu nguei d6 Ga séng dén 60 tudi. (Cac cong ty
bao hiém rat quan tam dén xac suat nay).

) 1o1. Hinh thanh khai niém xac suét c6 diéu kién
Trong mét hdp kin cé 7 chiéc but bi xanh va 5 chiéc but bi den, cac chiéc bt cé cling kich
thwéc va khdi lwong. Ban Son lay ngéu nhién mét chiéc but bi trong hép, khéng tra lai. Sau
d6 Tung lay ngau nhién mot trong 11 chiéc bat con lai. Tinh xac suat dé Tung lay duoc but
bi xanh néu biét rang Son da lay dwoc but bi den.
Ta c6 dinh nghia sau:

N - ; 5 % .
Cho hai bién cé A va B. Xac suét cla bién cb A, tinh trong diéu kién biét réang
| bién cb B @& xay ra, duwoc goi laxac sudt clia A voi diéu kién B va ki hiéu 1a P(A | B).

L

Xac suét cé didu kién co thé duorc tinh theo cong thire sau:

Cho hai bién cb A va B bét ki, véi P(B) > 0. Khi @6
P(AB)

P(A|B)= PE)

) Vidui. M6t hop ¢6 20 vién bi trdng va 10 vién bi den, céc vién bi ¢é cung kich thwéce va khéi
lwong. Ban Binh I4y ng&u nhién mét vién bi trong hop, khéng tra lai. Sau do ban An lay ngéu
nhién mét vién bi trong hop do.

Goi A |a bién cé: “An lay dwoc vién bi trang”; B |1a bién cé: “Binh |&y dwoc vién bi trang”.
Tinh P(A | B) bang dinh nghia va bang cong thirc tinh P(A | B) & trén.

Giai

Céch 1: Bang dinh nghia

Néu B xay ra tirc la Binh lay dwoc vién bi trang. Khi @6, trong hdp con lai 29 vién bi voi

19 vién bi trang va 10 vién bi den. Vay P(A | B) = %
Céch 2: Bang cbng thirc

Binh c6 30 cach chon, An c6 29 cach chon mét vién bi trong hép. Do d6 n(Q) =30-29.
Binh c6 20 cach chon mét vién bi trdng, An cé 29 cach chon tir 29 vién bi con lai.
Do d6 n(B)=20.29 va P(B) = 1E)

n(Q)
Binh c6 20 cach chon mét vién bi trdng, An cé 19 cach chon mét vién bi tréng trong 19 vién
bi trang con lai.

Do d6 n(AB)=20-19 va P(AB) =

n(AB)
n(Q)

P(AB) n(AB) 2019 19
P(B) n(B) 20-29 29

Vay P(A|B)=



» Luyén tip 1. Tré lai Vi du 1. Tinh P(A | E) bang dinh nghia va bang céng thirc.

) Vidu2

) Luyén tip 2. Chirng t6 rang néu A va B 1a

a) Tl cong thire tinh P(A | B) & trén, chirng minh rang néu A va B 1a hai bién cb doc 1ap voi
P(A) > 0, P(B) > O thi P(A| B) = P(A) va P(B | A) = P(B).

b) Tlr dinh nghia xac suét c6 diéu kién va dinh nghia vé tinh déc 1ap clia hai bién cb, hay
ching 6 riing néu A va B 1a hai bién cb doc lap thi P(A | B) = P(A) va P(B | A) = P(B).

Giai
a) Néu A va B la hai bién cé doc lap thi P(AB) = P(A) - P(B).

Vay voi P(A) > 0, P(B) > 0 ta cé:
P(AB) 3 P(A).P(B)

P(A|B): P(B) = P(B) =P(A);
P(B|A)= ';(ﬁ'g) : P('i)('g(‘q) - P(B).

b) Theo dinh nghia, P(A | B) |a xac suat clia A, tinh trong diéu kién biét rang bién c6 B da xay ra.

Vi A, B doc 1ap nén viéc xay ra B khoéng anh hwéng téi xac suat xuat hién cta A. Do do:
P(A | B) = P(A).

Twong tw P(B | A) 1a xac suét clia B, tinh trong diéu kién biét rang bién c¢é A da xay ra.

Vi A, B ddc |ap nén viéc xay ra A khong anh hwéng téi xac suat xuat hién cta B. Do do:
P(B | A) = P(B).

UG ok e Str dung tinh chat d& hoc & Iép
MelpSmeSige ety 11: Néu cap bién cb A va B doc

P(A|B)=P(A) va P(A|B)=P(A).  Iap thi cdc cap bién ¢6 A va B;
Ava B ciing déc lap.

Y Vi du 3. (Bang di¥ liéu théng ké 2 x 2) Mot vién nghién clru vé an toan giao théng muén tim
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hiéu vé méi quan hé gitra viéc that day an toan khi lai xe va nguy co tlr vong clia nguoi lai

xe khi xay ra tai nan giao théng. Gia st vién da xem xét 577 006 vu tai nan giao théng 6 t6

va viéc that day an toan clia ngudi lai xe khi xay ra tai nan giao théng. Két qua cho théy:

+ Trong s6 nhirng ngwdi 1ai xe cé that day an toan, cd 510 ngwdi tlr vong va 412 368 ngudi
song sot;

+ Trong s6 nhirng ngudi lai xe khéng that day an toan, co 1 601 ngudi tlr vong va 162 527
ngudi séng sot.

Két qua trén duoc trinh bay dudi dang bang gdm 2 dong va 2 cét nhu dudi day, duoc goi

la bang dir liéu théng ké 2 x 2:

Két qua . L
5 Tw von Song s6t
That day an toan S 2
Khéng 1601 162 527
Cé 510 412 368




Chon ng&u nhién mét ngwdi 14i xe trong sé 577 006 nguwdi bi tai nan giao théng.

a) Tinh xac suét dé ngwoi lai xe d6 t&r vong khi xdy ra tai nan giao théng trong tridng hop
khéng that day an toan.

b) Tinh {(éc suét dé nguwdi lai xe d6 t&r vong khi xay ra tai nan giao théng trong trwong hop
co that day an toan.

c) So sanh hai xac suat & cau a va cau b rdi rit ra két luan.

Giai

a) Khéng gian mau Q 1a tap hop gébm 577 006 ngudi lai xe xdy ra tai nan giao théng
= n(Q) = 577 006.
Goi A la bién cb: “Ngudi lai xe dé tir vong khi xay ra tai nan giao théng”;

B a bién cb: “Nguei 1ai xe 6 khdng that day an toan khi xay ra tai nan giao théng’.

Khi @6 AB la bién cé: “Ngudi lai xe dé tlr vong va khéng that day an toan khi xay ra tai nan
giao théng”.
Ta can tinh P(A | B).

Ta cé 162 527 + 1601 = 164 128 nguoi khéng that day an toan = n(B) = 164 128.

_n(B) 164128
“n(Q) 577006

Trong s6 nhirng ngwdi khéng that day an toan, co 1 601 nguoi tlr vong khi xay ra tai nan

AB
giao théng = n(AB) = 1601. Vay P(AB)= nn((Q)) - 5;;3 ggs'

~9,755-10° = 0,009755.

Vay P(B)

P(AB) 1601
P(B) 164 128

b) Ta can tinh P(A | E).
B la bién cé: “Nguoi lai xe d6 co thit day an toan khi xay ra tai nan giao théng”.
AB la bién cé: “Nguoi li xe G6 tir vong va co that day an toan khi xay ra tai nan giao théng’”.
Ta c6 412 368 + 510 = 412 878 ngudi lai xe cé that day an toan = n(E) =412 878.
Trong s6 nhirng n_gu’o’i c6 that day an toan, c6 510 nguei tlr vong khi x3y ra tai nan
giao théng = n( AB) = 510.

Do d6 P(A|B) =

Twong tw nhw trén, ta co:

a By n(AB
P(A|B)—P(AB)—( )— 314 ~1235-10° = 0,001235.

~ P(B) n(B) 41287s.

c) Tacé:
P(A|B) 9,755-10°
P(A|B) 1235-10°
Nhw vay, xac suat & mét ngudi lai xe khéng that day an toan bi tlr vong khi xay ra tai
nan giao théng cao gép khodng 7,9 1an xac suat d& mot nguéi lai xe that day an toan bi
tlr vong khi xay ra tai nan giao théng. Tirc |a, khéng that day an toan lam téng nguy co bi
tr vong khi xay ra tai nan giao théng cta ngudi l4i xe 1&n gép khoang 7,9 l1an.

~7,9= P(AlB)::?,Q-P(AlE).
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) Luyén tip 3. M6t cong ty dwoc phdm mubn so sanh tac dung diéu tri bénh X cla hai loai
thuéc M va N. Céng ty d& tién hanh thir nghiém vé&i 4 000 bénh nhan mac bénh X trong d6
2 400 bénh nhan dung thuéc M, 1 600 bénh nhan cén lai dung thuéc N. Két qué dwoc cho
trong bang di¥ lieu théng ké 2 x 2 nhw sau:

Uébng thubc
. M N
Ket qua
Khoi bénh 1600 1200
Khéng khéi bénh 800 400

Chon ng&u nhién mét bénh nhan trong sé 4 000 bénh nhan th(r nghiém sau khi uéng thuéc.
Tinh xac suat d& bénh nhan dé

a) ubng thudc M, biét rang bénh nhan dé khéi bénh;
b) ubng thudc N, biét rAng bénh nhan @6 khéng khéi bénh.

2, CONG THUC NHAN XAC SUAT N&u A va B 1a hai bién cb
\ . . | ' i ' 2 doc lap thi
» #02. Hinh thanh céng thirc nhan xac suat P(AB) = P(A) - P(B).

Chirng minh réng, véi hai bién cd A va B, P(B) > 0, ta cé:
P(AB)=P(B)-P(A|B).
Chiv. Néu P(B) = 0 t%ji P(IAB) = 0 nén céng thuc tinh P(AB)
¢ trén dung v&i moi bien co A, B.
Vay v6i hai bién cb A va B bét ki, ta co:
P(AB) = P(B) . F’(A | B)‘

Céng thirc trén duoc goi la cong thire nhan xac suét.

Nhan xét. Vi AB = BA nén v&i hai bién cb A va B bét ki, ta
clng co:
P(AB) = P(A) . P(B | A).
) Vidu 4. Trong mét hdp kin cé 7 chiéc but bi xanh va 5 chiéc but bi den, céc chiée but ¢d cling
kich thuéc va khéi lwong. Ban Son lay ngau nhién mét chiéc but bi tir trong hép, khéng tra

lai. Sau d6 ban Tung lay ngdu nhién mét trong 11 chiéc but con lai. Tinh xac suét dé Son lay
dwoc but bi den va Tung lay dwoc but bi xanh.

Giai

Goi A |a bién cb: “Ban Son lay duoc but bi den”;
B 14 bién ¢b: “Ban Tung lay dwoc but bi xanh”.

Ta can tinh P(AB).

Vi n(A) = 5 nén P(A) = %



Néu A x3y ra tirc 1a ban Son lay duoc but bi den thi trong hép co 11 bat bi véi 7 but bi xanh.

Vay P(B| A)=-.
! 5 7 _ 85
Theo céng thirc nhan xac suat: P(AB)=P(A)-P(B|A)=— —=-—.
12 ‘11 182
Mot phwong phap mé ta tric quan 10i gidi trén 1a ding so dd hinh cay.

D X
bb bX XD XX

Trén nhanh 0P va OX tuwong (rng ghi xac suat |ay duoc bit den va but xanh.

Trén nhanh B8, OX twong (rng ghi xac suat ldy dwoc but den, but xanh véi diéu kién d& lay
dwoc but den.
Trén nhanh XB, XX twong (rng ghi xac suat l1ay dwoc bt den, but xanh véi diéu kién da lay
dwoc but xanh.

8 ¢ b

Vay xac suét can tinh 1a; — — =——.
12 11 182

» Luyén tdp 4. Tré lai Vi du 4. Tinh xéc suét dé:
a) Son lay dwoc but bi xanh va Tung 1ay dwoc but bi den:;

b) Hai chiéc bat 14y ra c6 cling mau.

') Vin dung. Trd lai trd choi “O clra bi mat” trong tinh huéng mé déu. Gia si¥ ngudi choi chon
clra s6 1 va nguwdi quan trd mé clra sé 3.
Ki hiéu E; E,; E, twong (ng |a céc bién cb: “Sau 6 clra s6 1 ¢b 6 16”; “Sau 6 clra $6 2 ¢
6 t6”; “Sau 6 clra s6 3 c6 6 t6” va H la bién cd: “Nguwdi quan trd mé 6 clra sb 3 thay con Iira”.
Sau khi ngudi quan trd mé canh clra sé 3 thay con lira, tirc 1a khi H x3y ra. D& quyét dinh
thay dbi Iwa chon hay khong, ngudi choi can so sanh hai xac suét co diéu kién: P(E, | H)
va P(E, |H).
a) Chirng minh rang:

* PIEJ=P(E]=P(&) =%;

. P(H|E1)=% va P(H|E,) =1
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b) St dung céng thirc tinh xac suét co diédu kién va cong thirc nhan xac suét, chirng minh rang:

*P(E,|H)= HEﬁES;” £,
*P(E,|H)= P(EQLZE;'”E”.

c) Tl cac két qua trén hay suy ra:

P(E,|H)=2P(E,|H).

Tir @6 hay dwa ra I&i khuyén cho ngudi choi: Nén gitk nguyén sw lwa chon ban dau hay
chuyén sang clra chwa mé con lai?

Huéng dén: Néu E, xay ra, tirc 1a sau clra s6 1 ¢ 6 t6. Khi d6, sau cira s6 2 va 3 1a con Ira.
Nguoi quan trd chon ngau nhién mét trong hai clra s6 2 va 3 dé& mé ra. Do d6, viéc chon cira

s6 2 hay clra s6 3 c6 kha nang nhw nhau. Vay P(H | E,) = %

Néu E, xay ra, tirc 1a clra sb 2 cb 6 té. Khi do, ngudi quan tro chac chan phai mé clra s6 3.
Do a6 P(H |E,)=1.

BAI TAP

6.1.

N

h

»
o

(ﬁ
(3

M6t hép kin dwng 20 tdm thé giéng hét nhau danh sé tir 1 dén 20. M6t nguwdi rat

ngau nhién ra mot tdm thé tir trong hop. Nguwdi d6 duoc théng bdo rang thé rat ra

mang s6 chan. Tinh xac suat dé nguwoi do rat duoc thé sé 10.

Cho P(A) = 0,2: P(B) = 0,51: P(B | A) = 0.8. Tinh P(A | B).

Gieo hai con xuc xac can déi, ddng chéat. Tinh xac suét dé;

a) Téng sb cham xuat hién trén hai con xuic xac bang 7 néu biét rang it nhat c6 mét con
xuc xac xuéat hién mat 5 cham:;

b) Cé it nhat cd mot con xuic xac xuat hién mat 5 chdm néu biét rang téng sé cham xuét
hién trén hai con xtc xac bang 7.

Gieo hai con xtc xac can déi, ddng chét. Tinh xac suét dé téng sé cham xuét hién trén

hai con xuc xac g6 khéng nhé hon 10 néu biét rang co it nhat moét con xic xac xuat

hién mat 5 cham.

Ban An phai thuc hién hai thi nghiém lién tiép. Thi nghiém th(r nhéat cé xac suét thanh

céng la 0,7. Néu thi nghiém th& nhat thanh céng thi xac suét thanh coéng cua thi

nghiém thir hai 1a 0,9. Néu thi nghiém tha nhét khéng thanh céng thi xac suét thanh

cong cua thi nghiém thir hai chi 1a 0,4. Tinh xac suét dé:

a) Ca hai thi nghiém déu thanh céng;

b) Ca hai thi nghiém déu khéng thanh céng;

¢) Thi nghiém th(r nhét thanh cong va thi nghiém th( hai khéng thanh céng.

Trong moét tui cé mot s6 chiéc keo cung loai, chi khac mau, trong doé co 6 cai keo mau

cam, con lai la keo mau vang. Ha lay ngau nhién mot cai keo tir trong tui, khong tra lai.

Sau do Ha lai lay ngau nhién thém mét cai keo khac tir trong tui. Biét rang xac suat Ha

A > ) u " " 1 . A - . - n ,u
lay dwoc ca hai cai keo mau cam la E Hoi ban dau trong tui cé bao nhiéu cai keo?



Em c6 biét?
Coéng nghé cap nhat Bayesian (Bayesian updating)

Gia sr khi nghién clru mét van dé A, ban dau ta dwa ra cac kich ban E, E,, ....E, vé A
VGi cac xac suét xay ra A la P(E,), ...,P(E,). Cac xac suéat nay thé hién s hiéu biét ban
dau cla ta vé A. Khi cé théng tin méi H, ta cap nhat hiéu biét vé A bang cach tinh cac
x&c suét cb diéu kién xay ra A vai diéu kién H: P(E, |H), ...,P(E, | H). Khi lai c6 thém
théng tin méi G, ta lai tiép tuc cap nhat hiéu biét clia ta v& A bang céch tinh cac xac
suét co diéu kién xdy ra A véi diéu kién H, G : P(E, | H,G), ...,P(E, | H,G). Clr nhw thé,
str dung cac théng tin maéi, ta lién tuc cap nhat cac hiéu biét vé A. Quy trinh nay duvoc goi
la cdng nghé cap nhat Bayesian (cdng nghé Bayesian updating). Céng nghé Bayesian
updating da va dang duoc ap dung réng rai trong nhiéu linh vuc clia khoa hoc, ki thuét,
y hoc, triét hoc,...

M6t minh hoa &n twong cho (rng dung cia cdng nghé Bayesian updating 1& cau chuyén
doi tim kiém clru nan cia My tim kiém mot ngwdi danh ca bi mét tich khi roi xuéng
bién(F.D. Flam, The Qdds, Continually Updated, The New York Times, September, 29,
2014). Théng tin dau tién ma ddi tim kiém nhan duoc |la éng Aldridge bi roi xuéng bién
trong khoang tir 9 gid tdi ngay 27-7-2014 dén 6 gi¢ sang ngay hdm sau. Nhirng gid sau
d6, cac théng tin maéi do céc true thang va tau ciru hé thu thap duorc tiép tuc dwoc nap
vao may tinh. Str dung céng nghé Bayesian updating théng qua mét phan mém goi Ia
Sarops, may tinh da lién tuc cap nhat va dinh vi ngay cang chinh xac khu viec ma nguwoi
mét tich cé kha nang dang & d6. Sau 12 gid d6i tim kiém da phat hién dwoc ngudi danh
ca dang 6m phao trdi trén bién, gan kiét strc nhung van con séng.

Luc long béo vé bo bién, dugc huéng dén boi phuong phép théng ké
ctia Thomas Bayes, d4 co thé tim thdy ngw dan mat tich John Aldridge.

Nguén énh: Daniel Shea, nytimes.com.
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VA CONG THUC BAYES

THUAT NGU KIEN THUC, Ki NANG

« Céng thirc xac suét i+ Moétava biét van dung cong thirc xac suét toan phan vao cac
toan phan : tinh hudng c6 ndi dung thuwe tién.

* So'dd hinh cay -+ N&m duoc va biét van dung cong thirc Bayes vao c4c tinh

¢ Gt Bagss hubng c6 ndi dung thic tién.

1. CONG THUC XAC SUAT TOAN PHAN

S6 khan giad dén xem budi rheo g Ngey mai
biéu dien ca nhac ngoai troi

i . o = Thii 1€t Ha Nai ngay mal
phu thudc vao theoi tiet. Gia

> B i - Y k ° i “ <22 18 47 km e
str, néu troi khéng mua thi e 2N BT
xac suét aé ban hét vé |1a wo  wyza A wirom T
0,9; con néu tréi mua thi
xac suét dé ban hét vé chi 0 225 iy, weron ouy  dpiosam v
la 0,4. Du bao thoi tiét cho _ . &a
théy ){éc Suét dé trﬁy| s 1000 2626 e i e H64% 2 askmh v
vao bubi biéu dién la 0,75. w26 e e sy oamh
Nha t6 chic sw kién quan =
tém d.én Xéc SUét dé bén 1400 280 70 Mua nhe H8S 2 1019kmh
dwoc hét vé 1a bao nhiéu. ool igan Tl o
Cong thkl,c ‘xa‘c Suat tro?g 2200 3%, 23° ‘anm AT 22 gk o
Muc 1 sé tra 16i cho ta cau
héi d6. Hinh 6.1. Minh hoa vé dw béo thoi tiét

(Anh: https://hoitiet edu.vr/)

J 1#o1. Hinh thanh céng thirc xac suét toan phan
Goi A la bién cb “Tréi mwa” va B la bién cb “Ban hét vé” trong tinh hubng mé dau.
a) Tinh P(A), P( ) P(B|A), P(B | A)
b) Trong hai xac suat P(A) va P(B), nha tb chirc sw kién quan tam dén xac suét nao nhéat?

Dua trén cac di kién da biét, cé thé tinh dwoc P(B) hay khéng? Céng thirc sau day gidp ta
tra 1o cho cau hoi nay.

Cho hai bién cé A va B. Khi d6, ta c6 cong thirc sau:
P(B) = P(A)- P(B| A) + P(A)- P(B| A).
Céng thirc trén dwoc goi 1a céng thirc xac suat toan phan.




) Vidu 1. Ong An hdng ngay di lam bang xe may hodc xe buyt. Néu hém nay éng di lam bang
xe buyt thi xac suat d& hém sau 6ng di lam bang xe may la 0.4. Néu hém nay 6ng di lam bang
xe may thi xac suat & hém sau éng di 1am bang xe buyt 14 0,7. Xét mét tudn ma thir Hai 6ng
An di lam bang xe buyt. Tinh x&ac suét dé thir Tu trong tuan dé, éng An di lam bang xe may.

Giai
Goi A la bién cé: “Thir Ba, 6ng An di lam bang xe may”; B |a bién cé: “Thir Tw, dng An di lam
béang xe may”. Ta can tinh P(B). Theo cong thirc xac suét toan phan, ta co:

P(B) =P(A)-P(B| A)+ P(A)- P(B| A).

« Tinh P(A): Vi thir Hai, 6ng An di lam bang xe buyt nén xac suat dé thr Ba (hém sau), éng
di lam bang xe may la 0,4. Vay P(A) = 0,4.

. Tinh P(Z) - Ta co P(E) ~1-0,4=0,6.

« Tinh P(B| A); Bay la xac suét dé thi Tw, 6ng An di lam bang xe may néu thir Ba, éng An
di lam bang xe may.

+ Theo gia thiét, néu hém nay 6ng di lam bang xe may thi xac suét @& hém sau éng di lam
bang xe buyt 1& 0,7 va di lam b?ng xe may la 1 - 0,7 =0,3. Do d9, néu thi Ba, éng An di
lam bang xe may thi xac suét dé thir Tw, 6ng di lam bang xe may 12 0,3. Vay P(B | A) = 0,3.

- Tinh P(B |E): Day la xac suat dé th(r Tw, dng An di lam bang xe may néu th(r Ba 6ng An
di lam bang xe buyt. Theo gia thiét, néu hém nay éng di lam bang xe buyt thi xac suat dé
hém sau 6ng di lam bang xe may la 0,4. Do dé néu thir Ba, 6ng An di lam bang xe buyt thi
X&c suét dé thi Tw, 6ng di lam bang xe may 14 0.4. Suy ra P(B| E) - 0,4. Vay:

P(B)=P(A)-P(B| A)+ P(E)-P(B | E) =0,4-03+06-0,4=0,36.

) Luyén tip 1. Trd lai tinh hudng mé dau Muc 1. Tinh xac suat dé nha té chirc sw kién ban hét vé.

Chi y. Mét phwong phap mé té trwe quan cong thire xac suét toan phan la dung so dé hinh cay.

Tré lai Vi du 1. Ki hiéu A 12 bién cé: “Thir Ba, 6ng An di lam bang xe may”; B la bién cé:
“Thir Tw, 6ng An di lam bang xe may”.

Ta vé so' db hinh cay nhw sau:

0,4

0,3

B B B B

Hinh 6.2. So' @b hinh cdy mb ta xéc suét cda bién cb



Trén nhéanh cay OA va OA tuong ¢ng ghi P(A) va P(E);
Trén nhanh cay AB va AB tuong g ghi P(B | A) va P(§| A);
Trén nhanh cay AB va AB tuong (rng ghi P(B| A) va P(E | E).

C6 hai nhanh cay di téi B 1a OAB va OAB. Vay:
P(B) =0,4-03+06-0,4=0,36.
) Luyén tip 2. Tré lai Vi du 1. St dung so dd hinh cay, hdy mé té cach tinh xac suat dé the Tuw,
6ng An di lam bang xe buyt.

) Vin dung. Hinh dang hat ctia d&u Ha Lan ¢6 hai kiéu hinh: hat tron va hat nhan, cé hai gene
(rng v&i hai kiéu hinh nay |a gene tréi B va gene I&n b.

Khi cho lai hai cay dau Ha Lan, cay con lay ngau nhién mét cach doc lap mét gene tr cay bd
va mét gene tr cay me dé hinh thanh mét cap gene. Gid s cay bb va cay me dwoc chon
ngau nhién t&r mét quan thé cac cay dau Ha Lan, & d6 ti 1& cdy mang kiéu gene bb, Bb twong
(ng |1a 40% va 60%. Tinh xac sut dé cay con c6 kiéu gene bb.

Huéng dén:
Goi A |a bién cé: “Cay bd co kiéu gene bb”;

M Ia bién cé: “Cay con lay gene b tir cay bd”;

N |a bién cé: “Cay con lay gene b tir cdy me”;

E 12 bién cé: “Cay con c6 kiéu gene bb”.
Theo gia thiét, M va N doc lap nén P(E)=P(M)-P(N).
Tinh P(M): Ta ap dung cong thirc xac suét toan phan:

P(M) = P(A)- P(M | A)+ P(A)-P(M | A). (%)

Taco P(A)=0,4; P(A)=0,6.
P(M|A) laxac suat dé cay con lay gene b tir cay bé voi diéu kién cay b c6 kiéu gene bb.
Do dé P(M | A)=1‘
P(M | A) 1a xac suét dé cay con lay gene b tir cay bé voi diéu kién cay bé co kiéu gene Bb.
Do d6 P(M | A) =%.
Thay vao (*) ta dwoc: P(M)=0,4+0,3=0,7.
Twong tw tinh duoc P(N) =0,7.
Vay P(E)=P(M)-P(N)=0,7-0,7 =0,49.

Tw két qua trén suy ra trong mot quan thé cac cay dau Ha Lan, ma & do ti 1é cay bd va cay
me mang kiéu gene bb, Bb twong (rng 1a 40% va 60%, thi ti 1&é cay con c6 kiéu gene bb Ia
khoang 49%.

) Luyén tip 2. V&i gid thiét nhw van dung trén.
a) Hay woc lwong ti 1 cay con cé kiéu gene BB.

b) S dung két qua clia van dung trén va cau a, hay wdc lwong ti 1€ cay con cb kiéu gene Bb.
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2. CONG THUC BAYES

Trong Y hoc, dé chan doan bénh X nao d6, nguoi

ta thwong dung mét xet nghiém. Xét nghiém

dwong tinh, tiec la xét nghiém do két luan mét
ngwdi mac bénh X. Xet nghiém am tinh,, tire la xeét

nghiém do ket luan moét nguoi khong mac bénh X.

Vi khéng c6 mot xét nghlem nao tuyet déi dang

nén trén thuc té cd thé xay ra hai sai lam sau:

— Xét nghiém dwong tinh nhung thuc té ngudi
xét nghiém khéng mac bénh. Ta goi day la
dwong tinh gia. ] ) Anh: https://thuocdantoc. v/

— Xét nghiém am tinh nhwng thwc té ngudi xét nghiém lai mac bénh. Ta goi day la am tinh gia.

Ong M di xét nghiém bénh hiém nghéo X. Biét rang, néu mét ngudi mac bénh X thi véi xac

suat 0,95 xét nghiém cho dwong tinh; néu mét nguwei khdng bi bénh X thi véi xac suat 0,01

xét nghiém cho dwong tinh.

Xét nghiém cla 6ng M cho két qua dwong tinh. Ong M hodng hét khi nghi rang minh cé xéc

suat 0,95 mac bénh hiém ngheo X. Muc 2 giup chung ta hiéu dung xac suat do.

) 192. Phan biét P(A | B) va P(B | A)

Trong tinh hubng mé dau Muc 2, goi A la bién c6: “Ong M mac bénh hiém nghéo X’; B la
bién cb: “Xét nghiém cho két qua dwong tinh”.

a) Néu cac ndi dung con thiéu tirong (ing véi “(?)” dé hoan thanh cac cau sau day:

« P(A| B) la xac suat dé (?) voi diéu kién (?);

« P(B| A) la xac suat dé (?) voi diéu kién (?).

b) 0,951a P(A | B) hay P(B | A)? C6 phai 6ng M cé xac suét 0,95 mac bénh hiém nghéo X khéng?
Cong thirc sau day cho ta tmh P(A | B) khi biét P B 1 A ) va P(A)

Cho A AB 1 i i 0y P(B) - 0 Cong thirc Bayes dong

Khi dé, ta cé cdng thirc sau: [ Vi Tfé ik t;rong oy
P(A|B)= P(A)P(BIA) thuyét Xéc subt

P(A)-P(B| A)+P(A)-P(B|4)

kthmg thire trén c6 tén la cong thire Bayes.

Chi V. Theo cong thirc xac suét toan phan, ta cé:

P(B)=P(A)-P(B|A)+P(A)-P(B|A). Thoméssayes

Do d6, cong thirc Bayes con co thé viét dwdi dang: jleer=iren

P(A) . P(B |A)

P(B)
Y nghia cia céng thirc Bayes: Mot nha nghién clru quan tadm dén xac suét xdy ra cla bién
cb A. Theo tinh toan ban dau A cé xac suét la P(A) = p. Sau d6, nha nghién clru cé dwoc
théng tin rang: “Bién cb B da xay ra’. V&i théng tin méi nay, nha nghién clru s& cap nhat lai
hiéu biét clia minh vé kha nang xdy ra bién cd A, bang cach tinh P(A | B), x&c suét clia A khi
biét B da xay ra. Céng thirc Bayes cho ta tinh P(A | B).

P(A|B)=
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) Vidu 2. Trong mét ki thi tét nghiép trung hoc phé théng, mét tinh X ¢é 80% hoc sinh Iwa chon

t& hop A00 (gém cac mon Toan, Vat li, Hoa hoc). Biét rang, néu mét hoc sinh chon té hop
A00 thi xac suéat dé hoc sinh dé dd dai hoc la 0,6; con néu mét hoc sinh khéng chon té hop
A00 thi xac suat dé hoc sinh d6 d6 dai hoc 1a 0,7. Chon ngéu nhién mét hoc sinh cla tinh X
da tét nghiép trung hoc phé thdng trong ki thi trén. Biét réing hoc sinh nay d4 8 dai hoc. Tinh
xac suat dé hoc sinh dé chon t6 hop A00.

Giai

Goi A 12 bién cé: “Hoc sinh dé chon té hop A0Q”; B 1a bién cb: “Hoc sinh d6 d& dai hoc”.

Ta can tinh P(A | B). Theo cong thirc Bayes, ta can biét: P(A), P(E), P(B|A) va P(B | E).
Ta cé: P(A) = 0,8; P(E) -1-P(A)=1-0,8=0,2.

P(B | A) la xac suat d& mét hoc sinh dé dai hoc véi didu kién hoc sinh d6 chon té hop ACO
— P(B| A)=0,6.

P(B | E) la xac suét dé mét hoc sinh d6 dai hoc véi diéu kién hoc sinh dé khong chon t6 hop
AOO = P(B | E) =0,7.

Thay vao céng thirc Bayes ta duoc;

P(A)-P(B|A) 0,8-0,6

L e ~0,7742.
P(A)-P(B|A)+P(A)-P(B|A) 08-06+0,2-07

P(A|B)=

) Luyén tip 4. Trong moét kho regu cé 30% la riou loai I. Chon ngéu nhién mét chai rvou dwa

cho éng Tung, mét ngwdi sanh rwou, dé ném thir. Biét rang, mot chai rvou loai | c6 xac suét
0,9 dé 6ng Tung xac nhan 14 loai |; mét chai rwou khéng phaéi loai | ¢ xac suét 0,95 dé 6ng
Tung xéc nhan day khong phai la loai |. Sau khi ném, éng Tung xac nhan day la rwou loai |.
Tinh xac suat @& chai rwou dung 1a rwou loai .

) Vidu 3. Tr& lai tinh hubng mé ddu Muc 2. Tinh xac suét dé éng M mac bénh hiém nghéo X

76

néu két qua xét nghiém cho két qua dwong tinh.
Giai
Goi A 1a bién cé: “Ong M mé&c bénh hiém nghéo X”: B |a bién cé: “Xét nghiém cho két qua
duwong tinh”.
Ta can tinh P(A | B).
Theo cdng thirc Bayes dé tinh P(A | B), ta can biét: P(A), P(E), P(B|A) va P(B | E)‘
Goi p la ti 1& dan s6 mac bénh hiém nghéo X.
Khi d6 P(A) = p. Suy ra P(A)=1-p.
P(B| A) 1a xac suét dé 6ng M c6 xét nghiém Ia dwong tinh néu éng M méc bénh hiém nghéo X
= P(B | A) =0,95.
P(B |E) la xac suat dé éng M cé xét nghiém la dwong tinh néu 6ng M khéng mac bénh hiém
nghéo X = P(B|E) ~0,01.
Thay vao céng thirc Bayes ta co.
P(A)-P(B| A) ) p-0,95
P(A)-P(B|A)+P(A)-P(B|A) P-0,95+(1-p)-001

P(A|B)=



) Luyén tip 5. Tr& lai tinh hubng mé ddu Muc 2. Théng ké cho théy 1 1& dan sé mac bénh hiém
ngheo X la 0,2%.
a) Trwdc khi tién hanh xét nghiém, xac suat mac bénh hiém nghéo X clia 6ng M 1a bao nhiéu?

b) Sau khi xét nghiém cho két qua dwong tinh, x&c suat méc bénh hiém nghéo X ctia 6ng M
la bao nhiéu?

) Vi du 4. Mét thc‘{ng ké cho thay ti 1&é dan sé ’méc bénh hiém nghéo Y 1a 0,5%. Ba N di xét
nghiém bénh hiém nghéo Y va nhan duoc két qua 1a am tinh. Biét rang, néu rpéc bénh hiém
ngheo Y th’! vOi xac suat 0,94 xet nghiém la dwong tinh; néu khéng bi bénh hiém ngheo Y thi
voi xac suat 0,97 xét nghiém la am tinh.

a) Trwdc khi tién hanh xét nghiém xac suat khéng mac bénh hiém nghéo VY cla ba N 13
bao nhiéu?
b) Sau khi xét nghiém cho két qua am tinh, xac suét khéng mac bénh hiém nghéo Y clia
ba N la bao nhiéu?
Giai
Goi A la bién cb: “Ba N bi bénh hiém nghéo Y”: B 1a bién cé: “Xét nghiém cho két qua dwong tinh’.
a) Trwdc khi tién hanh xét nghiém, xac suat khong mac bénh hiém nghéo Y ciia ba N 1a
P(E) —1- P(A) =1 - 0,005 = 0,995,
b) Ta can tinh P(EgE).
Theo cdng thurc Bayes ta cé
P(A)-P(B|A)
P(A)-P(B|A)+P(A)-P(B|A)

P(A|B)=

P(E@) |a xac suét dé ba N co xét nghiém |a am tinh néu ba N khéng bj bénh Y.
Theo bai ra ta co:
P(§|E) -0,97:
F’(§| A) la xac suat @& ba N cé xét nghiém la am tinh néu ba N bi bénh Y;
P(BIA)=1-0,94=0,06.

Thay vao céng thirc Bayes ta cé

P(Z | E) = D@a5L, 97 ~0,9997.
0,995.0,97 +0,005-0,06

Nhu vay, v&i xét nghiém cho két qué &m tinh, xac suét khéng mac bénh Y clia ba N tang

|én thanh 99,97% (truroc xét nghiém la 99,5%).

BAI TAP

6.7. Trong quan si, mdt may bay chién d4u clia dbi phuong c6 thé xuét hién & vi tri X véi
xac suat 0,55. Néu may bay d6 khéng xuat hién & vi tri X thi n6é xuét hién & vi tri Y.
Pé phong thd, cac bé phdéng tén Itra dwoc b tri tai cac vi tri X va Y. Khi may bay dbi
phwong xuét hién & vi tri X hodc Y thi tén I(ra s& dwoc phong dé ha may bay d6.
Xét phuong an tac chién sau: Néu may bay xuét hién tai X thi ban 2 qua tén Ilra va néu
may bay xuat hién tai Y thi ban 1 qua tén Itra.
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Biét réng, xac suét ban trung may bay cGa mbi qua tén Ilra 12 0,8 va cac bé phong tén
Itra hoat dong doc lap. May bay bi ban ha néu né tring it nhat 1 qué tén Itra. Tinh xac
suat ban ha may bay déi phwong trong phwong an tac chién néu trén.

C6 hai chudng thé. Chuéng | cé 5 con thé den va 10 con thd trang. Chudng |1 ¢c6 7 con
thé den va 3 con thé trang. Truéc tién, tir chudng Il 1y ra ngau nhién 1 con thé réi cho
vao chudng |. Sau do, tir chudng | Iy ra ngau nhién 1 con thd. Tinh xac suat dé con
thé dwoc lay ra la con thd trang.

Tai nha may X san xuét linh kién dién tlr ti 1& san ph&m dat tiéu chuan la 80%. Trwéc
khi xuét xwédng ra thi treeng, cac linh kién dién tl déu phai qua khau kiém tra chéat
lwong dé déng dau OTK. Vi su kiém tra khéng tuyét déi hoan hdo nén néu mét linh
kién dién tir dat tiéu chuan thi né cé xac suét 0,99 dwoc déng dau OTK; néu mét linh
kién dién ttr khong dat tiéu chudn thi né cé xac suét 0,95 khong dwoc dong dau OTK.
Chon ngau nhién mét linh kién dién t& cia nha may X trén thi truong.

a) Tinh x&c suét dé linh kién dién t& d6 dwoc déng dau OTK.

b) Dung so dé hinh cay, hay mé ta cach tinh xac suét dé linh kién dién t&r dwoc chon
khéng duoc dong dau OTK.

10. C6 hai d6i thi @&u mén Ban sung. D6i | co 5 van déng vién, doi |l c6 7 van déng vién.

Xac suat dat huy chwong vang clia méi van dong vién doi | va doi Il twong (rng la 0,65
va 0,55. Chon ngau nhién mét van déng vién.

a) Tinh xac suat dé van déng vién nay dat huy chuwong vang;

b) Gia s van déng vién dwoc chon dat huy chwong vang. Tinh xac suét dé van dong
vién nay thudc dai |.

. M6t bé loc duoc sir dung dé chan thu rac trong céac tai khodn thw dién te. Tuy nhién,

vi bd loc khéng tuyét déi hoan hdo nén mét thw rac bi chén véi xac suat 0,95 va mét
thw dung (khéng phai la thw rac) bi chan véi xac suat 0,01. Théng ké cho thay ti 1é
thu rac la 3%.

a) Chon ngau nhién mét thw bi chan. Tinh xac suat dé dé Ia thw rac.
b) Chon ngdu nhién mét thu khong bi chan. Tinh xac suét dé do 1a thw dung.

c) Trong s6 cac thu bj chan, c6 bao nhiéu phan tram la thw dang? Trong sé cac thw
khéng bi chan, ¢é bao nhiéu phan tram la thuw rac?
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BAI TAP CUOI CHUGNG VI

A - TRAC NGHIEM

St dung dir kién sau dé tra 16i cac c4u ttr 6.12 dén 6.14:

2 1 — 1
Cho P(A)=2: P(B] A)==; P(BIA)= -
6.12. Gia tri ctia P(AB) la
s g & B
15 16 5 15
6.13. Gid tri ctia P (BA) Ia
Mo, B c.i b
7 19 21 20
6.14. Gia tri cia P(B) 1a
Aol g . D. L.
60 60 20 30

Str dung di¥ kién sau dé tra 16i cac cu ttr 6.15 dén 6.17:

Ban An c6 mét tui gém mét sé chiéc keo cling loai, chi khac mau, trong dé cé 6 chiéc keo
s6 co la den, con lai 4 chiéc keo sé ¢6 la trang. An lay ngau nhién 1 chiéc keo trong tui
dé cho Binh, réi lai lay ngau nhién tiép 1 chiéc keo niva trong tui va cling dwa cho Binh.

6.15. Xac suét d& Binh nhan duoc 2 chiéc keo s6 ¢ la den la
1
K. B -4 R
3 4 5 7
6.16. X4c suat @& Binh nhan duwoc 2 chiéc keo s6 ¢ la tréng 12
A. 1 B. i c. i L i
5 15 16 17
6.17. Xé&c suéat @& Binh nhan duoc chiéc keo s6 ¢ la den & 1an thir nhét, chiéc keo s6 cb la
trang & lan the hai la
Ao B. > c D. 2.
5 16 4 17
B - TU LUAN

6.18. Dé thr nghiém tac dung diéu tri bénh méat ngl clia hai loai thuéc X va thudc Y, nguoi

ta tién thanh thir nghiém trén 4 000 nguwdi bénh tinh nguyén. Két qua duwoc cho trong
bang théng ké 2 x 2 sau:




6.19.

6.20.

Dung thuéc
, X Y
Két qua
Khdi bénh 1 600 1200
Khéng khoi bénh 800 400

Chon ngau nhién 1 ngu®i bénh tham gia tinh nguyén thir nghiém thuée.
a) Tinh xac suét dé nguwdi dé khéi bénh néu biét ngudi bénh dé udng thude X.
b) Tinh xac suét dé ngudi bénh do6 ubng thude Y, biét rang nguoi d6 khéi bénh.

M6t nhém co6 25 hoc sinh, trong d6 c6 14 em hoc kha mén Toan, 16 em hoc kha mén
Vat li, 1 em khéng hoc kha ca hali mén Toan va mén Vat li. Chon ngau nhién mét hoc
sinh trong s d6. Tinh xac suét dé hoc sinh do:

a) Hoc kha mén Toan, dong thoi hoc kha mén Vat |i;
b) Hoc kha mén Toan, nhuwng khéng hoc kha mén Vat li;
c) Hoc kha mén Toan, biét rang hoc sinh dé hoc kha moén Vat |i.

Chuédng | c6 5 con ga mai, 2 con ga tréng. Chudng Il c6 3 con ga mai, 5 con ga tréng.
Bac Mai bat mét con ga trong s6 do6 theo cach sau: “Bac tung mét con xuc xac can déi,
ddng chat. Néu sé cham chia hét cho 3 thi bac chon chudng |. Néu s cham khéng chia
hét cho 3 thi bac chon chudng Il. Sau d6, t&r chudng da chon bac bat ngadu nhién mét
con g&”. Tinh xac suét dé bac Mai bat dwoc con ga mai.

6.21. M6t loai vaccine dwoc tiém & dia phuong X. Ngudi ¢é bénh nén thi v&i xac suét 0,35

c6 phan (rng phu sau tiém; nguwoi khéng cé bénh nén thi chi cé phan ing phu sau tiém
v&i xac suét 0,16. Chon ngau nhién mét ngudi duoc tiém vaccine va ngudi nay cé
phan (ng phu. Tinh xac suét dé ngwdi nay cé bénh nén, biét rang ti 1&é ngwoi c6 bénh
nén & dia phuong X la 18%.



HOAT PONG
THUC HANH TRAI NGHIEM

TINH NGUYEN HAM VA TIiCH PHAN VOI
PHAN MEM GEOGEBRA. _
TINH GAN PUNG TICH PHAN BANG
PHUCONG PHAP HINH THANG

MUC TIEU

Thwe hanh tinh nguyén ham va tinh gan dang tich phan véi phan mém GeoGebra. Tinh gan
dung tich phan bing phuong phap hinh thang trong trwdng hop ham dwéi dau tich phan cho
dang bang (tai mot s6 mbc) hodc cho bdi mét dd thi (ma ta khong biét phwong trinh cta nd)
hodc khéng c6 nguyén ham dwéi dang ham so cap.

1. TINH NGUYEN HAM VA TiCH PHAN V61 PHAN MEM GEOGEBRA

Khéi déng phan mém GeoGebra IO chon Complex Adaptive System (CAS) dé thue hién
tinh toan nguyén ham va tich phan.

a) Tinh nguyén ham ctia ham sé

Dé tinh nguyén ham ctia ham sé, ta dung Iénh IntegralSymbolic (<ham s6>), két qua sé dwoc
hién thi ngay bén duoi.

IntegralSymbolic(sin(2 x))

. cos(2 x) + ¢;

2

L[ x+ X
IntegralSymbolic (-—-é—/_;——)

VX x+ ¢

b

3 .,
*5"\/;!"""7

IntegralSymbolic (x(l +x%) g)

- % Vx2 41 {x2+1)2+c2

IntegralSymbolic(x sin(2x + 1))

- %sin(2x+1)—%xcos(2x+l)+cz

Hinh T1




b) Tinh tich phén

Dé tinh gan dung tich phan, ta dung lénh Nintegral (<ham sé, gia tri dau, gia tri cudi>), két
qua sé duoc hién thi ngay bén duéi.

1 Nlntegral( R 3 30) 1 Nlntegral(m, 0, 11')
~ 117.83 — 4.95
1 Nlntegral((sin{x] + cos(x))?, 0, g) 1 Nintegral (x* €, —1,1)
— 2.57 - 0.88
Hinh T2

Chu v. Néu mubn s dung giao dién tiéng Viét, sau khi khdi ddng GeoGebra, chon Options
— Language — Vietnamese/Tiéng Viét. Khi dé, thay vi ct phap 1énh tiéng Anh nhw trinh bay
& trén, ta dung cu phap Iénh tiéng Viét trong (rng nhu trong bang sau:

Lénh Cu phap Iénh tiéng Anh Cu phap I&nh tiéng Viét

Tinh nguyén ham IntegralSymbolic (<ham sé>) TichPhan (<ham s6>)

Nintegral (<ham sé, gia tri dau, | TichPhanXacbinh (<ham s,

Tinh tich phan gia trj cubi>) gia tr dAu, gia trj cudi>)

7)) Thuc hinh 1. S& dung phan mém GeoGebra, tinh:
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n

)
a) Ix AR b) j‘e" cos 2xdx.
x+1 :

2. TINH GAN PUNG TiCH PHAN BANG PHUONG PHAP HiNH THANG
b
Pé tinh tich phan jf(x)dx bang dinh nghia, ta can biét mét nguyén ham F(x) cta f(x) trén

doan [a; b]. Khi do:

[F(x)ax =F (5)-F (a).

Tuy nhién, néu ham sé f(x) khéng cé nguyén ham dwéi dang ham so cép, chang han,
nguoi ta biét rang

E 1
g j_xd J‘smxd;jcosxd;je_d;j_d
je x; | e dx; 6 | e mx

khéng phai Ia nhivng ham sé so cép, thi khéng thé ding dinh nghia trén dwoc. Tinh huéng
twong tw xuat hién khi f(x) cho b&i mét dé thi ma ta khéng biét phuwong trinh clia né. Khi do,
b

ta can tinh xap xi If(x)dx bang cac phwong phap s6.



Phwong phap don gidn nhat 1a phwong phéap hinh thang, c6 néi dung nhu sau:
Gia st f(x) 1a ham sé lién tuc trén doan [a; b]. Khi dé:

jf(x)dx w2 () + 27 () + 27 (1) ..ot 26 (x, )+ £ (5, )],

& do doan [a; b] du’cyc chia thanh n doan con [x,; x|, [%; X,], ..., [X, 4 X,], méidoan cé 46
b-a

=
Khi f(x) la ham lién tuc va khéng am trén A
doan [a; b], ta co:

daila Ax =

Y nghia hinh hoc: Dién tich clia hinh phang
gi6i han bédi dé thi y = f(x), truc hoanh va hai
duwéng thang x = a, x = b xap xi v&i tdng dién
tich cla cac hinh thang con A  A,, ..., A
(H.T3).

Panh gia sai s6: Ngudi ta chirng minh
dwocrang néu f(x) liéntuctrén doanfa; b] ©
thi sai s6 |E| cha phwong phap hinh thang
dwoc danh gia nhu sau: Hinh T3

|f ()

Thuat toan: Dé tinh xdp xi J.f(x)dx véi d6 chinh xac khéng vuot qua sbé s cho trude, ta

a)SM
[E|<T trong 46 M =max

thwce hién lan lwot cac bude sau
Buoc 1. Tinh '(x) vatim M = r[}ax

xlr (o)

f"(x]| <M, néu viéc tim chinh x&c la kho).

(hodc danh gia miax|
xe|a;b

Budc 2. \/Gi sai s6 £ cho trwede, tim sé tw nhién n (nhd nhét) sao cho
b—a) M
|E| S % <&,
12n

Buwéc 3. Chia doan [a; b] thanh n doan con cé dd dai bang nhau va ap dung coéng thirc
hinh thang.

J® Vidu. Tinh gan dung je dx voi d6 chinh xac nhoé hon 0,01.
Giai
a) Tacé: f(x)=e";f(x)=-2xe™;
F"(x) = 4x%e™ — 267 f"(x) = 4x(3-2x*)e ™ ;f"(x) =0 < x =0 hodc X = i\E.

Ta co: £(0) = -2, f”[ \F}? f”(1)=%.

Do d6 M =max f"(0)|=2.

x.:|0;1] f"(X)| -
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b) Ta c&n tim n sao cho
(1-0)°.2 1
———<0,01—5<001n>4.
12n 6n

Do d6, tachon n=5.

c) Chia doan [0; 1] thanh 5 doan c6 d dai bang nhau la [0; 0,2], [0,2; 0,4], [0.4; 0,6],
[0,6; 0,8], [0,8; 1].

Ap dung cbng thirc hinh thang, ta co:

£ e 1—0[1 2 2 2 2 1
Ie dx = }

~ TR, B +— |~ 0,744.
10 eO eD,U4 eD,‘IS e0,36 e(164- ei|

2 X
) Thuc hanh 2. S dung phwong phép hinh thang, tinh gan dung I%dx v&i dé chinh xac 0,01.
1

Y Vin dung. Mot than cay dai 4,8 m duwoc cét thanh cac khuc gb dai 60 em. Ngwdi ta do dudng
kinh clla m&i méat cat ngang va dién tich S clia n6 dwoc ghi lai trong bang dudi day, & day
x (cm) la khodng cach tinh tr dinh than cay dén vét cat.

x (cm) 0 60 120 | 180 | 240 | 300 | 360 | 420 | 480

S(cm?) | 240 | 248 | 256 | 260 | 264 | 272 | 298 | 316 | 320

Tim thé tich gan ding cta than cay nay.

Huwéng dan.
480
Thé tich can tinh 1a V = j S(x)dx, trong d6 S(x) la dién tich mat cat ngang tai vj tri cach

a
dinh than cay mét khodng x (cm). S dung phwong phap hinh thang dé tinh gan dung tich
phan nay.
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VE PO HOA 3D VG

PHAN MEM GEOGEBRA

AutoCAD va GeoGebra |a cac phan mém hé tro v& hinh 2D, 3D trén may tinh. AutoCAD
dwoc slr dung nhiéu trong vé thiét ké kién truc, ki thuat, GeoGebra duoc dung nhiéu trong
gido duc. Nén tang toan hoc cho cac phan mém nay la hinh hoc trong mat phang toa d6 (hinh
2D) va hinh hoc trong khéng gian toa d@é (hinh 3D). Em hay trdi nghiém véi viéc dung phan
mém GeoGebra cho mét sé thiét ké 3D.

1. VE TAM GIAC PENROSE

Céu thang bét kha Tam gidc Penrose

Tranh “Cau thang bat khd” cho ta cam giac rang c6 mé hinh cau thang ma tirng buéde dua
ta 1&n cao, nhung cubi cung thi ta van & san ndm ngang déng mirc nei xuét phat, dé 1a mét
diéu khong thé.

Hinh &nh “Tam giac Penrose” thé hién mot mé hinh trong khéng gian ma cé thé nhin né nhw

dwoc ghép tir ba hinh hép chir nhat cung kich thwdc (irng voi ba canh) ddi mét vudng géc
v&i nhau. Do cling la mét moé hinh khéng thé thuc hién dworc trong thuc té.

Néu tim trén mang Internet tir khoa “impossible models’, ta c6 thé bat gap nhiéu hinh énh
cho cac mé hinh ma ciing nhu Cau thang bét kha va Tam giac Penrose, ching kha di, hop
li & tirng bd phan, pham vi hep, nhung téng thé thi khéng.

Céu truc Cau thang bat kha (Impossible Straircse) la sang tac nghé thuat ctia hoa si Thuy
Dién Oscar Reutersvard tir nira dau thé ki XX. Sau nay, nha Vat |li — Toean hoc Ién Sir Roger
Penrose ciing dwa ra y twéng nay ma dién hinh |a “Tam gidc Penrose” d& néi 1én nguyén |i
b4t kha trong nhan thic cai toan bd, rang nhan thirc, mac dii méi ngay mét tién hoa, nhung
khéng bao gi® dat dén chd biét hét, biét day du, biét tan cung. (Theo: F. David Peat (2002),
From Certainty to Uncertainty: The Story of Science and Ideas in the Twentieth Century,
Joseph Henry Press)




Trong hoat dong trai nghiém nay, em hay theo hwéng dan sau, dé vé tam giac Penrose bang
cach dwng cac hinh hop chir nhat va lwa chon mét géc nhin thich hop.

Chu y. St dung giao dién GeoGebra bang Tiéng Viét: Vao muc Thiét Iap, chon Ngén ngiF,
chon Tiéng Viét. Céac huéng dan duoc dwa ra trong bai hoc nay (rng véi phién ban GeoGebra
Classic.

— Budc 1. M& phan mém GeoGebra, vao muc Hién thi va I&n ot lwa chon cac muc sau:
Hién thi danh sach déi twong, Ving lam viéc, Hién thi dang 3D, Khung nhap Iénh.

Hiénthi Cactuychon Céaccdngecuy C
Hién thi danh sach d6i tugng O3%A
' Hién thi Spreadsheet %8S
CAS 08K
Ving lam viée {381
Pa thj 2 0382
Hién thj dang 3D 083
Céch dung hinh L
Phép tinh xéc sudt %P
i3 Ban phim
v Khung nhép |énh

£+ Thibt k& ...

O Lam tudi ché db hién thi ®F
Tinh todn lai t4t ca déi tugng #R

— Buworc 2. Trong Khung nhap Iénh, lan luot st dung cac doan Iénh sau:

Poan Iénh Y nghia

Hinh vuéng c6é toa d6 2 dinh la (0, 0, 0),
(-1, 0, 0) va ndm trong mat phang (Oxz).

Hinh vuéng c6 toa @6 2 dinh 1a (0, 9, 0),
(0, 10, 0) va ndm trong mét phang (Oxy).

DaGiac((0, 0, 0), (-1, 0, 0), 4, TrucTung)

DaGiac((0, 9, 0), (0, 10, 0), 4, TrucZ)

DaGiac((-1, 0, 0), (-1, 1, 0), 4, Hinh vuéng c6 toa 6 2 dinh la (-1, 0, 0),
TrucHoanh) (-1, 1, 0) va ndm trong mat phang (Oyz).

Hinh I&ng tru co day la TenDagiac1 va chiéu

Hinhlang TytTenlatkaed, &) cao bang 9 ndm & phan dwong clia truc Oy.

Hinh I&ng tru c6 day la TenDagiac2 va chiéu

Hintit.srg Try Fanbiatsinet; ©) cao bang 9 nam & phan dwong clia truc Oz.

Hinh lang tru co day la TenDagiac3 va chiéu
cao bang 9 nam & phan am cla truc Ox.
DaGiac((0, 9, 0), (0, 10, 0), (0, 10, 9), Pa giac co toa dd 4 dinh 1a (0, 9, 0), (0, 10, 0),
(0,9, 8)) (0, 10, 9), (0, 9, 8).

HinhLangTru(TenDaGiac3, —9)

.'“'-\‘d s 5



— Buéc 3. Di chuyén con tré vao khodng tréng trong khung Hién thi danh sach déi twong,
sau d6 nhay chudt phai, lwa chon muc Cac déi twong phu.

* Hién thi danh sich ddi tugng X
- _f; -
Hinh tr giac
® g1 =85
Hinh da giic
® TenDaGiacl =1

® TenDaGiacz =1
® TenDaGiac3 =1

Hién thi danh sich d&i turong

— Butdc 4. Di chuyén con tré vao muc Hinh da gidc trong khung Hién thi danh sach déi twong,
sau d6 nhay chudt phai va lwa chon muc Hién thi déi twong dé an 3 hinh vuéng da dung.

Hinh da gidc

® TenD: " — .

® TenD: Luachon

® TenDi ., )

Prism Hién thi TenDaGiacl trong
: ah ; g V"Hin thi déi twong

Lam twong tw Budc 4 cho déi twong Doan thang va déi twong Hinh t giac dé an tat ca
céac doan thang va ti giac.

— Budc 5. Trong khung Hién thi danh sach déi twong, di chuyén con tré dén 6 tron mau
tréng ctia muc Mat4, sau d6 nhay chuét dé hién thi Mat4.
Tiép tuc nhay chudt chon Mat4, di chuyén con trd dén biéu twong Thiét lap mau va
sw trong sudt dé td mau cho t&r gidc (& day ta td mau dé va kéo thanh truwot dé & dd dam
I&n nhét).

~ Hién thj danh sach déi tuong X * Vung lam viéc
BilEsF - [Arw |i] o
Hinh tif gidc | e e 1 N
Mat1 = 9 EE EEEEE
Mat2 = 9 L -
Mat3 =9
® Mat4 =9 '
Mat5 =9 | |
Mat6 = 9
Mat7 =9

Lam twong tw Budc 5 cho cac ddi tuong:

Mat12 (& day ta té6 mau dd);

Mat7, Mat11 (& day ta t6 hai mat nay mau xanh da troi);
Mat2, g1 (& day ta té hai mat nay mau xanh la cay).



— Buéc 6. Di chuyén con tré vao khoang trang trong
’E ‘g.': \7 \V

7% Thanh truot

khung Vung lam viéc, chon céng cu ] g& chen nat

tao goc nhin thich hop.

Sau dé nhay chudt vao khodng tréng trong khung | - "<

Vung lam viéc, clra sb méi dwoc bat ra, dién tén tigy | B Chennh
de, chang han “TamgiacPenrose” va GeoGebra Scrip, Chén nat

2 (13 7 7 3 bl
chang han “setview diretion [(-1, -1, =1)]". 71® Hop chon A€ hign / &n d3i tuong

Sau khi tao nat xong, nhay chubt vao nit Tam giac | a=1 chén hop nhip dir liéu
Penrose vira tao sé thu duoc hinh vé sau.

W TS

Rl B D A @ 4] N e [
= Hign thi danh sach = Vng [amwic % » Hign thi dang 30
| fi= I NG
Hinh 1 gidc
arl

Matl = &
® Mar2 =9 3
s =8 _Tam gidc Penrose
® Matd =9
Mat5 =8
Mah =9
® Ma7 =9
Math = 9
Mt = 3
Matld = 9
® Marll = 9
® Muli=9
MatABCD = |
MalEFGH = 1
MatlJKL = 1

eemyez
noefz
el

mm ﬂl")g
lluo Pl

2. VE MAT MOBIUS

Mat cau Mt tru Mat Mobius

T mét manh gidy hinh chir nhat ABCD, néu dan hai mép AB va DC trung nhau ma diém A
trung diém D, diém B trung diém C thi ta dwoc mét hinh ¢6 dang mét tru, nhwng néu dan hai
mép AB va CD tring nhau ma diém A trung diém C, diém B trung diém D thi ta s& dwoc mét
hinh c6 dang goi la mat Mobius. ©4i véi méi mé hinh c6 dang mat cau, mat tru (hay nhiéu
mat khac), ta co thé hinh dung ré réng méi chiing ¢é hai phia: trong va ngoai. Nhwng mé hinh
c6 dang mat Mobius khéng phan thanh hai phia trong, ngoai nhw vay.

Gia sir manh gidy hinh chir nhat néi trén cé6 mét mat mau xanh va mét mat mau dd. Mat tru
dwoc tao tlir manh gidy dé coé hai phia (rng véi hai mau. Gia st mét con kién dang bam &
phia nay ctia mat tru, néu khéng dwoc phép leo qua mép mét tru, thi nd khéng thé bd sang
phia con lai clia mét tru. Trong khi @6, @i v&i mat Mobius tao tir manh gidy dd, con kién c6 thé



bo tlr mét vi tri & phan gidy dwoc td mau dé sang bét ki vi tri nao & phan gidy duoc té mau
xanh ma khéng cén leo qua mép ctia mat Mobius.

Trong khéng gian toa d6 Oxyz, tap nhirng diém coé toa d6 (x;y;z) dwoc xac dinh bdi

L 2= [1 +%-cos[%n -cos(u)

Y=(1+%-cos(%n-sin(u)

V|
Z=—:8in| =
g g)

(v&i u, v 1a cactham sé thay dbi, thodmén 0 < u < 2r va —1< v < 1), 1a mét mat Mobius.

Ta c6 thé sir dung phan mém GeoGebra dé vé méat Mobius trén theo cac buéc sau:

— Budc 1. M& phdn mém GeoGebra, vao muc Phdi cdnh\Vé& d6 hoa 3D, chon hién thi

hé truc toa dé, Show Plane.

— Budce 2. Trong 6 Nhap Iénh, nhap phuwong trinh cia mat Mobius nhu sau:

v

4l BeMat((l e

L]

EDS(;)) cosfu), (1 +§ cos(;—)) sin(u),% sin(%),u,ﬂ,? v =1, 1)

=

Trén man hinh hién thi hinh vé:

— Budc 3. Dé ddi mau cho hinh vé, chon mat can ddi mau trong 6 Nhap Iénh, nhay chudt
phai va chon Thiét 18p. Trong muc Thiét Iap, chon muc Mau s&c;

Canban Mausic Kidu Nangcao Soan thdo

Ol DODEEEEE Gan day
U8 OO0 Em.

R O - e

0, 168, 213 (#DOABDS)

Tinh chdnsang 0 =@== 459

OOo0O0o00
&




BAI TAP ON TAP CUOI NAM

[ A - TRAC NGHIEM
1. Khoang nghich bién cila ham sé y = x> —-6x” +9x +11a
A. (—o0; 1). B. (3; +o0).
C. (1; 3). D. (~o0; -+o0).
2. Giatrilén nhat M clia ham sé y = ": +13 trén doan [2; 4] la
A.M=86. B.M=7. 8. M- D. M=22
3 3
3. Téng sb cac dwéng tiém can cta dé thi ham sé y = X1 El
A. 0. B. 1. C. 2 g D. 3.
4. Buong cong trong hinh bén la do thi cia mot trong bén ham s6 Y4
dwéi day. Ham so dé 1a ham s6 nao?
A.y=-x3+3x% +1. B. y=x*-3x*+3.
C.y=-x"+2x+1. D.y=‘:i1.
5. Choham sé f(x)=x"+ 3. Khang dinh ndo du¢i day la dung? [ O \/ X
A. If(x)dx:2x+C. B. Jf(x)dx:x2+3x+c.
G. If(x)dx=x3+3x+C. D. Jf(x)dx:x—;+3x+c.

6. Cho ham s6 f(x) thod man f(0) =1 va f'(x)=2sinx +1. Khi @ | f(x)dx bang

D'—-——'NI?I

2 2
A T t12n-18 . ¥ —4n+16
8 8
2 2
c m+6a-8 p X -2nt8
4 4
N y ~
7. Cho ham s6 f(x) lién tuc trén R. Goi S |a dién tich hinh y=f(x)

phang gi6i han bdi cac duong y =f(x), y =0, x =1

va x = 4 nhw hinh bén. / \1




10.

11.

—
(%]

Khéng dinh nao dwdi day |a ding?

A. S=jf(x)dx+j‘f(x)dx. B. Szj"f(x)dx—if(x)dx.

C. S:—jf(x)dx+jf(x)dx. D.S :—if(x)dx—if(x]dx.

Goi (H) 1a hinh phang gi¢i han béi cac dwong y = 2Jx, y=0, x=0vax=4. Thétich V
cutia khéi tron xoay sinh ra khi quay hinh phang (H) quanh truc Ox la

A. V=32 B. V=32z C. V:%. D. V:%.

Cho tr dién ABCD, goi G la trong tam cuia tam giac BCD va M la trung diém clia doan
thdng AG. Khi @ MA + MB + MC + MD béng

A. MG, B. 2MG. C. 3MG. D. 4MG.
Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'cé tam O va goi G la trong tam clia tam giac BDA'. Ti s
i bang
AO
A. 1 B. 1 ( g D. E
3 2 3 4
[x =2t
Trong khéng gian Oxyz, cho dudngthdngd: 4y =3 va mét phang
12 =-1+2t
(P): 2x — y —2z +1=0. Césin clia goc gilra dwong thang d va mat phang (P) la
A 2B g N5 c 23 o N3
- s B - B

Trong khéng gian Oxyz, cho diém M(2; —1; 3). Goi A, B, C Ian Iwot |a hinh chiéu vudng
goc clia M trén truc Ox, Oy, Oz. Phwong trinh mat phang (ABC) 1a

A. 3x-6y+2z+6=0. B. 3x-6y+2z+6=0.
C.3x-2y+2z-1=0. D. 3x-6y+2z-1=0.

Théng ké th&i gian trong tuan danh cho doc sach clia mét sé nhan vién trong mét
cong ty duwoc cho trong bang sau:

Theéi gian (gio) 0:2) | [24) | [46) | 6:8 | 8 10)

Sé nhan vién 3 8 15 Vs 2

a) Khodng bién thién ciia mau sé liéu ghép nhém nay 1a

A.13. B. 10. C. 8. D6
b) D& léch chuan clia mau sb liéu ghép nhém nay 1a (1am tron két qua dén hang phan tram)
A.1,99. B. 2,02. C.3587. D. 4,09.
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15.

Trong mét nhém 25 ngudi, ¢6 15 ngudi thich udng tra, 17 ngwdi thich ubng ca phé,
9 ngudi thich uéng cé ca phé va tra. Chon ngau nhién mét ngudi trong nhém. Biét rang
ngwdi d6 thich udng ca phé. Xac suat dé nguoi dé thich ubng tra 12
A B G B, 7,
17 17 19 19
Trong s6 40 hoc sinh |&p 12A, ¢6 22 em dang ki thi nganh Kinh té, 25 em dang ki thi
nganh Luat, 3 em khéng dang ki thi ca hai nganh nay. Chon ngau nhién mét hoc sinh,
biét rang em d6 dang ki thi nganh luat. Xac suat dé em d6 dang ki thi nganh kinh té 1a

TR B2 c.2. Yl
5 5 7 7
B - TU LUAN
16. Khao sat su bién thién va vé dé thi cia cadc ham sé sau:
Ox +1 2 B
= x? —8x% = ; S e
a) y b ¥=—p )y -

18.

Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhd nhét cla cac ham sé sau:

. X+ - . o1 & J_ 2
a)y_mtrendoan[ma, by y=x+N1-x".

Khi dap phanh thi mét 6 t& chuyén déng cham dan déu véi gia tc 10 m/s2.

a) Néu khi bat dau dap phanh 6 t6 dang chay vé&i van téc 54 km/h thi sau bao lau ké tir
khi dap phanh, 6 t6 sé dirng lai?

b) Néu 6 t6 dirng lai trong vong 20 m sau khi dap phanh thi van téc I&n nhét cla 6 té
ngay truéc luc dap phanh (tinh bang km/h) ¢é thé Ia bao nhiéu?

Tim ham s6 f(x) biét rang f’(x):x——‘—lz-+2 va f(1)=2.
; X

Tinh cac tich phan sau:

2 1
a) Izﬂxz—xidx; b) I=j(2x—1)3dx;
0 0
i ) ;
c) I=I[Ssmx— 2 )dx; d) I:j[Ze”——de
cos” X 1 X

Tinh dién tich hinh phang gi¢i han bé&i cac duwong
y=x2-1y=x+5x=-2 x=3.

Goi (H) I& hinh phang giéi han béi cac duwdong y =-x* +2x,y =0, x =0 va x =2. Tinh
thé tich cta khéi tron xoay thu dwoc khi quay hinh phang (H) xung quanh truc Ox.

Cho ttr dién ABCD, chirng minh rang:
a) FB'*@+R-EB’+FD-§C’=O;
b) Néu AB L CD va AC LBD thi AD L BC.



N
9]

(o)
(o]

Cho hinh lap phuvong ABCD.A’B'C’'D’ ¢é canh bang a. Goi G |a trong tam cuia tam gidc
BC'D'.

a) Chirng minh réng AG = %(ATB +AD + ﬁ)
b) Tinh theo a d6 dai doan thang AG.

Trong khong gian Oxyz, cho diém /(-1 2; 1) va mét phang (P): 2x -2y —z-5=0.
Viét phwong trinh dwéng thang d di qua / va vuéng géc véi mét phang (P).
X=2+t
Trong khéng gian Oxyz, cho diém A(-1 1 2) va duong thang d : y=3-2t
z=-1+2L
a) Viét phuwong trinh duwéng thang d’ di qua A va song song voi dwdng thang d.
b) Viét phwong trinh mat phang (P) chira diém A va dudng thang d.
Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém A(1; -2: 3), B(3; 0; —1).
a) Viét phwong trinh mat phang (OAB).
b) Tim toa @b trung diém / clia doan thang AB.
c) Tim diém M thudc méat phang (Oxy) sao cho W o @l nhd nhéat.
Trong khéng gian Oxyz, c6 mét ngudn sang phat ra tir diém S(2; 3; 5) va mét doan day
théng néi tir diém A(1; 2; 1) @én diém B(3; 1; 2). Dwdi ngudn séang, doan day trén c6
bdng trén mat phang (xOy) la mét doan thang. Tinh d6 dai doan thang dé.

Thu nhap ctia ngudi lao dong trong mot cong ty dwoc cho trong bang sau:

Murc thu nhap (triéu déng) | [8:10) | [10; 12) | [12:14) | [14; 16) | [16; 18)

S6 nguoi 2 60 90 50 1

Tinh khodng t& phan vi cho méau sé liéu nay.

C6 hai chudng nudi ga. Chudng | c6 8 con ga tréng va 13 con ga mai. Chudng Il ¢6 10
con ga tréng va 6 con ga mai. An bat ngau nhién mét con ga tir chudng Il dem tha vao
chudng I. Sau do, Binh bat ngau nhién mét con ga tir chudng |.

Gia slr Binh bat dwoc con ga mai. Tinh xac suét dé Binh bat duwoc con ga mai cua
chuébng |.

Trong mét tudn, Son chon ngéu nhién ba ngay chay bd budi sang. Néu chay bé thi xac
suat Son &n thém mét qua trirng vao bira sang hém d6 1a 0,7. Néu khéng chay b thi
xac suat Son an thém mét qua trirng vao biva sang hém d6 1a 0,25. Chon ngau nhién
mot ngay trong tuan ctia Son. Tinh xac suat dé hém dé Son chay bd néu biét rang bira
sang hom dé Son cé an thém mdt qua trirng.
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BANG TRA CUU TU NGU

Ban kinh (ctia mét ciu) 54 M Mat ciu 54

Bang nguyén ham 10 N Nguyén ham 5

Bang div liéu théng ké 2 x 2 66 P Phwong phéap hinh thang 83

Biéu thirc dwéi d4u tich phan 14 Phwong trinh chinh tdc cha dwéng thing 43
Céap vecto chi phwong (cia mat phang) 31 Phwong trinh tham sé clia dwéng théng 42
Céan duw¢i (clha tich phan) 14 Phuwong trinh clia mét ciu 54

Can trén (cta tich phan) 14 Phwong trinh tdng quat ctia mat phang 33
Cong thirc Bayes 75 T Tam (clia mat cau) 54

Cong thirc nhan x4c suét 68 Thé tich clia vat thé 22

Coéng thirc x&c suat toan phan 72 Thé tich khbi tron xoay 24

DAu tich phan 14 Tich 66 hwéng clia hai vecto 30

Dién tich ctia hinh phang 19 Tich phan 14

Goc gitra dworng thang va mat phang 51 Tinh gan duang tich phan 82

Goc gitra hai dwong thang 50 V Vecto chi phwong cia dwong thang 41
Géc gitra hai mat phing 51 Vecto phap tuyén ctia mét phang 30

Ham s6 dwi déu tich phan 14 Vj tri twong déi gitka hai dwong thang 46
Hinh thang cong 12 X Xac suét co diéu kién 64

Khoang cach tir mét diém dén
mot mat phang 38

Khéi tron xoay 24



BANG GIAI THICH THUAT NGU

THUAT NG

GIAI THICH

Bang nguyén ham co ban

Bang nguyén ham ctia mot s6 ham sb so cap co ban thwong gap

Cap vecto chi phwong cua
mét phang

Hai vecto khac vecto-khdng, khong cung phwong vé&i nhau va co gia
song song ho&c ndm trén mat phang

Cén tich phan

b
Trong tich phéan If(x)dx, a goi la can dwdi, b goi 1a can trén cua
tich phén a

Céng thirc Bayes

Cong thive cho phép tinh lai x4c suét xay ra ciia bién cb A khi biét mot
sw kién lién quan B da xay ra

Ham sé dwdi dau tich phan

b
Trong tich phan jf(x)dx, f(x) goi la ham sé dwéi d4u tich phan
a

Hinh thang cong

Hinh phang gi6i han b&i dé thi y = f(x), truc hoanh va hai dwérng thang
x=a, x=b (a<b),trong do f(x) la ham s6 lién tuc trén doan [a; b]

Nguyén ham

Nguyén ham ctia mot ham sé trén mot khoang 12 ham sé c6 dao ham
bang ham s6 d4 cho trén khoang d6

Phwong trinh chinh tac
clia dwdng thang

Phwong trinh chinh tac ctia dwong thdng di qua diém M(Xy; Yo 2,)
va cO6 vecto chi phwong u=(ab;c) v&i a, b, ¢ déu khac 0 I3

X=X, Y-V, Z-Z,

a b 6

Phwong trinh mat ciu

Phwong trinh mét cau tam I(a; b; ¢) ban kinh R 12
(x-aY +(y-b)f +(z-¢c)f =R*

Phwong trinh tham sé cla
dwéng thang

Phuong trinh tham s6 cda dwong thang di qua diém M(xy v zg)

_ X = X, +at
va 6 vecto chi phwong u = (a:b;c) 13 y =y, +bt (teR)

z=2z,+ct

Phwong trinh tong quét
ctia mat phang

Phuong trinh ¢6 dang Ax+ By +Cz+D =0, trong dé A, B, C khéng
dbng thoi bang 0

Tich phéan

b
Tich phan tir a Gén b cia ham sé lién tuc f(x), ki hiéu bai j f(x)dx,

la hiéu sé F(b) — F(a), trong d6 F(x) 1a mot nguyé&n ham cda f(x) trén
doan [a: b]

Vecto chi phwrong cla
dwérng thing

Vecto khac vecto-khdng va co gia song song hoac tring v&i dwong thang

Vecto phdp tuyén cla
mat phang

Vecto khac vecto-khong va c6 gia vudng goc véi mat phing

XAac suat co diéu kién

Xac suét ctia mot bién cd A nao do, biét rang mot bién cd B khac xay ra




Nha xudt bdn Gido duc Viét Nam xin trdn trong cdm on
cdc tdc gid co tdc phdm, ti liéu dwpc sie dung, trich dén
trong cubn sdch nay.

Chiu trach nhiém xuét ban:
Téng Giam déc HOANG LE BACH

Chiu trach nhiém néi dung:
Téng bién tap PHAM VINH THA|

Bién tap néi dung: LUU THE SON — VU THI VAN

Bién tap mi thuat: NGUYEN BICH LA

Thiét ké sach: NGUYEN BINH HUONG

Trinh bay bia: NGUYEN BICH LA

Minh hoa: BUI VIET DUY

Stra ban in: NGUYEN DUY LONG — PHAM THI TiNH

Ché ban: CONG TY CO PHAN MI THUAT VA TRUYEN THONG

Ban quyén © (2024) thuéc Nha xuat ban Giao duc Viét Nam.
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HUAN CHUONG HO CHI MINH

BO SACH GIAO KHOA LGP 12 - KET NOI TRI THUC VI cUOC SONG

1. Ngirvdn 12, tap mit 24, Chuyén dé hoctap Tin hoc 12 —Binh hudng Tin hoc tng dung
2. Ngiivan 12, tap hai 25.Tin hoc 12 — Binh huéng Khoa hoc mdy tinh
3. Chuyén dé hoc tap Ngirvan 12 26. Chuyén dé hoc tép Tin hoc 12 —Binh hutng Khoa hoc méy tinh

4, Toan 12, tap mot

5.Toan 12, tap hai

6, Chuyén dé hoc tap Todn 12

7. Lichsir12

8. Chuyén dé hoc tap Lich sif 12

9.Dialinz

10. Chuyeén @é hoc tap Dia 1i 12

11, Gido duc Kinh té va Phdp luat 12

12. Chuyén @ hoc tap Gido duc Kinh t& v Phap ludt 12
13.Vitli12

14. Chuyén @8 hoc tap Vat li12

15. Hod hoc 12

16. Chuyén dé hoc tap Hod hoc 12
17.SInh hoc 12
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22. Chuyén dé hoc tap Cong nghé 12 - Lam nghiép — Thuy sin
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Cacdon vi dau maéi phat hanh

27. Mithudt 12 - Thiét ké& mi thuat da phuong tién
28. Mi thuat 12 - Thiét k& 4 hoa

29. Mithuat 12 — Thiét k& thai trang

30, Mi thudt 12 - Thiét k& mi thuat san khéu, dién dnh
31. Mi thudt 12 — Liludn va lich sif mithust

32. Mi thuat 12 - Diéu kh dc

33. Mi thuat 12 - Kién triic

34, Mi thuat 12 - Hai hoa

35. Mithuat 12 - pé hoa (tranh in)

36. Mithuat 12 - Thiét ké cdng nghiép

37. Chuyén dé hoc tap Mi thuat 12

38.Amnhac 12

39, Chuyén dé hoctap Amnhac 12

40, Hoat danq trdi nghiém, hudng nghiép 12

41. Gido duc thé chat 12 -Béng chuyén
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44, Gido duc thé chat 12 -Bdng rd

45, Gido duc qudc phdng va an ninh 12

46.Tiéng Anh 12 - Global Success - Sach hoesinh
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CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Bac
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« Mién Nam: CTCP P4u tu va Phat trién Gido duc Phuong Nam
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CTCP Séach va Thiét bi Gido duc Cliu Long
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